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AYERTISSEMEINT. 


Ce  volume,  c[ivi  t'ait  suite  au  Traité  de  Calcul  différentiel  publié  il  y  a 
six  ans  déjà,  eu  i864,  contient  la  première  Section  du  Calcul  intégral.  Les 
intégrales  définies  et  indéfinies  y  sont  étudiées  avec  le  développement  que 
m'a  paru  comporter,  sur  ce  sujet  presque  illimité,  un  Tiivre  qui,  pour  les 
Géomètres,  doit  rester  l'exposition  élémentaire  des  principes.  Mon  inten- 
tion, en  effet,  je  tiens  à  le  répéter,  n'est  pas  de  remplace]-,  par  la  lecture 
d'un  seul  Ouvrage,  l'étude  laborieuse  des  oe»n  res  originales  qui  ont  créé  la 
science  :  une  telle  tâche  heureusement  serait  impossible.  Si  je  puis  ensei- 
gner à  ceux  qui  me  prendront  pour  guide  ce  que  j'appellerais  volontiers  la 
grammaire  et  la  langue  des  hautes  mathématiques ,  et  accroître,  loin  de 
diminuer,  le  nombre  des  lecteius  des  Lagrange,  des  (^auss,  des  Abel,  des 
Jacobi  et  des  Cauchy,  j'aurai  rendu  à  la  science  \\\\  service  très-modeste 
mais  de  réelle  importance. 

J'avais  espéré,  en  connnencant  ce  long  tiaxail,  y  joindre  l'histoire  som- 
maire des  théories  ([ui  y  sont  exposées,  .l'ai  reculé,  je  l'avoue,  devant  des 
difficultés  de  plus  d'une  sorte.  L'histoire  d'une  science  est  trop  complexe 
et  trop  délicate  souvent  à  al)order,  pour  ([u'on  puisse  d'une  manière  inci- 
dente trancher  les  (juestions  en  ([uelques  figues.  Lue  indication  incomplète 
est  souvent  \\\\q  injustice,  et  le  silence  est  presque  toujours  préférable.  Il  y 
a  de  graves  incon^  énients,  d'ailleurs,  à  introduire  les.  noms  réellement  il- 
lustres dans  l'ordre  et  dans  la  mesure  seulement  oii  les  appellerait  l'exposi- 
tion didactique  des  théories  systématiquement  enchaînées.  J'ai  été  frappé 
depuis  longtemps  de  la  singulière  impression  c(ui  en  résulte  et  qui  parfois 
subsiste  chez  les  lecteurs  souvent  intelligents  qui  n'ont  pas  occasion  de  la 
rectifier  ailleurs.  Combien  ai-je  vu  d'anciens  candidats  à  l'École  Polv- 
techniquecjui,  connaissant  fort  bien  un  Traité  d'Algèl)reclassi({ue  et  n'a\aiit 
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rien  lu  au  delà,  ignoraient  les  noms  d'Euler  et  de  Bernoulli,  et  mettaient 
sur  un  même  plan  dans  leur  souvenir  Newton  et  Bezout,  Descartes  et  Bu- 
dan,  Moivre  et  Rolle,  Caucliy  et  Sarrus,  dont  les  noms  leur  rappelaient 
chacun  l'énoncé  d'un  théorème  et  une  démonstration  de  quelques  pages. 
J'ai  été  vivement  frappé,  il  y  a  un  grand  nombre  d'années  déjà,  en  enten- 
dant un  savant  estimable,  connu  par  de  l)ons  travaux  de  Physique  expé- 
rimentale, parler  très-légèrement  du  mérite  de  Newton  comme  Géomètre. 
Mon  étonnement  l'ayant  forcé  de  s'expliquer,  je  m'aperçus,  qu'à  ses  yeux,    ' 
Newton  était  surtout  l'inventeur  de  la  formule  du  binôme,  qui  pour  lui,    " 
bien  entendu,  n'avait  de  sens  que  dans  le  cas  d'un  exposant  entier  et  po-'^ 
sitif.  Ce  souvenir,  peut-être,  a  exercé  quelque  influence  sur  la  rédaction 
d'un  l'raité  d'Algèbre  dans  lequel  le  savant  et  spirituel  Terquem  s'étonnait 
de  voir  subsister  deux  noms,  celui  de  Descartes  et  celui  de  l'Auteur.         ' 

Je  n'ai  donc  nullement  cherché  à  introduire  dans  le  texte  l'histoire  abré- 
gée des  progrès  du  Calcul  intégral.  Cette  histoire,  si  je  tente  de  l'écrire, 
formera  une  œuvre  à  part  qui  pourra  être  réunie  à  l'Ouvrage  dont  je  donne 
ici  le  second  volume,  mais  qui  doit  en  rester  distincte. 

Je  ne  puis  terminer  cet  Avertissement,  si  rapide  qu'il  soit,  sans  adresser 
mes  sincères  et  vifs  remercîments  à  M.  Darboux  et  à  jM.  Thoman  dont  l'af- 
fectueux concours  gracieusement  offert  m'a  été  extrêmement  utile.  M.  Dar- 
boux,  dont  je  n'ai  pas  à  rappeler  la  pénétration  et  le  savoir,  a  bien  voulu 
revoir  toutes  les  épreuves  et  substituer,  aux  corrections  typographiques 
que  j'attendais  seulement  de  lui,  des  observations  judicieuses  siu'  le  texte 
même,  et  plus  d'une  fois  la  rédaction  nouvelle  d'une  démonstration  diffi- 
cile remplaçant  avec  grand  profit  celle  que  j'avais  essayée  moi-même. 

Les  calculs  et  les  Tables  numériques  sont  dus  à  M.  Fédor  Thoman,  qui 
joint  à  l'habileté  d'un  calculateur  sans  égal  le  savoir  profond  d'im  Géomètre 
judicieux  et  inventif. 

J.  BERTRAND. 
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Déjinitions. 

1.  Le  Calcul  intégral  est  l'inverse  du  Calcul  différentiel  :  le  hut  que  l'on  s'y 
propose  est  de  déterminer  une  fonction  d'après  une  relation  connue  où  tigurenl 
ses  différentielles.  Dans  le  cas  le  plus  simple,  auquel  nous  nous  bornerons  d'abord, 
la  différentielle  est  connue  et  l'on  cherche  la  fonction  correspondante. 

A  toute  différentielle  donnée  d'une  fonction  d'une  seule  variable,  correspond  une 
lonction  primitive;  l'aire  comprise  entre  la  courbe  qui  a  pour  équation  y  =  c^{x) 
et  deux  ordonnées,  dont  l'une  est  fixe  et  l'autre  a  pour  abscisse  la  variable  x,  a  en 
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effet  pour  différentielle  [I,  1 14  (*)]  9  {oc)  dx,  et  la  fonction  primitive  de  cette  diffé- 
rentielle, dont  rien  ne  limite  la  généralité,  représentée  par  une  surface  bien  déter- 
minée, existe  par  conséquent  dans  tous  les  cas.  L'ordonnée  fixe  qui  limite  la  surface 
étant  indéterminée,  on  peut,  en  la  déplaçant,  ajouter  au  résultat  une  constante  arbi- 
traire. Il  est  évident  d'ailleurs,  à  priori  y  que  si  F(^)  a  pour  différentielle  9  {x)dx, 
Y[x)  -^Q.  a  la  même  différentielle  quelle  que  soit  la  constante  C.  Aucune  autre 
fonction  d'ailleurs  ne  partage  cette  propriété,  car  deux  fonctions  dont  la  différen- 
tielle est  la  même  diffèrent  par  une  constante. 

2.  La   fonction   dont   la   différentielle   est  ^^{x)dx   se   nomme  Vintégrale  de 
(f(x)  dx-,  on  l'indique  en  plaçant  le  signe  /  à  la  gauche  de  la  différentielle; 

(i)  \  o{x)dx 

désigne  ainsi,  d'une  manière  générale,  toute  fonction  de  x  dont  oix)dx  est  la 

différentielle.  Ce  signe  f  n'est  autre  que  la  lettre  S,  initiale  du  mot  somme,  et 

l'expression  (i)  se  lit  :  somme  de  (D[x)dx.  Ce  nom  et  cette  notation  rappellent  un 
point  de  vue  important  sous  lequel  l'expression  peut  être  considérée.  L'intégrale 
étant  considérée  comme  on  vient  de  l'indiquer,  par  l'aire  d'une  courbe,  elle  est 
évidemment  la  limite  de  la  somme  des  rectangles  infiniment  petits  inscrits  dans 
cette  courbe,  dont  l'expression  analytique  est,  en  désignant  par  a  la  première 
abscisse, 

(2)  ^{a)dx-\-o[a-^dx)dx  -\-'^{a+idx)dx-^  .  .  .  +  9[«  +  (/i  —  \)dx\dx. 

Il  étant  un  nombre  entier  tel,  que 

a  -h  7idx  =  X. 

On  peut  d'ailleurs  être  conduit  à  cette  expression  sans  aucune  considération 
géométrique.  Soit  F (^)  la  fonction  dont  o[x)dx  est  la  différentielle;  lorsque  jc 
varie  d'une  valeur  quelconque  j?  à  la  valeur  voisine  x  -4-  dx,  l'accroissement  de 
F(»  est  (I,  46),  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre,  o{x)dx;  or 
en  faisant  passer  la  variable  de  la  valeur  a  à  la  valeur  a  +  ndx  —  x  par  des 
accroissements  successifs  égaux  a  dx,  la  somme  des  accroissements  successifs  de  la 
fonction  sera  l'accroissement  total,  c'est-à-dire  la  différence  F  .2?  —  F («).  Cette 
expression  se  nomme  l'intégrale  définie  de  9  (x)  dx  prise  entre  les  limites  a  et  x, 


(*)  Nous  indiquons  ainsi,  dans  tout  le  cours  de  ce  volume,  par  1,  le  renvoi  au  tome  I"\  le  chiffre  placé  ,i 
la  suite  indiquant  le  paragraphe  invoqué. 
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et  l'on  écrit 

(3)  '  f  o{.T)dx  =  ¥{x)  —  ¥{a). 

Il  importe  de  remarquer  que  dans  l'équation  {?i),  la  lettre  œ  qui  sert  de  limite 
supérieure  a  l'intégrale  et  celle  qui  figure  sous  le  signe  I  sont  entièrement  dis- 
tinctes et  indépendantes  l'une  de  l'autre.  On  peut  leur  donner  des  noms  différents 
et  écrire 

r  o{x)dx  =  Y{b)  —  Y{a). 

F(^)  désignant  toujours  la  fonction  primitive  de  o[oc).  On  a  évidemment  d'après 
cela,  quelles  que  soient  les  lettres  x  ei  z, 

,b  nh 


f(!j){x)d.r  '--j:  I     o{z)dz, 


et  une  intégrale  définie  n'est  pas  une  fonction  de  la  variable  par  rapport  à  laquelle 
on  intègre. 

3.  F(.r)  désignant  toujours  l'intégrale  de  'f  (a?)  djc,  la  formule 

:f{x)dx  =  F{h)  —  ¥{a) 


I 

J  a 


ne  suppose  nullement  la  limite  supérieure  h  plus  grande  que  la  limite  inférieure  a\ 
le  premier  membre  est  la  somme  des  accroissements  infiniment  petits  de  F(a7j 
lorsque  x  varie  de  la  valeur  «  à  la  valeur  h  :  peu  importe  que  les  accroissements 
désignés  par  dx  soient  positifs  ou  négatifs.  On  a  d'après  cela,  quels  que  soient  a 
et  b, 

o{x)  dx  .-=  —  1     9 (  .r  )  dx, 

et,  en  renversant  les  limites  d'une  intégrale  définie,  on  change  le  signe  du  résultat. 

4.  Il  faut,  dès  à  présent,  signaler  un  cas  important  dans  lequel  les  définitions 
précédentes  sont  en  défaut,  c'est  celui  où  entre  les  limites  de  l'intégration  la 
fonction  primitive  F  (a?)  devient  discontinue,  ce  qui  a  lieu  en  général  lorsqu'elle 
passe  par  l'infini.  11  n'est  plus  permis,  dans  ce  cas,  de  regarder  l'accroissement 
total  comme  la  somme  des  accroissements  infiniment  petits  correspondants  aux 
accroissemenls  successifs  de  la  variable.  La  formule  générale  que  nous  avons 
donnée  pour  exprimer  l'intégrale  ne  représente  dans  ce  cas  ni  l'aire  de  la  courbe, 

I . 
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ni  la  somme  des  accroissements  de  la  fonction.  Pour  bien  faire  comprendre  cette 
remarque  importante,  supposons  que  la  fonction  F(^)  soit  égale  à ;  elle  a 

pour  différentielle  --,  et  la  formule  générale  donne,  en  adoptant  pour  limites  —  i 
et  -h  I ,  entre  lesquelles  est  comprise  la  valeur  zéro, 

r'$-(-i),-(-ib 

(—  -  )  et  (—  -)     désignant  ce  que  devient  ~  -  lorsqu'on  y  suppose  x  égal  à  i 
ou  à  —  i;  on  aurait  donc  ^^ 

/•-+-'  dx 

doc 
L'élément  —  est  cependant  toujours  positif,  et  la  courbe  dont  l'équation  est 


I 

X- 


a  la  forme  suivante 


dont  l'aire  totale  comprise  entre  les  ordonnées  qui  correspondent  aux  abscisses  —  i 
et  +  I  ne  peut  évidemment  pas  être  égale  à  —  2.  La  formule  employée  n'est  donc 
pas  applicable  et  nous  en  avons  dit  la  raison. 

Si  l'on  demande  quelle  est  l'expression  de  l'aire  totale  qui  d'après  la  règle  géné- 
rale serait  représentée  par 

./-.    X'  ' 

il  est  aisé  de  voir  qu'elle  est  infinie.  Si  l'on  considère  en  effet  les  deux  intégrales 

r~-  dx      r'  dx 

£  étant  un  nombre  positif  très-petit,  l'application  de  la  formule  générale  ne  pré- 
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senlc  plus  do  difficulté  el  l'on  a 

r--  dx       I 

r'  — — -  — 

et  ces  deux  intégrales  augmentent  toutes  deux  sans  limites  lorsque  i  tend  vers 

zéro. 

En  général,  si  l'on  désigne  par  a  un  nombre  compris  entre  les  limites  a  et  h, 

ou  a 

'    o{x)dx  =        (^{x)dx  -\-  j    o{x)dx, 

a      '  Ja  J'y.  » 

et  on  le  vérifie  aisément,  car  en  nommant  Y[x)  la  fonction  primitive  de  o{x)dx. 


on  a 


f  o{x)dx^Y{h)  —  Y{a), 

J  a 

C  'o{x]dx~F{or)  —  T{a), 

..h 

/     o{x)dx~Y[h)  —  Y[a). 


Mais  la  formule  devient  fausse  lorsque,  F(a)  étant  infini,  les  deux  intégrales  par- 
tielles deviennent  infinies,  et  les  expressions  considérées  ne  présentent  plus  alors 
aucun  sens  déterminé. 

On  a  par  exemple,  comme  on  le  vérifie  aisément  par  la  différentiation, 

r  dx    \     i  -\-  X 

/  I  —  x'         2      I  —  X 

On  en  conclurait,  d'après  la  formule  générale, 

dx 
résultat  évidemment  absurde  et  qui  s'explique  parce  que  la  différentielle  —2^—, 

étant  infinie  pour  .r  —  i,  la  formule  d'intégration  n'est  pas  ici  applicable. 

Intégrales  que  l'on  obtient  immédiatement. 

5.  La  moindre  habitude  du  calcul  suggère  immédiatement  les  intégrales  de 
certaines  différentielles.  Citons  par  exemple  les  formules  suivantes,  (jui  sont  toutes 
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évidentes  et  dans  lesquelles  nous  nous  dispenserons  d'ajouter  au  second  membre 

la  constante  qui  doit  le  compléter  : 


f 


X'"  d.x  —-  — 


rdx        , 
=r  Ix, 

r,         sin  mx 
ces  mx  dx  ~ 


mx  dx 


m 
cosmx 


/sin 

/,           r  sin  X  dx  , 

XdiWS'xdx  T=  I   := — /ros.r, 
J      cos.r 

/,           r  cosxdx       ,    . 
coXxdx  =z  I    — =ls\nx, 
J       sm.r 

/ 


J    sin 


dx 

=T  =:narc  sin.r, 

■  X- 

dx 

^  =  arc  tang.r, 

-^  X- 

dx 
— -  =lang.r, 

cos-x 

dx 


=  —  cet  X. 

X 


On  pourrait  à  ces  exemples  en  joindre  beaucoup  d'autres,  mais  nous  nous  bornons 
ici  aux  cas  les  plus  simples. 

6.  Nous  ferons  une  seule  remarque  sur  l'une  des  formules  qui  précèdent  :  on  a, 
quel  que  soit  m. 


i)  I  x'"d. 


X" 

x""  clx 


m  ■+-  I 


Le  cas  ou  m=.  —  i  fait  exception;  on  a  alors 

r  dx 

et  la  formule  (i)  donnerait 

J       X    '~'        ' 

r  dx 

Il  est  aisé  cependant  de  déduire  de  la  formule  (i j  la  valeur  de  /  --•  On  sait  qu'il 
est  permis  d'ajouter  au  second  membre  une  constante  arbitraire;  choisissons-la  de 


LIVRE  PREMIER.  -  INTÉGRALES  DÉFINIES  ET  INDÉFINIES.  7 

telle  sorte  que  celui-ci  s'annule  pour  une  valeur  déterminée  de  oc,  00  =  a  :  on  est 
assuré  alors  qu'il  ne-^  peut  plus  devenir  infini.  On  a 


/ 


^'«+1  _  a" 
X'"  dx  = 


m  +  i 


et  si  l'on  fait  tendre  m  vers  —  t,  l'intégrale  prend  la  forme  -1  mais  la  véritable 
valeur  (1,  451)  est  Ix. 

Différentes  méthodes  d'intégration. 

7.  Lorsque  la  seule  inspection  d'une  différentielle  n'en  fait  pas  connaître  l'inté- 
grale, on  doit  pour  la  trouver  recourir  à  des  artifices  dont  le  choix  est  suggéré  par 
l'habitude  du,  calcul,  mais  qui,  dans  le  plus  grand  nombre  des  cas,  se  rattachent  à 
un  petit  nombre  de  principes  simples  qu'il  importe  de  connaître. 

8.  Une  première  méthode,  celle  d'intégration  par  décomposition,  consiste  à 
partager  la  différentielle  considérée  en  plusieurs  autres  plus  simples  dont  on  réunit 
ensuite  les  intégrales. 

Cette  méthode  se  justifie  d'elle-même  :  nous  aurons  à  en  faire  de  nombreuses 
applications;  bornons-nous  à  donner  ici  quelques  exemples  simples. 
On  a 

/   .   /iH-.r  f*  x-v-\  (*    xdx  r     dx  I 

I  \ — dx --  \ dx  r-   j  — - —  — h  j  _^___- =:  _  ^i  _^-' _l_  arcsinx, 

J    V    I  — -^  ]   sji~x-^  j   v'i-^-^       j   v/i-.r^ 

//           ri  +  cos?.,r    ,  r  dx        \     r  ,  .ri. 

cos-.r(/.x' ni:;  / f/.r=  \   —  -\ —    1    co'i-îxdx  =^  — hvSinax, 
J2  J22J  ?.       4 

/*  dx  r    dx  r    dx 

,/    sm^.rcos^^•      J    sm^^r      J    cos'.r  ^ 

9.  Une  autre  méthode,  dite  d'intégration  par  substitution,  consiste  à  exprimer  la 
différentielle  proposée  à  l'aide  d'une  variable  nouvelle  choisie  de  manière  à  en 
simplifier  l'expression. 

Soit  (^{x)dx  la  différentielle  donnée.  Posons  a-=/{z),  z  étant  la  variable  que 
l'on  veut  substituer  à  x\  on  aura 

dx  =  f  {z)dz, 

'.{x)dx=.^[f{z)]f'{z)dz, 

et  si  l'on  peut  intégrer  (f\/{z)\f'{z)  dz,  en  remplaçant  dans  le  résultat  r  par  sa 
valeur  en  x,  on  obtiendra  l'intégrale  de  '^{x)dx.  La  différentielle  d'une  fonc- 
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tion  reste  la  même  eu  effet,  quelle  que  soit  la  variable  à  l'aide  de  laquelle  on  l'ex- 
prime. 

Nous  nous  bornerons  ici,  pour  cette  méthode  comme  pour  la  précédente,  à  en 
indiquer  quelques  applications  choisies  parmi  les  plus  simples. 

En  posant  i  H-  /*•  =  z,  on  a 

J    ~S^^-l-^=j  dzsjz  =  ~z'  =z^{i  H-  Ix  )\ 


En  posant  x  =  cosz,  on  a 

■x'  dx 


V  I  — x"^ 
et  par  conséquent  (8) 


dos^zdz. 


I             ,      ,              ^        I    .                     I  .r  V I  —  X- 

=  I  —  cos'2  dz  =^ -J  sin2z  = arc  cos^-  — 


/x- dx      r 
\J\  —  X'J  24  2  2 

Si  l'on  pose  e"^  =  r,  on  a 

r     dx  r    dy 

j   -^:r^-^  =J  TZpy.  =  «'■c  tang;-  -=  arc  tang  e\ 

10.  Les  deux  méthodes  précédentes  peuvent  souvent  être  réunies  et  successive- 
ment appliquées  à  la  recherche  d'une  même  intégrale. 
Considérons  par  exemple  la  différentielle 


ces  2.27 

on  a 

dx 


dx  dx  cos'.r 


C0S2X       cos^x  —  sm'x       1  —  tang'.r 
et  en  posant  tang.r  =  z, 


dx  dz  dz 


C0S2.Z-           I  —  z'            2     \I  +  2  I- 

donc 

C  ^^^   C    ^'^        c    ^^^  ^  I  i ^  ~^  "\ 

J     COSCiX^J     2(1+2]  "*"  J     2  (  I  — T)  "  2       \T^^~z)' 

par  conséquent 

Jdx  1,1+  tang.*'        I  ,  /tt 

C0S2a;  2     I  —  lang.2;        2  "  \4 
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il.  La  méthode  dite  iV  intégration  par  partie  est  fondée  sur  la  formule 

dm'  rzz  uih  +  vdii, 
lont  on  déduit  évidemment 


IIV  ■:=   j  11(1  <■'  4-    1  vdll, 

et  par  conséquent 

( ,  )  l  udv  =:  uv  —  /  vdu. 

Si  donc  on  sait  intégrer  la  différentielle  vdu,  on  pourra,  par  cela  même,  intégrer 
M^^'.Une  différentielle  étant  donnée,  on  pourra  par  conséquent,  pour  la  transformer, 
la  décomposer  en  deux  facteurs  dont  l'un  soit  intégrable  immédiatement,  et,  après 
l'avoir  mise  ainsi  sous  la  forme  udv,  on  appliquera  la  formule  (i)  qui  ramènera 
la  détermination  à  celle  de  l'intégrale  de  vdu.  L'habileté  du  calculateur  consiste  à 
choisir  de  la  manière  la  plus  avantageuse  les  deux  facteurs  dans  lesquels  il  décom- 
pose la  différentielle  donnée. 

Nous  nous  bornerons,  comme  nous  l'avons  fait  pour  les  méthodes  précédentes, 
à  donner  ici  quelques  exemples. 

Soit  à  chercher 


.P 


x^lxdx. 


Posons 


x^  dx  ■=■  d  -r- 

4 


Ix  ■=■  H, 


la  formule  (i)  donne 

f     ,     ,  x'  r  X*  dx       .r'  .  X* 


Soit  encore  à  chercher 


Posons 


/ 


X  arc  sin^^/.r. 


xdx  =  d  —  =  di'. 


arr  sin.r  =r  n, 


la  formule  (i)  donne 

(  ^^/.r  arc  sin.r  =  —  arc  sm:r —    1 —         -? 
J  2  J  2  V I  —  ^' 


L    Cale.  int. 


^0  DEUXIÈME  PARTIE.  -  CALCUL  INTÉGRAL. 

c'est-à-dire  (9) 

/xdx^vc  sin^r  =  —  arc  sin^r  +  -  arc  cos^r  —  %  JV—"oc^' 
y  4  4  * 

Considérons  enfin  l'intégrale 


Posons 


r  xe""  dx 


dx 

=  d 


I  -hx) 

xe^  =  II, 


\  I  -1-  .r  / 


la  formule  (i)  donne 

r  xe""  dx  xe^  f , 

f  7 — ; ^  = 1-  /  dxe''  = 


I  H-  X 


12.  On  peut  généraliser  de  la  manière  suivante  le  procédé  d'intégration  par 
partie.  Supposons  que  dans  une  fonction  9(^7)  de  la  variable  x  on  remplace  d'une 
manière  arbitraire  cette  lettre  œ  par  l'une  ou  l'autre  des  lettres  x'  et  a.-",  de  manière 
à  transformer  cp{x)  en  une  fonction /(^',  a;" j  qui  reprendra  la  forme  primitive 
(p{oo)  lorsqu'on  supposera  00' =  x" ^--.x,...;  l'introduction  des  lettres  œ'  et  x"  peut 
être  faite  d'ailleurs  d'une  manière  entièrement  arbitraire.  On  aura 

(^•)  J<?{^)dx=^f{x',x")dx'~  ^dx  ïjLCf(a:',x")dx'']    _  ^       . 

La  première  intégration  indiquée  dans  le  second  membre  est  relative  à  x'  seule- 
ment, et  Ton  y  traite  x"  comme  une  constante;  quant  à  la  seconde,  il  faut  d'abord, 
pour  l'effectuer,  former J/(x',  x")  dx'  en  considérant  a.-"  comme  une  constante, 

prendre  la  dérivée  du  résultat  par  rapport  à  x"  et  remplacer  ensuite  x'  et  x"  tous 
deux  par  x  avant  d'intégrer  par  rapport  à  cette  lettre. 

11  est  bien  entendu  d'ailleurs  que  dans  la  première  intégrale  x'  et  x",  après  l'o- 
pération, sont  tous  deux  remplacés  par  jc. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suffit  de  prouver  que  les  deux  membres  de 
l'équation  (2)  ont  même  dérivée  par  rapport  à  œ;  la  dérivée  du  premier  est  o(x). 
Pour  calculer  celle  du  second,  remarquons  d'abord  que  l'intégrale 

ff{x',x")dx', 

dans  laquelle  on  fait  après  l'intégration  x':=x"  =  x,  peut  être  regardée  comme 
une  fonction  de  x'  et  de  x!\  qui  l'une  et  l'autre  ont  leur  dérivée  par  rapport  à  x 


LIVRE  PREMIER.  -  INTÉGRALES  DÉFINIES  ET  INDÉFINIES.  il 

égale  à  l'unité;  on  a  donc 

œ'  et  x"  devant  toujours  être  remplacés  par  x\  mais  la  dérivée  du  second  terme  du 
second  membre  de  (2)  est  précisément 

et  par  conséquent  la  dérivée  du  second  membre  *de  (2)  se  réduit  à /(a?',  .t"], 
c'est-à-dire  à  ç  (£«?). 

13.  On  peut  simplifier  l'expression  écrite  du  théorème  en  convenant  de  ne  dis- 
tinguer les  lettres  x'  et  x"  de  la  lettre  x  qu'elles  remplacent  que  dans  les  opérations 
relatives  à  x'  seul  ou  à  ^"seul,  et  se  dispenser  alors  d'indiquer  qu'on  doit  dans  le 
résultat  remplacer  x'  et  x"  par  x. 

La  formule  (2)  s'écrira  ainsi 

(3)      f/V' ^" ) ^^ --=  f fi^'' ^") (^^' — ç^^' -j^' I  r/(-*'' x")dx' , 

si  l'on  suppose 

f{x',x")  =  W{x')^{x"). 

F'  étant  la  dérivée  d'une  fonction  désignée  par  F,  la  formule  ne  diffère  pas  de  celle 
qui  indique  l'intégration  par  partie. 

Quelques  sommations  réduites  a  des  intégrales. 


14.  L'intégrale  définie 


I       9  (  -^  )  dx 

J  a 


est,  comme  on  l'a  vu  (2),  la  limite  d'une  somme  d'expressions  infiniment  petites 

<5^{a)dx  +  9(«  +  dx)dx  -1-  (^{a-+-  2.dx)  dx  -\-  .  .  .4-  v(t^  -I-  ndx)  dx, 

le  nombre  n  augmentant  lorsque  dx  diminue,  de  telle  sorte  que  l'on  ait  toujours 
ndx  =  b  —  a. 

Cette  formule  permet  de  représenlci'  par  des  intégrales  définies  certaines  sommes 
qui  semblent  à  première  vue  se  rattacher  à  des  problèmes  tout  différents. 

2. 
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Soit  par  exemple  à  calculer  la  limite  de  la  somme 


I 


n        n  -h  I        «  -h  2  2  /i 


lorsque  le  nombre  entiers  augmente  indéfiniment.  Posons  n=  -j^^  et  la  somme 
deviendra 


d.T  dx  ,   dx 

-  H-  .  .  .  +  —  ? 


~a         a  -hdx       a  -h  2.dx  2.  a 

dont  la  limite  est  évidemment 

""  dx 


r 


=  l'2a  —  1(1  =  I2. 


X 


Soit  encore  la  somme 


n 


dans  laquelle  on  suppose  que  le  nombre  n  augmente  indéfiniment.  Posons 


I 

n  =■  -7- 1 
dx 


la  somme  devient 


r      dx  dx  dx ^         <ix 1 

ndx  étant  par  bypothèse  égal  à  l'unité,  la  limite  de  cette  somme  représente  l'inté- 
grale 

C     dx  .  ~ 

/ _:;  arc  tang  1  -     arc  tango  —  -.  • 

Cherchons  enfin  la  limite  de  la  somme 


I  I  I 


n       \Jn'—  1        v'n' —  2=*  y/Vi=— («  —  1)- 

Posons 

1 


dx 


cette  somme  devient 


dx  dx  dx 

dx  -\-  H- r  +  .  .  .  +    —  =:.- 


^i  —  dx'       s/i  —  i'^dxf  s/i:—[{n—i)dxY 

et  puisque  (n—i)dx  est  comme  ndx,  égal  a  l'unité  à  la  limite,  cette  somme 
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représente  l'intégrale 

»    dx 


I    —z=-.=--  ■=  arc  sin  i  —  arc  sin  o  = 


Sur   les  fonctions   hyper boliquts . 

15.  Il  sera  utile  d'indiquer,  en  terminant  ce  premier  Chapitre,  la  définition  de 
quelques  fonctions  dont  l'usage,  sans  apporter  aucune  ressource  essentiellement 
nouvelle,  fera  ressortir  dans  diverses  occasions  des  analogies  qu'une  autre  nota- 
tion laisserait  inaperçues. 

On  a  trouvé  (1,  367)  '     ~ 

COS  X  = ) 

2 


sin^  = 


si- 


on  en  conclut 


,- —       e 
Q.OSX  y  — I  =  - 


sin  .a;  y' — i 


2 


\  2  y^ —  I 

cosx  v'—  I ,  qui  est  réel,  est  appelé  souvent  le  cosinus  hyperbolique  de  x  et  l'on  écrit 
(3)  COS  hyp.  .r  =; -^ — -  =  cos.x- y' — i. 

Le  produit  -___  sin^-  y  —  i  se  nomme  de  même  le  sinus  hyperbolique  de  x,  et  l'on  a 

V— I 

(4  )  sin  hvp.  X  — —  =  —.^:z:=.  sin  x  \J~ . 

Le  quotient  ^^_^^_^  se  nomme,  par  une  convention  analogue,  la  tangente  hyper- 
bolique de  X,  et  l'on  a 

(  5  )  ~  tan  g  hy  p .  .r  =  '-^^^  =  -J=,  lan  g  .r  y^— 7 . 

Ces  définitions,  en  montrant  l'analogie  des  fonctions  nouvelles  avec  les  lignes  Iri- 
gonométriques,  donnent  l'explication  de  leurs  principales  propriétés.   On  a  par 
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exemple  évidemment,  comme  on  peut  d'ailleurs  le  vérifier  directement, 

icos^hyp.^  — sin^hyp.^  =  i, 
ces  hyp,  {x  -{-  f)  =  CCS  hyp.^  coshyp./H-  sin  hyp.  x  sin  hyp.  j, 
,  sin  hyp.  [x  +  y)  =  sin  hyp.  x  ces  hyp.  j  +  sin  hyp.  j  ces  hyp.  x. 

16.  La  dénomination  de  fonctions  hyperboliques  sl  son  origine  dans  l'analogie  du 
cercle  avec  l'hyperbole  équilatère.  Si  l'on  considère,  en  effet,  l'hyperbole  équila- 
tère  dont  l'équation  est,  en  coordonnées  rectangulaires, 

X'  —  x'=i, 
et  en  coordonnées  polaires, 

I 

C0S2W 

le  secteur  S,  compris  entre  la  courbe  et  les  rayons  issus  du  centre  faisant  de  part 
et  d'autre  avec  l'axe  l'angle  w,  a  pour  différentielle  (I,  116) 

ces  2  W 

et  par  conséquent  (10) 

h  =  / —  -  /  lang    7  -f-  (..    ; 

J—r,i  2  C0S2C0  2  °    \4  / 


par  conséquent 


'ti         \        I  +  taneo) 
tangl^    •   -^  — 


4         /        I  — lango) 


et 


e^~  e'^^ 


tango)  :=  -^ ^  =  tang  hyp.  S. 

17.  Les  fonctions  inverses  des  fonctions  hyperboli(iues  analogues  aux  fonctions 
inverses  des  fonctions  circulaires  se  transforment  dans  celles-ci  lorsque  la  variable 
devient  imaginaire. 

Si  l'on  pose 

H  =  CCS  hyp.  X, 

V  =  sin  hyp.  x , 
tt'=  lang  hyp.  x  ^ 
on  en  conclut 

x  =  secl.  (ces  hyp.  u), 

x  =  sect.  (sin  hyp.   c^), 
X  =z  sect.  (  tang  hyp.  w). 

On  peut  d'ailleurs  aisément  exprimer  ces  fonctions  sans  recourir  à  aucune  notation 
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nouvelle.  Les  équations  (3)  et  (4)  peuvent  s'écrire,  en  effet, 


in 


e'  -f-  e-' 
u 


2 
2 


e^  -+-  e~ 


En  les  résolvant  par  rapport  à  x,  on  a 

^  =  sect.  CCS  hyp.  w  =  /  (  ^< -I- y/i^riT,  )^ 
.-K  =  sect.  sin  hyp.  (/==/((>  +  ^T^ip-^^j, 

^  =  sect.  tang  hyp.  w=-i  ^  ~^  "' . 

2        T  —  «' 

Mais  remploi  des  notations  nouvelles  a,  comme  nous  l'avons  dit,  l'avantage  de 
mettre  en  évidence  certaines  analogies.  On  a,  par  exemple, 

f*    dx 

\  -  r      — :  =  arc  sin  x, 

J^i~x' 

j Z^^  =  '  (-^  +  V'i  +  ^^)  =  sect.  sin  hyp.  x, 
J ^^^  =  ii^+  ^'^^^'i)  =  secl.  ces  hyp.  x, 

r  dx 
Jr::^-.=^^curigx, 

r  dx  ___  I  /i-+-^\ 

J  J~x^~^^  [7=r^- 1  =  s^^l-  lang  hyp.  x, 

r    dx 

/      ;• ;;:  =  arc  séc  x, 

~  j^=.  ""\~x^  V  iî  ~')  =  s^^t-  séc  hyp..r, 

__  C      dx 
JW^^^  """'''''"' ^' 

JW^+T"^  A^~^  \/^-+-ïj=sect.coséchyp..r. 
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CHAPITRE  IL 

INTÉGRATION  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES. 


18.  Pour  intégrer  les  différentielles  de  la  forme  ^^  dx,  où  F(^)  et  9(^)  sont 
deux  fonctions  entières  de  x,  il  faut  en  général  décomposer  la  fraction  ^  en  une 
somme  de  fractions  plus  simples  dont  la  détermination  exige  le  calcul  préalable  des 
racines  de  l'équation  ^{x)  =  o.  Lorsque  l'on  a,  en  effet,  obtenu  par  la  division  la 
partie  entière  d'une  fraction  rationnelle  ^,  la  fraction  restante,  dans  laquelle  le 
degré  du  numérateur  est  moindre  que  celui  du  dénominateur,  peut  se  décomposer 
en'^une  somme  de  fractions  simples  de  quatre  formes  différentes  : 

Celles  qui  correspondent  à  une  racine  réelle  simple  et  qui  sont  de  la  forme  ^3-^;, 
Celles  qui  correspondent  à  deux  racines  imaginaires  conjuguées  simples  et  qui 

sont  de  la  forme  ^^^^^zT^yz^-yy 

Celles  qui  correspondent  à  une  racine  réelle  multiple  et  qui  sont  de  la  forme 
B 


'  x  —  aV 


Celles  enfin  qui  correspondent  à  deux  racines  imaginaires  conjuguées  multiples 

et  qui  sont  de  la  forme  [(^_a)'"T^" 

Quoique  la  manière  de  faire  cette  décomposition  soit  exposée  dans  les  Traités 
d'Algèbre,  il  n'est  pas  inutile  de  la  rappeler  ici. 

19.  Supposons  d'abord  les  n  racines  de  l'équation  çf^)  =  o  inégales,  et  soit 

(^[x]  —{x  —  a)[x  -  h).  .  .[x  —  h){x  —  l). 
Posons 

(0  o{x)"    x  —  (i       X — /'  •*■ — ' 

En  multipliant  les  deux  membres  par  9  (a?),  on  a 

,    o[x)        „  o(,r)  ,    ^{x) 
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Si  dans  les  deux  membres  de  cette  équation,  qui  doit  être  identique,  on  suppose 
x=^a,  tous  les  termes  du  second  membre  disparaissent  à  l'exception  du  premier 
qui  se  réduit  a  X(^' [a],  et  l'on  a 
(3)  F(a)  =  A9'(a): 

donc 

On  aura  de  même 

et  ces  valeurs  rendent  l'équation  (2j  identique,  car  les  deux  membres  qui  sont  des 
polynômes  entiers  en  œ,  de  degré  zz  -  i  au  plus,  sont  égaux  pour  n  valeurs  de  la 

variable.  

Si  a  et  6  sont  deux  racines  imaginaires  conjuguées  a  +  jS  V-  '  et  r/  -  /3  y/- 1  ^ 
les  formules  (4)  donnent  pour  A  et  B  des  expressions  imaginaires  conjuguées 
p_l_Qy/Zr7  et  P-  Q  V^'  et  la  somme  des  deux  fractions  correspondantes  est 

p  _l-  Q  y/ZlT  P  —  Q  v/— ^      _.  2P(a;  -  y.  )—  2Q(5 


=  + 


—  a  —  [3  v/—  I        .r  -  a  +  [3  v' 


^  —  a  )-  +  ^- 


20.  La  métbode  est  évidemment  en  défaut  lorsque  l'équation  ^(a?)  =o  admet 
des  racines  multiples,  et  la  forme  [i]  devient  impossible;  car  en  supposant,  par 
exemple,  la  racine  a  multiple,  le  second  membre  de  [i)  deviendrait  nul  pour 
x=a,  tandis  que  le  premier  se  réduit  à  Yia)  qui  est  différent  de  zéro.  Soit  p  le 
degré  de  multiplicité  de  la  racine  a,  et 

on  posera 

F(a;)_     A,       ,         A3  1         A,  F,(a^)_ 

Pour  déterminer  A,,  A,,...,  A^,,  en  multipliant  les  deux  membres  par  ç  .r),  nous 
aurons 

(6)    F{x)  =  A,4;(x)(.*--^^)/-'  +  A...<^(^)(.r-^)''--  +  ...  +  A,'^(^-)+F,(^^-)(^--'0''- 

En  faisant  x  =  a  dans  l'équalion  (6)  et  dans  les  {p  -  i)  premières  dérivées,  on 
formera  p  équations  du  premier  degré  dont  la   première  fera  connaître  A,,,   la 

seconde  Ap_ et  la  dernière  enfin  A,.  La  métbode  s'applique  au  cas  où  la  racine 

est  imaginaire,  mais  il  est  plus  simple,  dans  ce  cas,  de  cbercher  directement  les 

L    Cdlc.  iiit. 
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fractions  simples  qui  correspondent  aux  deux  racines  conjuguées.  Si  l'on  suppose 

on  posera 

¥{x)  _     Al  ^H-  B,  Ajx  4- B,  A;,^4-B/,  F,(x) 

'  '  '         ^^)  ~^  (:c  — a}'  +  (3^  ~^  [{x  —  ocy -h  ^'f  +  •  •  •  +  [(X  — a)-^+ jFp'  "^  ^(xj' 

Eu  multipliant  par  '^{oo)  les  deux  membres  de  cette  équation,  on  a 

(8)     F(.r)  =  (A,^  +  B,)  ^{x)[[x  ~  ay+  ^']P  ^  +  {A,x  +  -8,]  ^{x][{x  ~  af+ [3=  ]/'-=+..  . 
+  {Aj.x  +  B,)  '^{x)  +  F,{x)[{x  -  ocY  +  ^-^y, 

et  les  coefficients  A^,,  B^,,  A^,  , ,  B^.,,...,  A,,  B,  se  détermineront  successivement 
en  faisant  x  =  a-h ^  y  — i  dans  l'équation  (8)  et  dans  les/?— i  premières  dérivées 
et  égalant  les  parties  réelles  des  deux  membres  et  leurs  parties  imaginaires. 

On  peut  d'ailleurs,  pour  effectuer  la  décomposition  d'une  fraction  rationnelle  en 
fraction  simple,  employer  plusieurs  méthodes  qu'il  est  inutile  d'exposer  ici;  bor- 
nons-nous à  rappeler  celle  qui  est  fondée  sur  le  calcul  des  résidus  qui  a  été  indi- 
quée ([,  441). 

21.  L'intégration  des  fractions  rationnelles  se  trouve  réduite,  par  ce  qui  pré- 
cède, à  celle  de  quatre  différentielles  plus  simples.  On  a 


Adx 

•  =  Al  [X  —  a], 

X  —  a 

A  dx  I 


{x  —  a)"  n  —  I  {x  —  a)"''' 

Ces  deux  formules  sont  évidentes,   et  les  différentielles  qui  y  figurent  sont  du 
nombre  de  celles  qui  s'intègrent  directement. 
Pour  intégrer  la  troisième  fraction  type 


A^  +  B        , 

dx. 


posons 


on  aura 


X  —  a  =  z , 
dx  =  dz , 


A:r  +  B        ,         A^  +  Aa  +  B    ,  Azdz        (Aa  +  B)rf2 

---  dx  = ' az 


{x—  (X)'  +  ^'  -2' +(5^  z-  +  [3^  z'-\-'fi- 
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On  a  évidemment 

C  hzdz        A 


C  kzdz        A  , , 

r{ka  +  ^)dz  _  Aa  +  B 


arc  laiiK 


et  par  conséquent 


r     Aar  +  B        ,         A,,, 


Considérons  enfin  la  quatrième  différentielle  élémentaire 

A^  +  B 


Aa  +  B  X  —  a. 

arc  lang  — ^ —  • 


dx. 


i  (".r -«)•■  + [3^]" 

Si  Ton  pose  x  —  a.~  z,  elle  devient 

A^  +  Aa  +  B 

On  peut  la  partager  en  deux  autres 


kzdz  ,  .  „,        dz 

+  (Aa  +  B) 


^/2 


On  a  évidemment 

Kzdz  A  I 


/r 


et 

./(2-^+p^r       f3^'j  (s'+(3-^)"        -(3' j(2^  +  [3'^j"-'     ■  [b-'j(2^+(3=)''' 

Mais  l'intégration  par  partie  donne 

ç  z'dz    _  r   _£fi^2 _  r  ^  r  I  "1 

z I       r     dz 

""  2  (  /i  —  ,  j  (  2*  +  (3^)"-'  +  2  (  /î  —  I  )  J   f  2-^  +  p-^  )"■-'  ' 

et  l'équation  (9)  devierft,  si  l'on  réunit  les  deux  termes  semblables. 


(10).       f-^^i— -  liZLniL  r 


dz 

+ 


+  p"  )"-'       2  (  /i  —  I  )  [3=  (  2'  +  p^  )""'  " 

cette  formule  ramène  l'intégrale  cherchée   à  une  autre  de   même  forme   dans 
laquelle  l'exposant  n  est  remplacé  par  n  —  ] .  La  même  formule  de  réduction  per- 

3. 
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mettra  de  substituer  à  n  les  exposants   successifs  n  —  i,   /i  — 3,...,  et  enfin 

l'unité;  le  Problème  sera  alors  résolu,  car  on  a 

/dz  \  z 

/dx 
-, — :7rh~^'' 

22.  L'intégrale  /     ,  ->,>,  P^"^  ^"^^'  s'obtenir  par  une  métbode  indirecte  qu'il 

sera  utile  de  mentionner. 
On  a  évidemment 

/dx  I  X 

7. =  -=  afc  tang  —=•, 

et  cette  formule  équivaut  à 


d  /   i  X 

~  arc  tang  — = 


^ -^r  x^ '~~  dx  \^-^  °  y/p 

On  en  déduit,  en  prenant  n  fois  la  dérivée  de  chaque  membre  par  rapport  à  jS, 

(— i)"i.2.3...(/i— i)        d     d"-'    f  i  x\ 

'' ''_ r= —  (  ---  arc  tang  -^-  h 

et  par  conséquent 

r    dx  { —  1  )"         ^""'  /  I  X  \ 

I  — = r^ y- ;  -77 — -     -'-  arc  tang  -  _.  i  • 

Ji^  +  x')"       i.2.3...(w-0  âf[5"-'  \^^3  ^^^1 

23.  Appliquons  la  méthode  à  quelques  exemples.. 

Soit  à  calculer. 

J*         dx 
[a  H-  bx)i'  x'' 


p  désignant  un  nombre  entier  quelconque. 
On  trouve  aisément 


[(i-\-bx)i'       [a  +  bx]!' 


al"' 

'-.  .  .+ 


-— 1 

a  -f-  bx  \ 


/.=,>- 1 


x[a-\-  bx)i'       al'  x       a'' 
et  par  conséquent 

/dx  \       a  ~\-  bx  -^  I 

x[a+  bx)f  '~  ~  a'>  x  ^    [p  —  k) œ^ ( a  -+-  bx )/'-* 

Soit  encore 

r      dx 

I  a  +  bx  -]-  ex' 


on  a 


et  (21) 
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dx  __  dx 

[a  +  bx  -^  ex- )  "'      7  Vy       4rt6'  — 6- ' 

c  \  X  -\-  — -  I    -)- 


9.cJ  4  f-' 


,     .  ,  dx  1  -2  ex  -h  h 

(  1 1  j  /  — — V : :  -=  -r: .-  arc  tan'î  --:. 


r d:i 

j  a  -¥-  l>x 


^'■^''       \l^ac~b-  sj^ac—b- 


Cette  formule,  il  faut  le  remarquer,  est  applicable  à  tous  les  cas,  et,  lors  même 
qu'elle  est  compliquée  d'imaginaires,  elle  peut  donner,  par  les  transformations 
connues,  l'expression  réelle  de  l'intégrale. 

Il  est  plus  simple  pourtant,  lorsque  l\ac  —  b-  est  négatif,  de  décomposer  le  tri- 
nôme a-\-hx  +  ex"-  en  ses  deux  facteurs  réels  et  la  fraction  à  intégrer  eu  fractions 
simples  correspondantes.  On  trouve  ainsi 

( I ^)  f- dx^^__  .^  . I ,       -^cx  +  b-Jh^^^e^ 

j  a  +  bx  +  ex'-       ^ip_^ae     ""  lex  +  h  +  sjb  '  -1^4^ 

_  "^  .       lex  +  b  ~  \Jb^  —  4«6- 


\/b'  —  ^(le  sja  -\-  bx  +  ex' 

L'identité  de  ces  formules  avec  la  formule  f  [  t)  est  aisée  à  établir.  On  trouve  aussi, 
en  adoptant  les  notations  indiquées  (16, 

C  ^x  —  2  .        ,  ,  -xcx  -^b 

\  ^1    A^  1 -,  =  -y, sect.  cot  hyp.  -, 

Ja+bx-^-ex^        ^iP^^f^ae  ^^.    sjb^-^ae 

et  sous  cette  forme  l'analogie  des  deux  cas  devient  plus  évidente. 

Si  dans  les  formules  précédentes  on  suppose  «  =  r ,  c  =ri ,  />  z=  2  cos^,  on  trouve 


/r 


24.  Soit  à  intégrer 


+  ?.  ^  CCS  ©  +  jt-       sino 


dx 


'  ,        ^H-coso 

.   nr>/^    tnnrr  T 


arc  tan 


smo 


I  H-  X'" 


m  et  n  étant  deux  nombres  entiers  tels,  que  -211  soit  plus  grand  que  m.  Les  racines 
toutes  inégales  de  l'équation 


X'"'+  I  —  O 

sont  données  par  la  formule 

ces ZÏZ  1/ —  l  SIM    

2n  *  an 
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OÙ  il  faut  attribuer  à  k  toutes  les  valeurs  entières  depuis  i  jusqu'à  n.  On  a,  par 

conséquent, 


I  +  X'" 


/,  =  i    X  —  CCS 


2  /(•  —  I     77 


v/— I  sin 


.    (9./r— I)- 


(  2  /f  —  On         ,■ •    .     (2  /r  —  I  )  r 

X  —  ces  ^^ h  V  —  I  sm 


où  l'on  a  (19 


Ait  = 


f-2/r  — I    -  , .     ,  ^(2/,-—  I    7- 

cos   m  —  I — h  V  —  I  sin  m  —  I     

^  'in  in 


r         (  2  Al  —  r  )  (  2  /r  —  I  )  t:         , .    {in  —  \)[ik  ■—  \)- 

in     ces  ^ ~ h  V  — I  sin  ^ '- '— 


r>.n  L 


I    [          m~{i/t  —  I 
ces 


, .     mrAik  —  i  ' 

+  V  — 1  sin  - 


2/r-i)l 
in  J 


ces  (m  —  i)  ^^ -^^ y/— 1  sin(7n  —  i) 


m 


(in  —  i)[ik  —  i)v:         I .    [in  —  i){ik  —  -i)T. 

2/1  I  ces  ' V  — 1  sin  ^ -^ — 


4 

I    r        imzlik  —  I 
= ces 

2W  L  "21 


,- —   .    m-iziik  —  on 
—  i/— »  sin h 

*  2rt  J 


et,  en  réunissant  les  deux  fractions  écrites  sous  le  signe  2' 


I  +  x-"  2  n 


rm:{ik  —  i  ) 

2     ~' 


(2/,— i)-"l         .    (2/i-— i)-    .     mûjik  —  i 


'.k  —  i)^  {ik-j)r.l         .     .  ,        „ 

'="  cos ^^ X— CCS  —     —  sin sin 

>,/l  I  2/i  J 


2/1 


(2/,-  —  I)-   P     ,        .     ,(2A-—  1 

X  —  cos +  sin- 

2  //,  1  n 


et  par  conséquent  (21 


r  X'"-'  dx  _      ï    'V 

j    I  4-  X'"  "^       in  ^ 


I     '«T^  m  T.io.k  —  I  )  , 

cos  -  ' 

m  ^^  in 

h  —  \ 


(^.>?--n- 

I  —  IX  cos h-  X- 


+ 


\  2^'" 


m-  (2/,-  —  i) 


X  —  cos 


2  /,■  —  I  )  77 


arc  laner 


sin 


ik 


m 
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On  trouvera  de  môine,  et  en  supposant  toujours  nK^in, 

J     I  —  x'"       in  ■' 

/,-«  — 1 

h- 
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X       ces -l[  1  +  IX  CO'S,  — 

.n         ^^  n        \  n 


i  w+,  '~  1  ^+COS-- 

>     sin arc  tane -, ? 

h  =  i  sin  — 

n 


C  ^'"-'  dx       (-1)"'+'  /,  ,  I  ^ 


/.■  =  2  n  +  t 

I  -«n  mT.{ik — 1 


CCS 


2/1  +  I 


(2/r  — Or 


I  — 2jrcos h^- 

in  4-  I 


mrAik — i 


X  —  ces 


2           v^       .     m- [7. Il  —  I  ) 
-\ -x      sin arc  lans 

2/1+1  ^i>d  2/1+1  " 


(2/r— _.)r 

2/ï  +  I 


Sin 


ik~-  \)- 


2/1+1 


rx"'-'dx  I 


2«+  1 


+ 


/,  =  2//M 

(  — 1)'"+'     v^  m-[j.k~A)  , 

—      >      cos         l 

2  /i  + 1      Jimà  2  /t  +  I 


A  =2/, +1 


{■>.k~\  )- 

1  +  20;  cos  ^ --  +  Jf- 

2/1+1 


,  —  1  j  v'       •     m  7:  2  /r  —  I 

, — -      >      sin arc  tang 

\n  +  \        ^^  2/Î+  I  ^ 


^  +  cos  - 


{ik-i)T. 


2/i  +  I 


.       (  2  /r  —  I  )  TT 

sin 


2  /t  +  I 


Simplification  de  la  méthode  dans  des  cas  particuliers. 

25.  La  méthode  générale  sudit  dans  tous  les  cas  pour  intégrer  une  différen- 
tielle rationnelle,  mais  il  est  souvent  plus  simple  d'éviter  la  décomposition  en  frac- 
tions simples  et  d'opérer  directement  sur  la  différentielle  proposée. 

Soit  par  exemple  l'intégrale 


i 


*  xdx 

I  +  X'  ' 


En  posant  x-  =  z,  elle  devient 


et  par  conséquent 


f     /      dz     _  I 

1  J      I  +  2'  "^  2 


arc  lanj 


C  xdx 


arc  tang.r' 
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26.  On  peut,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  appliquer  des  formules  de  réduc- 
lions  successives  analogues  à  celles  qui  nous  ont  permis  de  calculer 


r    dx 


Considérons  la  différentielle 

X'"-'  dx{a+  bx")f. 

qui,  lorsque  m,  71,  p  sont  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  appartient  à  la 
classe  des  différentielles  rationnelles  qui  nous  occupe  actuellement.  Il  existe  pour 
la  réduire  dans  tous  les  cas  des  formules  qui,  lors  même  où  elle  est  rationnelle, 
permettent  de  l'intégrer  plus  simplement  que  par  l'application  des  méthodes  géné- 
rales. On  a 

I  X""  '  dx  {a  +  hx"  Y  =  1  X"'-'  x"-'  dx{a+  hx"  ]'>, 

et  en  remarquant  que  ^"-'  dx{a+hx"  ''  est  la  différentielle  de  -^^y:^^  (a-\-bxY^'  ^ 
on  a,  en  intégrant  par  partie, 

/fil— Il  fyi  —  11  i  ,1 

^'«"'  dx{a  +  hx")P  =  -_—_-(«  +  bx")!'^'  -  -7-7— —T.     ^"'""   '  («  +  f^^")'""'  (l^- 
^  '        nb  [p  -\-  i)  ni^[p  -+-^)  J 

Remplaçant  dans  le  second  membre  (a  +  hx"f^'  par  [a  4-  bx"Y  a  -h  («  H-  bx";^bx'' 
et  faisant  passer  dans  le  premier  membre  l'intégrale  semblable  à  celle  qui  s'y 
trouve  déjà,  on  trouve 

f 0         fx--Ulx(a  +  bx'-)r=  ^"'-"i^  + ^^"]"^^  _  _"'-'A  «    /V"-  [a  +  bx'Jdx. 
(ij       jx      ax[a-i-ox  I  ^,n^np)b  m -^  np  h  J 

On  a  aussi  évidemment 

[■?.)        fx""^  dx{a  +  bx")i'  =.  a  1  x">-'  dx{a  +  hx^y  '  +  b     x'"^"-  '  dx{a  +  bx")i>-\ 

et  en  appliquant  à  la  seconde  intégrale  du  second  membre  la  formule  de  réduc- 
tion (i),  on  trouve 

(  3 )  Çx-^  dx{a  +  bx-y  =  •^"'^''  +  ^^"^'  +  -^^    r^"'-'  dx{a  +  bx" y-^  dx. 

'        J  111  +  np  m  +  np  J 

Les  deux  formules  (i)  et  (3j  résolues  par  rapport  à  l'intégrale  qui  ligure  dans 
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le  second  membre  donnent,  par  un  simple  changement  de  lettres, 

/'                                                 r'"  (  n -\- /iT"]!''^'  l)       r 

^'..-.  ( a  +  bx" ydx—  ^ ( m  +  /i  -+-  nu  )  —      ^'«+''- '[n-^hx'^Y  dx, 
ma  '     ma j 

(5)     Çx'"-  (  a  +  bx^  y  dx  =  -  -:l^_±±-n'll  ^'n  +  n{p+^)  T,™-,  (^ +  /,,,),..  ^^. 
J  anyp+\)  an[p  +  i)     J 

Si  l'on  applique- les  formules  de  réduction  (i)  et  (3)  à  l'intégrale  qui  figure  dans 
les  seconds  membres  des  formules  (4)  et  (5),  on  trouve 

(6  )         / a,'"-'  { a  +  bx'')P  dx  =  ~~  [a  +  bx" ]p ^  /  x"'+"-'  ( a  +  bx" ) i" '  dx, 

^    '       J  '  m'  m  J 

x"'~'  (a  +  bx" y  dx  = r^--^ -—  —  -ï— :      X'"-"-'   a  +  bx"Y^\ 

Les  applications  de  ces  formules  sont  extrêmement  nombreuses. 
27.  Supposons  d'abord  n  =  i ,  en  posant  a  +  hx  =  z,  on  aura 

„,  C  zi' dx  ZP+'         ,  l)      TzPdx 

(8  -^;:^  = -+(/^— m  +  O  — 

J     x'"^'  amx'"         '  am  J 


am  I      X' 


et  cette  formule,  dans  laquelle  la  seule  valeur  zéro  est  interdite  à  m,  permettra  de 
simplifier  le  calcul  d'un  grand  nombre  d'intégrales. 
On  a,  par  exemple, 

b    r  dx 


(9) 


r  dx  _  _    I    _  ^  r^ 

J  x'"'^' z  amx"        aj  x" 


z 


et,  en  remarquant  que 

r  dx  _     i_ 

J    xz  a 

on  en  déduit 

/dx  ^  7  2        ' 
x'^  z       a-     X       rt.r' 

rd. 

J    X' 


X 


*  dx  b'  ,  z  b  I 

/  -  + 


a^  X       a^  X  2  ax' 

J*  dx b^     z         b'  b  I 

x^  z        rt'     X       a^x  2  a' X-        Srtjr-*' 

r  dx  _       b'  z         b'  b'                b               i 

J  x-' z            a'  X       a^x  id^ x-        "àa-x^       l^ax 

r  dx  _b.z         />'  b'  b'                b               i 

J  x'' z       rt"     X       a'x  'j.a*x'^        3a^x^       \a'^x^       5  a. 


~.  ' 


et  ainsi  de  suite. 

I.    Ca/r.  int. 
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Lorsque  l'exposant  m  +  i  du  dénominateur  se  réduit  à  l'unité,  la  formule  (8), 
dans  laquelle  figurent  des  termes  infinis,  devient  illusoire.  Pour  réduire  l'intégrale 

rz-i'  dx 

on  l'écrira  de  la  manière  suivante 

z''~'  dx 
^a  I 

P 


,                               CzPdx        r  zr-'  ia-hbx)    ,          zi'            r  z'- , 
)  /    =  /    ■ dx= \-a       


et  par  l'application  répétée  de  cette  formule  l'exposant  p  sera  réduit  à  l'unité. 

Si  l'on  y  change  p  en  —  p,  on  en  déduit,  en  résolvant  par  rapport  à  l'intégrale 
qui  figure  au  second  membre, 

,   ,  r  dx        I       I  r  dx 

(il)  / — <r  -     I 

J  xzi'^^        apz"       a  J    xz'' 

28.  L'équation  (8)  donne  d'ailleurs,  en  y  supposant  n=  \,  en, changeant /->  en 
—  p  eA  m  en  —  m,  la  formule  de  réduction  plus  générale 

,     ,  C   dx  —  I  aP       C     dx 

J  x'"-^'  zP       [m  -h  p)  X'"  zi'        m  -i-  p  J  ^"'*''  zp+' 

d'oii  l'on  déduit 

r      dx       T  m  -{-  p    r    dx 

j  ^"+'  ZI-+'  ~  apx'"  zr  ap      j  x"*"'  z~r' 

29.  Si  nous  supposons  71=  i,  en  faisant  a  +  hx-  —  z,  nous  aurons 


,  „^  r  dx        X       2  »  —  \  r  <i^ 

'  J    zP-^'       lapzP  2ap     J    zr 

Cette  formule,  dans  le  cas  &e  a~  b,  ne  diffère  pas  de  celle  qui  a  été  donnée  (21); 

on  en  déduit 

/dx         X  I      C  dx 

z  '         2  uz        2  a  J     z 

rdx          X            Zx           3     C  dx 
=   7 ;  +   Q— ,-  +  -—    / ' 
,,     2-*        4"*'        oa- Z       ^'ij     2 

rdx X  5x  5x  5      f  dx 

,^     Z'        6az^        '?.^a-z'  ~^  nya-z        lOa'J     z 

30.  On  a  aussi 

,    , ,  r  X"-*-'  dx  x"  n       C  x"-^  dx 

,/       zi-^--  -ibpzi'        -i-op  J        zP 

et 

(  51  r  x"-^'  dx  _  I     rx"-'{n  -h  bx^)  dx       a    r  x"-' dx  _^  x"        a    rx"^'dx 

J         z  b  J         .   a-\-  bx'  h  j         z  bn       1)  J         z 
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On  en  déduira    - 

r.r^  dx    _  .r  _n    r  dx 
J       z      ~~  h        h  J     z  ' 

f^dx  _  x^ ax       rt-'  rdx 

J     V   -3b~''F'^Vj  T' 

r^'dx  _^  X--  __  ax^       (£x       ce  rdx 
J      z      '    5h       3b^'^    h^  ~VJ  "-"' 

Ç^'dx  ^x'  _  (ix^       a'x'_        a\v       «'   rdx 
J      z         '^l      5b^^  W      'b~'^¥j  V 

Çx-dx x_         r      rdx 

J       -Z'  ibz        2^  ,7     z   ^ 

Çx'  dx  _  jix^  _,    -^  _  3^^   rdx 
J  '  'z'"  ~  ib^z  "^  b'  ~  oArJ  "z  ' 

et  ainsi  de  suite.  On  a  d'ailleurs 

r  dx  _  r     dx  I  /b 

j   T  -  j  « -+-6.^  =  -^/^  «^^  tango,  y/.^-, 

et,  dans  le  cas  où  le  coefficient  de  x-  est  négatif, 

/'  _^1  _  _     *      ,  \/a  +  x\/b        I  /?; 

In  —  hy^  —  "~f-^  '•  ~;- 7r  ^=  "7^^  sect.  laug  liyp.  .r  4  /  -. 

J    a  —  Ox         2  y/«/,      ^rt  —  .r  v/6        v^rt/>  *^  *        Va 

31.  On  a  évidemment 

par  conséquent, 

( ,  6  )  /"  ^"dx       i^    r  X"--'  dx  _  a    r  x"-^  dx 

J       -''  l>  J    '"zf^-''       bj    "^7~" 

On  en  déduit,  en  ayant  égard  à  (i3 ;, 

r  •^'  dx X         ^^          1      /•  ^^ 

C  •'^^lA^  —  ^^__  _  ^^      ^   r  dx 

J      z'     ~  46^1^  ~  Hl/^z  ^  81^   I    T' 


./      z'  6bz'  ^  74abz^  "^  i6a'bz  "^  i6a' b  J     z 

J       s'  66^^'       -i/ib' z' ~^  i6ab^  z        i6a¥' J   'z 


dx 

dx 

'       s'  6b' z-       i/Çb'z"  "*"  16^^  "^  l6«6^  J 

et  ainsi  de  suite. 
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32.  On  a  enfin,  z  désignant  toujours  le  binôme  a+  bx'-, 


(•7i 

on  en  déduit 


r     dx       _       —  I      _  b{n-\-'?.p)  Ç     dx       _ 
j  ^n+'  2^+'  "  anx"  zi'  an       J  x"-'  zi'+'  " 


'  dx 

—  •> 
z 

dx 

z 


r  dx ^__t  Ç\ 

J   x''  z  ax       a  J 

r  dx__ i_      b    ^  b'  r 

J   X*  z  3ax^       a}  X       a'J 

rdx^_ ^__       f>        b'      b'  rdx 

J   x^~       5ax'        da'x''       a' x       a'J     z 
et  ainsi  de  suite. 

Et  en  ayant  égard  à  (iS), 

Çdx__    bx I U^  Çdx 

J  x'^  z-  o.d- z        a- X        2«v     -^ 

Çdx   _  b'x i_       2^    r^''  f^, 

J  x^  z- "  aa"  z       3rt'^"       a^  x       o.a'^j     z 

fdx   _        b'x i__  ib  3  b'        'jb'  Çdx^ 

J  x^'  2.(1*  z       5a^x'       3a^x^       a^  x       -xa^l     z 

et  ainsi  de  suite; 

Çdx    _  bx    _  '■jbx I _i5_6  Ç  dx  ^ 

J  x^  z^  ^^  ^à'  z-       8rt''2        a' z        Sa^  J     z 
Çdx   _    b'  X         iib'x        3b^ i 35^  Ç  dx  ^ 

J  1^'  "  4^7'  ^  "Wd^  ^  a'  X       3a'' X'        Sa'  J     z  ' 
Çdx   _        ¥x         i5b'x_6b^         _b \__^lÈlf^^., 

J  x^'  ~  ~  4  a*  2^  ~  'WdV       a'  x^  a'  x^       5a'  x'        Sa'  J     z  ' 

et  ainsi  de  suite. 

33.  Si  dans  les  formules  (7)  on  suppose  n=3,  on  a,  en  posant  a  +  />^'  —  z, 

Ç  X"  dx  _     .r»+'     _  71  —  3/7  +  1  Ç  x"dx 
^^^^  J   'Ji+^    ~~    3apzi'  3ap       J      z''    ' 

Ç   dx      __  I  ii  +  3p  —  i  Ç  dx 

^'9)  J  ï"  z/'+'  "  3apx"-'  zP  ^         3ap       J  x"  z'' 

On  trouve  d'ailleurs  directement,  par  la  décomposition  en  fractions  simples,  en 

posant  A'  =  \/  7"' 

Çdx  _  k   (  I         {x  +  ky  ,-  _W3    \ 

Cxdx  I     /  I  ,       [x  +  ky  ,-         .  xsl'î    \ 

I   —  —  w-n     -  f  — ' — -, —, v'^  arc  lang  -  ■-. ? 

J      z  3bk\'z     x'  —  kx-hk'       ^  ^o.k—x 


f 


z 

x^dx I 

2/'+'   ~  ~  3bpz'i' ' 
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cl  l'on  déduit  (les  formules  de  réduction 


et  ainsi  de  suite; 


et  ainsi  de  suite. 
On  a  aussi 


/x'^  dx X       a    r  dx 
—r  =  ~b~hj  T' 

J' xUlx x'        a    Cxdx 
z  "xb       b  J      s    ' 

/x'dx         I     ,  ,    , 

/x*dx       x^        ax       cO  /*( 
~^~  "=  p  ~  "F  +  z;^  j  " 

/x'  dx x^        ax'        a-  r 


xdx 

z 


/dx  __    -TC  ^      r  ^^^' 

ç xdx x"-       \    r 

J      z^         3 «2       3  a  J 

/'  X-  dx I 

2-     ~~       3bz 

/x^  dx X  \      ['  dô 

z-  3bz       ^b  J    z 


z 


/dx  I       x^ 
xz        3rt      z 

y*  dx  I  b     i^ xdx 

x^  z            ax  a  J      2    ' 

rdx  _  _      I  b    rdx 

J   X-'  z            7.ax'  a  J     z 

/dx                I  b    ,  z 

X*  z             6ax^  5  a-     x-' 

r  dx           i  b       b'  r. 

I    -T~  =—  7 .  -^ ^  —       ■ 

J    X' z            ^ax'  a' X       a-J 

et  ainsi  de  suite. 

34.  Si  l'on  suppose  cntin  n  =  4.  en  posant  a  -\-  bx'  ■—  z,  on  aura  les  formules 


:dx 
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(le  réduction 

20  )  1  x"  zi'  dx  = -— ^  -    1  X"-'  zi'   '  clx, 

^      '  J  n-\-i         n  +  i  J 

r  X"  dx  _    x"+'  ^p  —  11  —  i    r  X"  dj 

'^'^  J   ~^^  ~' 'Çap'z'f '^  fapj    ^z'^' 

r^"dx__         x"^'         n  —  3  rx"-*dx 
^  ^^'  ^  J   7^^  "^  ~  fbf^'  "^   Jb^j        zi'~' 

r  X"  dx  _         x"^  a    r  X"  Ulx 

r  dx  x       ^p  —  I  r  dx 

/'    dx  I     /'*  r/^          6    r     dx 

x"zi'+'  ~  a  J  x^zJ'  "~  «  ,  /  ^'"-^  z^/-^^  ' 

/'  É?.r  _     I         i   r  dx 

On  trouve  d'ailleurs,  en  supposant  J'  positif  et  posant  y  J^  =::  /% 

'  / -;:; i-  '2  arc  lans 


fdx       Jk^      / 


4rt  y/?,  \    x-  —  hx  v/2  +  h "  ^'''  ^  ■^" 


J       Z  AaJiX    x'  +  hxsj-y.  +  k' 


kx  si' 
La  v''^  ^     'v^  _i_  i-T-  i/o  _u  A2  '  A^ —  X' 


<^f 


et  lorsque  J^  est  négatif,  en  posant  \!  —~=k', 

dx       k'  i,x  +  k 


i  dx       k'   i,x  +  k-    ,  ,        ■^\ 

,        /■-l^'f  =  ^  (/-  +  '■:;-,  arc  langf,) 


La  formule  (24)  donnera 

r  dx         X  3      r  dx 


l  dx  __    X  6      1 

J    z'  '^  '^  az       4  «  ./     -2 

J    2^'  "  «  \8z-  "^  Ziazi  Z-y.a-j     z 

rdx  __x  I   j^       ,       11      ^ 77_\  _^  _21_  r^"^\ 

J    z'  ~''a\i'2~z^''^  ^<àaz'  Z^à' z  j        laSa'J     z 

rdx_xii_           5  _55_    ^  _385     \    ^    ■  i35    Ç  dx 

J    z'  ^  a  \\6z''^  '6 faz''  '5i -îcrz'    '    lo/^Sa^'z)        2o/^ba'J     z 

et  ainsi  de  suite; 
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J    X'  z  ax       a  j        z     ' 

r  dx    _  _     I     _    bx'    _  5h     r  X'  dx 

J   x'' z'  a  X       \a- z        \n'  J       z 

r  cix^ I ^  /  L      '  ^  \  —  ^^^*  Ç  ^'  ^^ 

J   x'^  z'  a' X         (i-    \8z-        2>iazj        ^-y.a' J       z 

r  dx I bx^  /     I 7 67      \  _  ^95  6    ÇxUlx 

J   x-z''^       a\x         a-    \i7.z'        "iinz-        iQ.iia-z)        i^Sa'J    ^z     ' 

et  ainsi  de  suite. 

35.  Il  existe  des  formules  de  réduction  analogues  pour  les  différentielles  dans 
lesquelles  figurent  les  puissances  d'un  trinôme. 


L'intégrale 


j" 


"■^'  dx  (a  +  hx  +  ex-  )'' 


peut  être  réduite  à  d'autres  de  même  forme  dans  lesquelles  l'exposant  de  ce  est 
moindre. 

On  a,  en  effet, 

d 

dx  ^"'  (  ^  +  "-^  +  <^-^' )''  ''  mx"   '[n  +  bx  +  cx')P  -h  px'"  {b -+-■?. ex)  (a  4-  bx  4-  ex' )P'  ' 

---  max'"-'  (a  +  bx  -\-  ex'  )/'- <  -\- {m -h  p)  bx"'  { a  +  bx  +  cx^  )  r-  ' 
+  {m  -\-  ip)ex"'+'  [a  H-  bx  4-  ex-y-', 

et  par  conséquent,  en  posant,  pour  abréger,  a-h  hx  +  cx-r=  z, 

x"  zP  =  ma  I  X""'  zr   '  dx  +  {m  +  p)b  jx"'  zr-  '  dx  +  {m  +  ?.;;)  c  fx"'-'^  -/'   '  dx, 

OU,   en  résolvant  par  rapport  à  l'intégrale  qui  figure  dans  le  dernier  terme  du 
second  membre  et  changeant  p  enp-h  i, 

(:>.7)        fx'"-^zrd.z  =  --fll^ ^ fr"'   'z'^dx        b{m+p  +  ,)    T  „.  ..    , 

Si  l'on  remplace/)  par  —p  —  \,  cette  formule  devient 

Ç^"'-''dx  ^ x;^ cr       _    rx"'~Ulx  _    b{m-p)      r  x^-dx 


Mais  on  a 

r  x'"-'dx 
al        —  j 

Ç-- 

(  «  H-  bx 

J      zp--'         J 

ZP-+' 

dx  —  b  I   -    -  dx  —  c  I    — 

./    z"-^'  J       z 


'"+•  dx 
7+     ' 
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En  ayant  égard  à  cette  équation  et  faisant  passer  dans  le  premier  membre  l'inté- 
grale semblable  à  celle  qui  s'y  trouve  déjà,  on  trouve 

J         Zf^'  9.CpZl'  ^<'pj  Zl"  2.C  J      ~Z^~' 

36.   L'intégrale 

dx 


/, 


{(i  H-  bx  H-  cx'-)i' 


peut  elle-même  se  réduire  à  une  autre  de  même  forme  dans  laquelle  l'exposant/) 
est  moindre  d'une  unité.  On  a,  en  effet, 

[n  +  bx  -Jrcx^)~  c  (  X  -\ +  rt  —  -^  , 

\  2  6'/  \c 

et  en  posant  a:  h =  j,    la  différentielle  prend   la   forme  de  celle  qui   a   été 

traitée  (21);  la  même  formule  de  réduction  y  est  donc  applicable  et  l'on  trouve,  en 
remplaçant  j  par  la  valeur  en  fonction  de  la  variable  primitive  x,  et  désignant  le 
trinôme  a-^hx  -^r  cx'^  par  s, 

/dx   b  -\-  ncx  '2.c[ip  —  1)     Ç  dx 

'zP^'  ~  pzi'{[^ac—  b-)  "^  p  (  4  ac  —  6-  ) ./    Ji^' 

37.  En  remplaçant  dans  la  formule  (27)  tw  par  —71,  on  trouve 

r  zi'  dx  __  z''-*-'  an  Ç  zp  dx         />(/>  —  n  +  i  )     r  zi'  dx 

J     X"-'         c{^p  —  n  +  9.)x"        c(7.p  —  H  -h  2)  J     x"-^'         (:[ip  —  Il  -i-i)  j      x" 

et  en  résolvant  par  rapport  à  la  première  des  intégrales  du  second  membre, 

r zP  dx  __        zP^'        b{p  —  n  +  i)  r zP  dx       c[ip  —  n  + 1)  f* zp  dx 
^   ^'         J     x"-^^  anx"  au  J      x"  an  J    x"~^ 

L'hypothèse  n  =  o  rendrait  les  termes  du  second  membre  infinis  et  ne  doit  pas  être 
faite  immédiatement.  Mais  si  l'on  multiplie  les  deux  membres  par  n,  on  peut  sup- 
poser ensuite  7z  =  o,  et  l'on  a 

3o  o  =^  — \ ^-t '  j  z-p  dx  H ^J^ /  xzp  dx. 

ax"  <t       J  "         J 


38.  L'intégrale 


zP  dx 


/^ 
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qui  ne  peut  être  réduite  par  la  formule  (29),  peut  l'être  de  la  manière  suivante  : 

f'-^  =  f  i^i:i^-^-±-^^  d.r  =  af  "^  +  b  fzr-^  dx  +  cjxzv-^  dx, 

et  en  remplaçant  la  troisième  intégrale  du  second  membre  par  la  valeur  déduite 
de  (27),  où  l'on  changera  d'abord p  en  p  —  i,  il  vient 

rdxzi^     zi'     b  r  ^  ^  ,    ^     rzp^^dx 

I -— 1-  -    I    zJ'  '  dx  +  a  1 • 

J       X  2/9        1  J  J         X 

39.  On  déduit  des  formules  précédentes,  en  posant  toujours  a-^rhx  ■\-  cx^  =  z 
et  l\ac  —  b"^  =^k, 

/dz  icx  +  b       T.c  Çdx 

/dx  __  1CX  +  b  I    i  3c\        6c^  Ç dx 

r dx  _  icx  +  b  I _i_         5^        ioc^\         20£'   r  (jx 
J  ~^  ~        Tf         \3^  "^  31^^  +  'F7  /  "^    /i^   j     z   ' 

/dx  __icx  +  b  i    i  7c  35c^       ^^'\    ,    7^*  Ç  ^ 


et  ainsi  de  suite. 
On  trouve  aisément 


/xdx  _    I    .  ^     C  ^^^ 

z  ic  -ic  J     z  '' 

on  en  déduit 

/x^dx       X         b    ,         b^  —  lac  r  dx 
z  C  2C'  IC'        J       Z 

/x^  dx        x''        bx       b-  —  ac  ,         3ac  —  b\    T  dx 
=z 1 ■  Iz  H b  I    — , 
z               2  6'            C^                 2C^                              2  6'^  J       Z 

/x*  dx  _  ^3        ^^2       iy2  _  ac  b"^  —lac  .        ,    aa'  c^  —  ^abc'^  -h  b*  T dx 

~S ^  ^  3"c  ~   '20"  "^  7'  ^  2C^  "^  ""  2  c"<  ^^  J       Z 

La  décomposition  en  fractions  simples  donne  enfin 

r  dx  _   i    ,  X'       ^    Ç^_. 
J   xz        2rt      Z        ia  J     Z  '' 
I.    Cale.  ira.  '  5 
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on  en  déduit 


'  dx 

z 


r  dx  _        ^  /:?!'__'     I   ^'  "~  ^^^  r 
J   X'' z"       10/      z        ax  Q.a'     J 

r  dx  _  j}^ ^       /  b' ^\  /  ^'     (^^  ^'L\  ri^, 

J   x^z^a-x       lax^        \2«-'       2  «7      z        \ia^        "^fi^jj     z 

/dx  _       b-  —  iac.x-  I  b  /  b^        ^\  L       '^nU;''—  ^ab^c-h  b'  Ç  dx 

X*  z  2«*  Z        3ax^       id^  x^       \a^       a']  x  aa^  j     z  ' 

et  ainsi  de  suite. 

fdx 
''-'-  à  laquelle  toutes  les  autres  se  trouvent  ainsi  réduites,  a  été 

donnée  (23).  On  a 

dx  2  Q.CX  -h  b 


r         dx  2 

I =  — ^  arc  lang 

J  a  -{-  bx  +  ex'        J/,  m-  —  h^ 


c^'       ^^ac  —  b'  \J/^ac--t>' 

2  ,       1CX -\- b — s/6^  —  iac 

log 


y/ 6'  —  ^ac  \Ja  +  bx  -\-  ex'' 

—  2  ,  1CX  -\-  b 

-  sect.  hyp.  col 


^h'—^ac         '    *    '         s/b'  —  4 


ac 


40.  On  peut  former  des  formules  de  réduction  analogues  pour  les  différentielles 
dans  lesquelles  figurent  les  puissances  du  trinôme  (a  -\-  hr"  -f-  ex-"). 
On  a  identiquement 

(i)  -j-  x"'{a-\-bx" i-cx'"]''  =  t7tx"'  '{a  +  bx"-i-cx'"')i'  +  px"'{nbx"  '+2ncx-"  '){a+bx"+cx^"y'-' 
=  max'"  '  [a  +  bx"  +  cx'"'")'''^  +  [m  +  up)  bx'"-^"-  '  \a  +  bx"-\-  ex'")!'-' 
+  [m  +  2}ip)cx"'^'"'-' {a  +  bx"  ~\- ex""}!'   '. 

En  intégrant  les  deux  membres  et  posant,  pour  abréger,  a  +  bx"  +  ex'-"  =  z, 

X"'  zf  =  ma  I  X"'  '  zi'  '  dx  +  [  m  +  np )  b  j  x"'+"  '  zi'  '  dx  +  [m  +  ^np)  c  \  ^"'+-2.'-'.  ^/^  >  dx. 

On  en  déduit,  en  remplaçant/)  par/>  +  1, 

X"'-  '  zi'  dx  —  -—  zi'+' •- -^ ^—    I   x"'+"  '  zi>  dx 

am  am  J 

-'^±^^'j±J'3fx'"-^^"^'zPdx,  "         ,■    ■ 

et  en  posant  m  +  211  =  m'  et  p  —  i  —/>',   résolvant  par  rapport  à  la  seconde 
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intégrnle  du  second  membre  et  supprimant  les  accents, 
^    '  J  c{m-\-  o.np)  c{m  -\-  inp)  J 

-  y  m +_nxp_^i)i  r  „,_  „ .  ^„  ^i^ 

c[m  +  inp)     J 

On  peut  d'ailleurs  vérifier  directement,  par  la  différenliation  des  deux  membres, 
les  deux  formules  analogues  et  plus  simples 

(4)    /  X'"-  '  zi'  dx  =1-  ■*-  zi'  -  ^^  /  x"'+"   '  zi'   '  dx  —  --'*^  /  x"'+-"-  '  zi'-  '  r/.r, 
^^^J  m  m  J  m    J 

(  5  )   fx'"  '  zP  dx  =  -     — '"  --    z/'+' ^>>  -  ^Ji      /  ^m-..-  I  _j/..+,  (j^_   _L    i  ^"'-«-'  ^/'  f/o: , 

L'équation  (3),  résolue  par  rapport  à  la  première  des  intégrales  qui  figurent  dans 
le  second  membre,  donne 

/  _^m-  :«   ,  2/'+'  dx  = ■ ^ /  X'"   '  ^/'  (/.r  -- /  X'"-  "   '  zi'  dx. 

J  m  —  2  Jip  m  —  2np  J  m  —  2  np  J 


Mais  on  a 


j^m — ï  H—  1  ^2  /) 

a:"''  1  ^/'  —  „  (a  -+-  bx"  -h  ex'"')  zi' x'"-"^ 

c  c 


b{ 

^  +  1) 

f- 

m 

—  iiip 

— . 

nzP 
—  x"- 
c 

1-  2  H       1 

Remplaçant    00'"-*  z^    par    cette    valeur    dans    la    première    intégrale,    posant 
m  -i-  2n—  i  =  m'  et  /?  +  i  =  />'  et  supprimant  les  accents. 


/*  .  x'"  lanu  r  , 

(6  )  /  X'"  '  zi'  dx  = zP  H ^ /  X'"  '  zi'  '  dx 

J  m  —  inp  +  i  m  —  inp  +  i  J 

r 

1/ 


^ l  x"'+"  '  z''  '  dx. 

m  —  inp  + 


Si  l'on  résout  par  rapport  a  la  seconde  intégrale  du  second  membre,  en  posant 
m'  -\-  n  =^  m"  Qi  p'  —  1  =  p"  et  supprimant  les  accents, 

(n)   l  X'"-'  zi'  dx  — —  ,-, -2/'+-'  H T    ,       — r--  /  .r"'-"-'  zi'-"'  dx ,-  I  x"-"-'  z''  dx. 

^    J  bn{p  +  i)  bn{p+x)    J  bj 

41.  Si  l'on  suppose  /i  =  2  et  par  conséquent  a -h  hûL--+-cûr''  =  z,  on  trouvera,  à 
l'aide  des  formules  précédentes,  des  formules  qui  permettront  de  ramener  les  inté- 
I       r  dx      f  dx  .    r  x^  dx     ,  .    C  dx 

•  (     fi  TT  i       T''  flT" 

Les  intégrales  1   --^    i    -^-5  auxquelles  les  autres  se  ramènent,  devront  être 

calculées  directement  par  la  décomposition  en  fractions  simples. 

5. 
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On  a,  en  posant  m  = ---,  n  = —, 


2.C 


C  dx  I     /  I  ^         a:         I  ^  \ 

/  — ,    A  .,  , 4  =  --     -  arc  lang arc  lang  —    » 

Ja-hDx-  +  cx'        ^q  \n  ^n        m  ^  m  ) 

et  si  b-  —  f\ac  est  négatif,  en  posant  k  =  \/  -•>  COS29  = —-, 

y   ^  1  \Jac 

/dx  I  / ,  ^-  +  2  ]xx  CCS  9  +  /r^  2  kx  sin  o 
^  ,  A~r~; <  =  o~T\ *  —•, 1 ^^r,  +  2  col  o  arc  lang  -,- -!- 
a+bx^-^cx^       ocA^C0S9\    ^^— 2/j\r  COS9  +  A'                 '               ^    h- —  x- 

On  a  enfin 

/xdx                  I      ,  />  H-  2  c^'  —  v/<7           I  6  -f-  ?  c^' 

— ;— i- ,-; ,  =  — j^  < 7=  =  -7 :.  arc  tan  g  — ^n^:^  -, 

/x""-  dx                \     1                    X  x\ 

— — f-, ,  =  -^    m  arc  lang w  arc  lang  - 
a  +  hx^  +CX'       ^q\                    m  ^  n) 

I  /,       x'^— ikx  CQS,o  +  k''  ikx^{ï\o\ 

=  ô7 log  —- , ,-  +  2  colo  arc  lang  -r. • 

8 Accès 9  \    ^  x^+2.kxcos(^  +  k^  '  ^   k' —  x-  ) 

Le  cas  où  è^  —  4«c  =  o  fait  exception,  et  l'on  a 

/dx                    X  \  Ih 

— n.  -,- .  = T—.  +    ,— ^  arc  lang^  \/  -' 
a  +  ox^+cx'       ia -\- bx-       Jiab  \  a 

/xdx  ia 

a  +  bx^ -\-  ex''  '~       h{ia  -^  bx- ) ' 

r       x''  dx  ia  (     \  I  h  X       \ 

I  ■  ■  ■   ,       I   , .  Qff*  1 1  n  *^  T*  4  / 1  • 

j  a-^-bx""-}-  cx'         h    \j2ab  '    '^      V  2rt       ia+hx^J 

Toutes  ces  formules  s'obtiennent  par  la  décomposition  en  fractions  simples,   qui 
n'offre  aucune  difficulté. 

42.  Donnons  enfin  un  dernier  exemple  de  transformation  simple  et  élégante. 
Soit  à  calculer 

r    dx 

Posons 

_  i  +  z 

X  —  • •) 

I  —  z 

on  aura 

idz 


dx  = 


x  —  z  y 

dx  { —  i)'"2.dz{\  —  z' 


(  I  —  X'-  )"■  (  2  f  Z" 


et,  après  avoir  développé  le  numérateur,  on  intégrera  immédiatement  la  différen- 
tielle composée  d'une  somme  de  monômes. 
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CHAPITRE  III. 

INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES  ALGÉBRIQUES  IRRATIONNELLES. 


43.  Lorsque  l'expression  d'une  différentielle  contient  des  radicaux,  il  est  le  plus 
souvent  impossible  d'en  obtenir  l'intégrale.  Nous  énumérons  dans  ce  chapitre  le 
petit  nombre  des  méthodes  qui  peuvent  y  conduire  et  des  cas  dans  lesquels  on  peut 
les  appliquer. 

I 
Différentielles  qui  contiennent  (ax -h  bf . 

44.  Lorsque  le  radical  dont  la  présence  rend  l'expression  irrationnelle  porte  sur 
un  binôme  de  la  forme  ax  +  b,  on  peut  toujours  faire  dispaiaitre  l'irrationnalité 
par  un  changement  de  variable  et  intégrer  ensuite  par  la  méthode  exposée  dans  le 
chapitre  précédent. 

Soit,  en  effet,  la  différentielle 

F  Yx,  {ax-\-  èj^J  dx, 

dans  laquelle  le  signe  F  désigne  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  {ax  ■+■  h)i; 
en  posant 

{ax  -h  h)'''  =z  z, 

on  aura 

zi-h 

X  =^ î 

a 

Z1-'  dz 


dx  =  q 


a 


la  substitution  de  ^  à  ^  rend  par  conséquent  la  différentielle  rationnelle  et  permet 


de  l'intégrer 


Il  est  évident  que  si  l'expression  contient  plusieurs  radicaux  portant  sur  le 
même  binôme  ax  +  h,  on  pourra  les  réduire  au  même  indice  et  rentrer  ainsi  dans 
le  cas  précédent. 
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45.  Lorsque  la  différentielle  à  intégrer  eontient  une  expression  de  la   forme 

\Ja-^-  \imx  -\-  n,  on  peut  la  rendre  rationnelle  et  par  eonséquent  intégrable  en 
posant 

n  +  sjnix  4-  n  r=  z'', 

mx  +  «  =  (  2-  —  a  y, 

(z-  —  «)-' —  n 
X  ■=. , 


dx 


m 

7.zdz{z-  —  a 


et  la  substitution  de  ces  valeurs  rendra  la  différentielle  rationnelle. 

On  peut  évidemment  traiter  de  la  même  manière  toute  expression  algéhricjue 
rendue  irrationnelle  par  la  seule  présence  d'un  radical  de  la  forme 


V  rt  +  "^px  H-  q  ; 

on  posera 

a  -h  \^ px  -h  q  =  z", 

_{z''—  a  )'"  —  q 
X  — 5 

P 
dx=:z  —  {z"  —  a )'"- '  2"- '  dz, 

et  la  différentielle  exprimée  en  fonction  de  z  deviendra  ainsi  rationnelle. 


Cas  où  la  différentielle  contient  \Ja  -\-  bx  -f-  cx' . 

46.  Lorsqu'un  radical  ne  porte  pas  sur  un  binôme  du  premier  degré,  le  seul  cas 
étendu  dans  lequel  on  sache  intégrer  l'expression  dans  laquelle  il  figure  est  celui  où 
il  se  réduit  à  la  racine  carrée  d'un  trinôme  du  second  degré. 

On  peut  toujours  intégrer  une  différentielle  de  la  forme 

( I )  1^  [x,  \la->r  hx  -\-  cx'^ )  dx, 

le  signe  F  désignant  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  x  et  du  radical 
\Ja  -\-  bx  -\-  cx' . 

Plusieurs  transformations  permettent,  en  effet,  de  rendre  l'expression  *(i)  ration- 
nelle et  de  l'intégrer  par  conséquent  au  moyen  des  méthodes  exposées  au  chapitre 
précédent. 

Supposons  d'abord  que  sous  le  radical  le  coefficient  a  de  x'-  soit  positif:  on  peut 
le  réduire  à  l'unité  en  faisant  sortir  du  radical  le  facteur  v«.  Occupons-nous  donc 
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d'abord  de  h  différentielle 


Pour  la  rendre  rationnelle,  posons 


s/\-\-Bx-i-  x^  =  X  -h  z; 

on  en  déduit 

A  +  Bx  =  1XZ  +  z^ 

_  z-'--k 
^  --  h  —  :iz' 

2{z'—Bz  +  A)dz 

(B  —  22)' 

et  la  substitution  de  ces  valeurs  rendra  la  différentielle  rationnelle. 
On  atteint  le  môme  but  en  posant 


On  en  déduit,  en  effet, 


\fA  -\-  Bx  +  X''  =  xz  ^  ^A. 

B-\-x  =  2Zi^'A-h  xz\ 
22v/Â-B 


I  — 


z-  v'A  —  Bz  +  v^A    , 
dx  =  2  — ^—, — dz , 

[l  —Z^j' 

z'  v'Â  —  Bz  -h  s/A 


\Jk  +  Bx  +  X'  = 

I    *-■ 

On  doit  remarquer  toutefois  que  dans  le  cas  où  A  est  négatif  cette  transformation 
a  l'inconvénient  d'introduire  des  imaginaires  dans  le  calcul. 

Une  troisième   méthode  consiste  à  décomposer  le  trinôme  A  +  B.r  +  x-  en 
facteurs  du  premier  degré,  [x  —  a){x  —  ^j),  et  à  poser 


sj{x  —  (x)[x  —<^)  —  [x  —  o!.)z; 

on  en  déduit 

.r  —  j3  =  z'(.x"  —  a), 

~'     I  —  z'- 

'  1—2- 
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La  différentielle  devient  donc  encore  rationnelle.  Cette  transformation,  comme  la 
précédente,  introduirait  des  imaginaires  dans  le  calcul  si  les  racines  a  et  |3  n'é- 
taient pas  réelles. 

47.  Lorsque  le  coetricient  de  x'^  sous  le  radical  est  négatif,  la  différentielle  peut 
être  mise  sous  la  forme 

F  {x,  \/A  +  B^  —  a:'-')  dx. 
On  peut  la  rendre  rationnelle  en  posant 


\/A  4-  ^x  —  X-  1=  y/A  +  xz. 

Lorsque  A  est  négatif,  cette  transformation  introduit  des  imaginaires;  on  devra 
alors  remplacer  le  trinôme  par  le  produit  («  —  x)  [x  —  Ci)  et  poser 


SJ{(X  —  x){x  —  ^)  =  {x  —  y.)z. 

Cette  transformation  le  rendrarationnel. 

S'il  arrivait  que  A  étant  négatif  les  racines  a  et  |3  fussent  imaginaires,  les  deux 
méthodes  indiquées  introduiraient  l'une  et  l'autre  des  imaginaires  qui  sont  alors 
inévitables,  car  le  radical  \/À-t-B^  — ^-  est  imaginaire  pour  toute  valeur  réelle 
de  X. 

48.  Nous  donnerons  quelques  exemples  des  transformations  précédentes.  Cher- 
chons l'intégrale 


/, 


dx  I       r*  àx 


y/A+B^  +  CV       v/C    1       /A       B 


-^  -\-  -  X  -\-  x' 
C  Li 


Posons,  conformément  à  la  première  des  méthodes  indiquées, 


/A       B 
on  en  déduira 


dx  idz 


^/A  +  B^  +  C^^     ^c(^-2z) 


et 


= -l\-T,    —   1Z\^=. '-r-A\j,    +   IX 


\  I   ,/b  /a     b  ,\ 

I        i/c   V^  V  c     c  ; 


J  y/A  +  Bx  +  Cx^  v/C     ^^  '  V^ 

En  remarquant  que /a  = —  /-  et  supprimant  une  partie  constante,  cette  intégrale 
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prend  la  forme 

(  2  )  ~-l(  — ;--   +  ^  y/C  4-  s/T+Hx'-h  Cx'\  . 

S/C     \  0,  y/C  J 

Lorsque  C  est  négatif,  la  formule  est  encore  applicable,  mais  elle  est  compliquée 
d'imaginaires;  on  peut  la  transformer  à  l'aide  des  formules  (I,  370)  ou  chercher 
directement  un  résultat  réel  de  la  manière  suivante.  On  a 

^^^JL _J ^ dx 


C      /     A      B"    '"\         ,— -      /      A~      B'        /  }i 


el,  en  posant  x-+-  ^^  =  z,  ~^^r     =  ^' ^ 

dz 

s/—  C  v^W  —  s- 
dont  l'intégrale  est 

— -=_-  arc  sm  - 

S/-C  '" 


On  a  donc 

2C^  +  B  \ 


C  dx  I  .     /         2C^^^    \ 


On  peut  remarquer  que  la  formule  (2)  équivaut  à 

~=  sect.  hyp.  sm . 

V/C  V/4AC  —  W 

Si  l'on  suppose  A  =  «-,  B  =  2â!cos9  etC=:i,  on  trouve 

/dx  I  

— ===r--^:---r~-=r-.^—  =  log  (  ^  +  «  COS  O  -f-  \j  Cl'  +  2  «  COS  O  +  X'  ]  . 
^a'-h  2axcosc^-]-x-  '  ' 

49.  La  différentielle 

dx 
X  y/A  +  B^"TC^ 

se  ramène  à  la  précédente.  Si  l'on  pose  -'  =  :?,  on  a 

,               dz 
dx  ~. — , 

z  ' 

dx  dz 


X  Va +"B  ^  +  (j  X'        \/^  2» +'hz  -+-  c  ' 

1.     ('(/le.   ///^ 
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on  en  conclut 

Lorsque  A  est  nul,  on  a 

r         dx^ _  2  sjtx  +  Cic^ 

50.  La  différentielle 

dx 


[X  +  B)^jK-^)ix  +  Cx- 
peut  évidemment  se  ramener  à  la  précédente,  il  sutïit  de  poser 

a;  +  0  =  y. 

Si  l'on  fait 

A'  — A-B5  +  C0% 

B'  =  B  — 2C6, 

on  aura 


dx  ^     ^      i  V/A'  +  \/A  H-  Bjc  +  Cx'        __B' 


r =£_=  =  -  -'.  log 


"+0")^A4-B^  +  C^^  v'A'         ^-  ^"^^  ^V^^' 

/-                   J.r                               I                .      B'(x +  &)-!- 2A' 
I -___^  =z  -^^-    arc  sin _ , 

J[x  +  B)  sjK  +  Bx  +  Cx'       s/- A'  (a;  +  0)  vB-^-4AC 

et  lorsque  A'  est  égal  à  zéro 


dx  is/^-hBx-^Cx' 


x  +  e)s/X  +  iix  +  Cx'  Wix-hB) 

On  a  par  exemple 

z^.=:r  =  -^ arc  CCS ^  =  -z=^  sect.  hyp.  ces  ^-^ 

f '^:^ =  ^-J=^  arc  sin  '  ^^J  =  -    -.-^  sect.  hyp.  ces-—-.  . 

J{x  +  6)s/i-x-'       sje'-  —  i  ^  +  ^  v'i  — (/^  '^  +  ^ 

et  lorsque  B  est  égal  à  l'unité,  les  formules  deviennent 

r         dx  _ 

J  {x  -{-  i)  sjx^  —  I         V 


dx  .     X  —  I 

/    X  H-  I 


Jdx  _  __       /i  — -a? 

(.r-f  i)v/'i— ^■''  "~        \    '"^-^ 
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On  trouvera  aussi  en  faisant  0  =  —  i, 


dx  ,    I X  -\-  \ 

X  —  I 


J[x  —  \)^x-'  —  \  V 

Ç  dx  _  l\-\-  X 

J  (^Z  ,  )    y/"l^^^    ~~  V    I  —  -^ 

51.  Les  différentielles  rendues  irrationnelles  par  la  présence  d'une  expression 

de  la  forme  i/4^^,^  rentrent  dans  la  classe  précédente.  On  a,  en  effet, 

\  a'x  -\-  h'  ^ 


s/. 


nx  -\-  h 


-  sj{ax  -\-  b]  {a'  X  -\-  b'  ). 


a'  X  -h  b'       a'  X  +  b' 
On  peut  d'ailleurs  les  rendre  directement  rationnelles  en  posant 


/  ax 
y   a' X 


X  +  h' 
ax  H-  b 


b 


a  X  -h  b 

b'  z'-b 

X  =z p 

,    ^  2  (  ab'  —  ba'  )  z  dz 

ax  —  — -. — ^  ^ —  » 

[a  —  a  z^ f 

ce  qui  rend  évidemment  la  différentielle  rationnelle. 

La  même  méthode  s'applique  à  toute  différentielle  rendue  irrationnelle  par  la 

, ,  -IIP  «  I  ax  -\r  b 

présence  d  une  expression  de  la  lorme  w -7 ry?  en  posant 

•'  /  ax  -If  b    

V  a'^x~+b'  ~  ^  ' 
on  en  déduit 

ax  -\-  b 

. 7" 

a  X  +  b 

b'  z"  —  b 

X  = 


a  —  a  z" 


.    _n{  ab'  —  ba'  )  z»-'  dz 
~~  {a  —  a'^f 

Simplification  de  la  méthode  précédente. 

52.  Les  transformations  que  l'on  peut  faire  subir  a  une  même  différentielle 
pour  la  rendre  intégrable  sont  extrêmement  variées,  et  la  réduction  à  une  formule 
rationnelle  n'e'st  pas  toujours  la  méthode  la  plus  simple. 

6. 
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Considérons  par  exemple  l'intégrale 


/dx 


Posons 

X  =  sincp, 

dx  :=  COS9(/9, 

\j  \  ~  X-  =.  CCS  9  ; 
on  aura 


r     dx  r  do        r    r/a        ,  i 

./  X  sjv  —  X-      J   sin 9         *    2C(>s-^9  °       "  2  ' 

J     lan"  \  9 


53.  Soit  encore  la  différentielle 

dx 


[a-^hx]  sji  +  x'' 
Posons 

1  -  r' 

X  =  • , 

dx  =:  —  dr '■ —  , 

/        2J^ 

dx  _  ^  rf^- 

(  «  +  6^)  v/"i  -H-'^-'  6  +  2«r  —  6r''  ' 

et  par  conséquent 

r ^■^ ^  _  2  r df ^ 1    ^  «-/>/+ v^-'+i>^_ 

J  ( a  4-  6^ )  ^/ 1  +  ;c^  J   b  +  1  ay  —  bj'       ^^2 -Z^T'^     ^^  _  ^^^V _  y/^^T^^ " 

La  différentielle  . 


(«  +  bx)  y/i  —  .r- 
devient  rationnelle  par  une  transformation  analogue;  en  posant 

.„  I  —  r' 
•  I  -i-  _>•- 
on  a 

^■^  =  —  2 i^ — ^  _-    I  y/^  +  ^  +  J"  sjb  —  a 


{a-^-bx)s,ly-x'  [a  +  b)  +  [a-b)y-  ^'b' -a^     ^'a-^b-y^b-a 

S\  a  ~  l>,  on  a 


i  +  X 
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54.  Considérons  enfin  la  différentielle 


dx 


Posons  pour  l'intégrer 
elle  deviendra 

En  posant 


I  H-  f'x'')  \J\  —  x^ 

x^  =  y, 

dy 


2  (r  +  r^jy/^'-  — j-' 


sy  —  y"~yu. 


l'intégrale  deviendra 


J"       du  —  I  // 

— , — ;:-, — ;  =  -:^,^^=^  arc  tang  -,:::izzr;=^ , 
i  +  r^  +  M-'        y/14-/.^  s/«  +  ''' 


et  l'on  a  par  conséquent 

Ç       ^  I  ,  slx  —  x"-  I  X  siTa 

J  [x^  i"  x-)^\  — x^  Vï  +  ^'"'  ^cy'i  +  r-        y/i-i-r'  y'i  — 


.^•  y/i  -+-  r' 


y  I  —  X- 


Différentielles  binômes. 

55.  On  donne  le  nom  de  différentielles  binômes  aux  différentielles  de  la  forme 

X'"  dx{a-^  hx" y, 

m,  n,  p  désignant  des  nombres  quelconijues  positifs  ou  négatifs  dont  nous  suppo- 
serons que  l'un  au  moins  ne  soit  pas  entier,  car  sans  cela  l'expression  serait  ration- 
nelle. 

La  différentielle  binôme  peut  s'intégrer  dans  deux  cas  que  nous  allons  faire 
connaître.  '"    """ 

Posons  d'abord 

a  -4-  bx"  =  z; 
on  en  déduit 

/  z  —  a  \  " 
X  = 


I    i  z  —  a  \  « 


et  par  conséquent 


x'"  dx{a-\-  bx"  ]/'  --  i  ^^—f-^~  ) 


a  \       "       dz 

-~7    ZP 
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Si  donc  "^  ~  " -y  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  — — ^  est  un   nombre   entier 

n  ^  n 

positif  ou  négatif,  l'expression  ne  contiendra  plus  d'autre  irrationnelle  que  z^  et 
pourra  être  rendue  rationnelle  comme  il  a  été  dit  (43).  Si  l'on  a  /;  =  -^ ?  il  suffira 
de  poser  :;  =  y'^- 

56.  Le  second  cas  d'intégrabilité  se  déduit  du  premier;  on  a,  en  effet, 

X'"  dx{a-{-  bx" y  =  x"'"^"i'  ( ax" "  +  b)p  dx. 

En  appliquant  à  cette  seconde  forme  ce  qui  a  été  dit  de  la  première,  on  voit  qu'elle 
sera  intesrable  si est  entier,  c  est-a-dire  si  la  somme 

/n  H-  I 


n 


est  un  nombre  entier;  on  devra  poser  dans  ce  cas 

ax-  "  -Y-  h  :=  z. 

57.  Lorsque  l'une  des  conditions  d'intégrabilité  est  satisfaite,  il  est  presque 
toujours  plus  élégant  d'intégrer  la  différentielle  binôme  sans  cbanger  de  variable, 
et  à  l'aide  des  formules  de  réduction  démontrées  (26),  qui  s'appliquent  quels  que 
soient  les  exposants  m,  n,  p,  entiers  ou  fractionnaires,  positifs  ou  négatifs. 

En  posant  a  -+-  bx"  =  z,  on  a  trouvé 

(  I  )  I  X'"-'  zPdx=  T -;  î ,-    /  x"'-"-'  zi'  dx. 

j  [m  -\-  np)b       m  -\-  np  b  J 

Si  —  est  un  nombre  entier  et  que  n  soit  positif,  l'application  répétée  de  cette  for- 
mule ramènera  l'exposant  m  —  i   à  la  valeur  n  —  \,  et  l'intégration  sera  alors 

immédiate,  car  on  a 

■  a  +  bx"  )/'+' 


J 


x"^  '  dx{a  +  bx"  Y  -- 


iib{p  -\-\) 

Lorsque  m  est  de  signe  contraire  à  n,  on  fera  usage  de  la  formule 

/'                        x"'  2 ''"•"'  b      /' 

x""^'  zi'  dx  — —  —  (m-\-  11  +  nu)  —    I  x"'+"-'  zp  dx, 
ma  ^    ma J 

dont  l'application  répétée  ramènera  l'exposant  m—  i  à  /i—  i,  en  supposant  tou- 
jours, bien  entendu,  que  —  soit  un  nombre  entier. 

Il  faut  observer  toutefois  que  les  formules  (i)  et  (2)  deviennent  illusoires,  la 
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première  lorsque  m  -\-  np  =  o,  et  la  secQnde  lorsque  m  =  o,  et  il  faut  par  consé- 
quent que  ces  conditions  ne  soient  remplies  pour  aucune  des  intégrales  successives 
auxquelles  conduit  l'application  de  la  formule. 
Si  par  exemple  on  avait  l'intégrale 


a  -+-  bx\ 

l'application  répétée  de  la  formule  (2)  ramènera  successivement  l'exposant  de  x 
qui  est  —10  aux  valeurs  —  7,  —  4  et  —  i;  mais  arrivé  là  il  sera  impossible  de 
passer  à  l'exposant  +  1,  car  la  formule  (2)  ne  s'applique  pas  au  cas  où  m  =  0;  et 
pour  intégrer  la  différentielle 


dx  \Ja  +  bx^ 

— ^ 

X 

il  faudra  la  rendre  rationnelle. 
58.  Considérons  la  différentielle 

x''dx  [a  +  bx)'' 
\la-\-  bx 

où  Ai  désigne  un  nombre  entier.  On  peut  (43)  la  rendre  aisément  rationnelle,  mais 
il  est  plus  élégant  de  l'intégrer  par  des  réductions  successives.  On  a,  en  posant 
a-\-  hx  =:  z,  . 

J  6    2Al  H-  2/>  4-  I  6    2W  +  9./>  -t-   I    J 

et  comme  on  a  évidemment 


zi'  dx izi'       \Jz 

v/2     ~~    b     2/?-f 
on  en  déduira 


/ 


xzi'  dx       zzP    -  i       z  a      \ 

b'    *     \2/?+3       ip-{-\)' 


S 
I 

J"  X'  zi'  ax      'j.zi'    -  / 

/ 


sjz 

x''  zP  dx "xz''   j-  1      z-  laz  «- 

y/2        ~    b'    ^     \2^H-5  2y?-f-3  ip  +  I 

x'zi'dx       9.ZI'     -/       z'  3  «2-2  3a'z 

7>  +  7  2;>  +  5  2y; -f-  3  ~  ^pTfTi  j  ' 

^*zi^d:r  _  -izi^    r^  /      -^1  _  _  4^^'  ^a' z'  ja' z  a'      \ 


et  ainsi  de  suite. 
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Lorsque  n  est  négatif,  la  formule  (3)  résolue  par  rapport  à  l'intégrale  qui  est 
dans  le  second  membre  permettra  de  substituer  à  l'exposant  71  —  i  l'exposant  n 
qui  est  plus  simple.  On  trouve  ainsi,  par  un  changement  de  lettres, 


J  .r"+'  s/z  (inx"  in  a   j   x" 


,/.  /    ^'-  ux    __       zf  \Jz       7.p  —  7.n-hih     rzPdx 


et  l'application  répétée  de  cette  formule  ramènera  l'intégrale  à 


/ 


zP  dx 

X  \JZ' 


sans  qu'on  puisse  l'appliquer  plus  loin;  car  la  formule  (4)  est  en  défaut  dans  le  cas 
où  n  =  o.  Pour  réduire  l'intégrale 

zP  dx 

X  sjz 
remarquons  que  I  on  a 


/ 


z^jdx  __zP-'{ax-hb)        _  „.i  zP-'dx 

—     —  "  =z  (IX  —  et  (IX  Z'      -   ~i~  o  — iv  -  ' 

X  \^lz  X  \JZ  X  \Jz 

et  l'on  en  déduit,  en  intégrant, 

p  dx  7.ZP  CzP-'dx 


(5) 


C  zP  dx              izP                   r  ZP-' ^ 
— ^  — 4_  a 

J      XsjZ  {■2p—i)^z  J       xs/' 


par  l'application  répétée  de  cette  formule,  lorsque  p  est  entier,  l'intégrale  sera 

ramenée  à 

P  dx         i    ,  Jz  —  Jâ         9.  I     z 

I =  —-  l  ^ ^-  =  -:r^^^  arc  larig  i  / 

J  X  y/s        \'a      s^lz  +  \^la        \'—  a  V        « 

On  trouve  ainsi 

Iz  dx  r  dx  ~ 

';>.  V'z, 


Jsjz  dx  _  Ç  dx 

•*"  J    X  y'i 

/z  Jz  dx  ^  C  dx              -  i  z         \ 

Çz^sjzdx  ,  r  ^/.^             /- /^'       «-S           \ 

J      ^  J   xs/z      ,          \l         5           6 

r  z'<  s/z  r  dx              .-/z'        az'       a"- z'       ce  z 

J      ^  J   x^z          ^     \9         7           5^3 

et  ainsi  de  suite. 
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La  formule  (4)  donnera 
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r= 


Pdx 


ZP  \Jz        -îp 


'  zi'  do, 


I 
I 


zPdx 

X-'  sjz 

zP  dx 

x^  sJz 


ZP  \l\ 


2  ax    \  X 


+ 


^  J    on  \jz 
ip~3  b\         \P~l)  \P~'i)  h^ 


ZP 


I  .a 


X  sJz 


-  dx, 


zP  sJz 
iax 


I        îo  —  5     6 

1-  .JL 

..  X-  11  ax 


P-i)\l'__i±h^ 

I  .2 


P--,]\P 


3\  /  5 

F-- 


1.2.3 


6^  r  zp    , 

«   /  X  sjz 


et  ainsi  de  suite. 


59.  Lorsque  l'exposant  p  est  négatif,  la  formule  (4)  doit  être  résolue  par  rap- 
port à  l'intégrale  qui  figure  au  second  membre,  et  l'on  aura  la  formule  de  réduction 


(6; 


/; 


dx 


sjz 


{m  -\-  ip 


x"^'  zP  sjz  nax"  zp 


lan 


1)6  r    dx 

,1  X"  ZP  \iZ 


qui  est  en  défaut  seulement  dans  le  cas  où  /^  =  o.  On  devra  alors,  pour  réduire 
l'intégrale,  faire  usage  de  la  formule  suivante,  qui  se  déduit  de  (5)  en  changeant /> 
en  — /?, 

Ç      dx        _  2 

J  xzP^'  s/z       {ip  -\-i) azP  s/z 

par  laquelle  on  sera  ramené  à  l'intégrale 


i_  r  dx 

^  J  xzi'  sjz 


f 


dx 

X  \/z 


dont  l'expression  a  été  donnée  (58). 
On  trouve  ainsi 


dx 


J    xz  s/z       a  sjz 


U 


dx 

X  y/i 


J  xz'sjz       asfz  \32       aj        a'  J  ^^^ 


fz 


et  ainsi  de  suite. 

L    Cnlc.  iiit. 
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On  déduira  d'ailleurs  de  l'équation  (6) 

/*    dx       __         \fz         ip  -\-  \  b    r    dx    ' 
x^zi'fz"       «'^2''  2        a  J  ^zf's/z' 

r  dx    _ _    fz    /_[  _  2/7  +  3  ^\      V^'^j  [P^'i)  If  r  dx 

Jx'zi'^'z"'       2axzi'\x       "    2        a)  i  ^''Jxz''y 

r   dx s/1    K  _  2/>  +  5    h       [P "^  2)  V^^  2)  ^^ 

j  X*  zi' J'z  3axzi'  \_x^  2        2rt^  1.2  a^J 


i\  /  3^ 


et  ainsi  de  suite. 

60.  Considérons  encore  l'intégrale 

(7)  j  x"dx{a  +  bx)^"^' , 

OÙ  p  et  /i  désignent  des  nombres  entiers. 
On  a 

/■i,-   ,             3x"z'''^-^       I                3  an  ^     C      .       h~   i 

X"  z''Jzdx  =  ^ --5 ---.  j  —  2 — 7-0 r-7  T    \^"  '  zJ'  ;^z  dx, 

et  l'application  répétée  de  cette  formule  ramènera  l'intégrale  (7),  lorsque  n  est 
entier  et  positif,  à 

r    3,-  .      3z/'+'  J/z  ■   I 

Dans  le  cas  où  71  est  négatif,  on  emploiera  la  formule 

Czi'dx'jz       z/'+'    3,-       /  4\    f^     C^''\/'^j 

J        x"-^'  ax"   ^  y  à  j  an  J       x" 

dont  l'application  successive  ramènera  l'intégrale  à  la  forme 

/zi'  ^z  dx 
X 

que  l'on  réduira  elle-même  par  la  formule 

/zi'^'z  dx  __3zP  tjz  Ç  z!'~'  ^z  dx 

X  3/3  +  1  J  X 
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et  l'on  sera  conduit  enfin  à 

dx 

X  \JZ 


J  X    "' 


que  l'on  intégrera  (43)  en  posant  v^  =  >ia  +  hx  —y. 
61.  L'intégrale 

/X" ZP  i 

se  réduira  par  la  formule 


dx 


r- 


zP  dx  Zx'^z'"^'^  3an         '      f  x'"' zp  dx 


qui  la  ramènera  à 

l^zi'  d:> 
J  '"^;fz    ~f3/7  +  7.)6 


Çzi'dx  "iz''^^ 

On  a  par  exemple 


/x'^zPdx 'iz^'^^  I      z^  laz  n- 

y/z" ~    b'    \^p~+s ~ 37+5 "^ 3y+"^ 

62.  On  a 


r  dx 


=  arcsm^. 


Par  l'application  des  formules  du  n"  57  on  en  conclut,  en  posant  ^i  —  ^-  = 

f'  dx 


Jx'  ax         I  .  xz 

^i  —  x'       2  2 


rx*dx         1.3  .  1.3  I 

I  -7-'         =  — >  arc  sm x ,  xz  —  y  x^  z, 

J\Ji—x'       2.4  2.4  4 

rx'^dx         1.3.5         .  c.3.5  1.5  I 

Js/i  —  x'       2.4-0  2.4.6  4.5  6 

rx'dx        1.3.5.7  .  1.3.5.7  1.5.7  i.n  I 

I  -=— =~  =       ,  ^  /.  arc  sin  x  —  —7-—  ^2  —  7-^  ^'  ^  —  ^  -^  "  2  -  0  ■^•'  -, 
J  \/i  —  X'       2.4.5  »  2.4.6.8  4-6.8  6.8  8 

et  ainsi  de  suite. 
63.  La  formule 

/'    X  dx         / -; 

V^i  ^  X' 
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donnera  de  même,  en  posant  \J i  —  œ-  ^  z, 

/'  x^dx 

f*  x^dx    

r  x''  dx    


2  I 


-"375^"  O"'^       ^         ' 


'd^^^-^^L^^^'^^x^z-'-Ax-'z-'^x^z, 


et  ainsi  de  suite. 
64.  La  formule 


/'     dx  ,     .       9 


OÙ  sinç)  =  ;r,  donne  de  même,  en  posant  toujours  sjx  —  x^  =  z, 

r     dx  i  ,     ,       o        z 

Jx^\li  —  x-       ^  1       0.x 

r      dx  I • 3 ,      ,        9        1.32        I      z 

/»      </^  1.3.5,  9       1.3. 52        1.5-2        i   z 

On  trouve  enfin  directement,  en  posant  par  exemple  ^  =  cos©, 

/•      dx 
X^  \Jl  —  x'^ 


dx  z 

X 


et  l'on  en  déduit 

dx       _      ^    ^  _  1    A 

2  ^     X         Z     x^ 


r     di 

J  X-  s/7 


r d 

Jx's/i 


dx  2.42        1.42        I      ^ 


3.5    X       3.5    X'       5    X' 
dx         _       1.^.6  z        1.462        _i^   z ^  ^ 


(*       dx         _ 

J  ^777^^  ~  ~"  375T7  ^  ~  3-5. 7  X-'       5.7  ^-^       7  X 

et  ainsi  de  suite. 
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Quelques  intégrales  auxquelles  ne  s' appliquent  pas  les  méthodes 

précédentes. 

65.  Non-seulement  la  différentielle  d'une  expression  algébrique  est  toujours 
algébrique,  mais  les  fonctions  qui  contiennent  des  logarithmes  et  des  lignes  trigo- 
nométriques  inverses  peuvent,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  avoir  une  différen- 
tielle algébrique.  Le  nombre  des  différentielles  algébriques  intégrables  est  pai- 
conséquent  infini,  et  la  différentiation  est  un  moyen  d'en  former  autant  qu'on  le 
voudra.  Une  telle  méthode,  on  le  comprend,  n'aurait  rien  d'instructif,  et  nous  nous 
bornerons  à  indiquer  quelques  cas  simples  dans  lesquels  des  transformations  élé- 
gantes, mais  toutes  spéciales,  permettent  l'intégration  dans  des  cas  auxquels  ne 
s'appliquent  pas  les  règles  précédemment  indiquées.  Soit  la  différentielle 


Posons  avec  Euler 


on  en  déduit 


dx{i 

+  x') 

(l  —X') 

sJi-\-x' 

X  \l'i 

I  —  X 

.=P'^ 

1  +  p'  =■ 

I  +  x' 

\jT+p^  = 

I  —  X- 

,  dx  sJQ.il  +  x'^) 

dp  —  — ^ — , 

{i  —  x-y 

dp       dx {i  -\-  x'' )  \J  1 


\li  +  p-        [\  —  x"- )  sj l  -\-  X' 


et  par  conséquent 

Ç    dxir  +  xn            y    r    dp            .    w_     .+^.,) 

-    'f 

j(i-^')v'i  +  ^^      s/^Js/i+p^-     v/^           '      ^^~ 

N/2 

66.  Soit  encore  la  différentielle 

* 

dx{j  —  x'') 

(i  +  ^')  V^i-f-^-' 

Posons 

X  Jt. 
— ï —  —  »j 

s/i+x'  +  v/2\ 


1  +x'' 
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on  en  déduit 

^  ^  I  +  X- 

'^  (i  +  x-y 

dp       dx{i  ~  x'^)  y^2 

v'i  —  p^       {\-\-x'^)\Ji  +  x^ 


et  enfin 


Ç    dx[\—x') 
J  {\  +  x')sJ\+x' 


I  .  I  .       X  Jz 

arc  sin/?       —=:  arc  sin 


s/a  v/2  i  +  :r^ 


Réduction  des  intégrales  elliptiques . 

67.  Quoique  l'on  puisse  former  de  nombreux  exemples  analogues  à  celui  qui 
précède,  l'intégration  des  différentielles  qui  contiennent  sous  un  radical  un  poly- 
nôme de  degré  supérieur  au  second  est  en  général  impossible.  Les  intégrales  de 
cette  forme  ont  donné  lieu  cependant  à  des  travaux  considérables,  et  les  géomètres 
les  ont  réduites  à  un  petit  nombre  de  types  dont  l'étude  approfondie  a  créé  de 
nouvelles  fonctions  simples  acceptées  de  plus  en  plus  dans  le  calcul,  et  avec  grande 
raison,  au  même  titre  que  les  sinus  et  les  logarithmes,  et  réduites  de  même  en 
tables  numériques  très-étendues  et  très-exactes. 

Si  l'on  désigne,  pour  abréger,  par  R  le  polynôme  du  quatrième  degré 

3«  +  [SvT  +  yx'^  +  èx^  +  zx', 

les  puissances  paires  de  y/R  étant  rationnelles  et  les  puissances  impaires  conte- 
nant yR  en  facteur,  toute  fonction  rationnelle  de  x  et  de  y/R  peut  être  mise  évi- 
demment sous  la  forme 

P  +  Qy/l 

P'  +  Q'v/R 

où  P,  Q,  P',  Q'  sont  dés  fonctions  rationnelles  de  x.  On  peut  d'ailleurs,  en  multi- 
pliant les  deux  termes  par  P'—  Q'  y'R,  rendre  le  dénominateur  rationnel  et  mettre 
l'expression  sous  la  forme 

M  +  Ns/R.' 
L'intégrale  ÏWdx  peut  toujours  se  calculer  sous  forme  finie,  et  l'intégrale  à  étu- 
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(lier  est  par  conséquent 

.^  J     v/R 

le  produit  NR  désignant  une  fonction  rationnelle  de  x. 

68.  Nous  montrerons  d'abord  comment  une  substitution  rationnelle  peut  trans- 
former la  différentielle  précédente  en  une  autre  dans  laquelle  ne  figurent  plus  sous 
le  radical  que  les  puissances  paires  de  la  variable.  Le  polynôme  R  peut  toujours,  on 
le  sait,  se  décomposer  en  deux  facteurs  réels  du  second  degré.  Soit 

R  =  [(.r  -  mf  +  N]  [(^  -  p.)'^  +  v ]. 


Posons 

{•) 

on  en  déduit 

(2) 


x  —  m r  —  sy 

X  —  p.        p  —  (jy 


{r  —  p)  +  i<T  —  s)x 

]  ^_  (p-m)(p-<7j)  ^ 

V  "'        (r  —  p)  +  ((7  —  s)r 


Pour  que  dans  chaque  facteur  de  l'expression  de  R  le  terme  du  premier  degré  en  y 
disparaisse,  il  faut  et  il  suffît  que 

(3)  \  rs  [m  —  iJ.y-  +  {p  —  r){^-s)^  =  o, 

\  po- (  m  —  p.  )-  +  ( p  —  r )  (  (7  —  .î  )  y  =  o; 

on  en  déduit  immédiatement 

(4)  ^£^?. 

p     a        V  • 


En  divisant  la  première  des  équations  (3)  par  p<7  et  la  seconde  par  r.y,  puis  rempla- 
/■    s 

p'  0- 


çant  le  produit  -  —  par  sa  valeur  (4),'  on  trouve 


''  4-  -  —  N  +  V  +  (  m  —  iij 

p         0"  V 

P  4-  -  —  ^  +  ^  +  (^  — F-)' 
r        s"  N 


Connaissant  la  somme  et  le  produit  des  deux  rapports  -  et  -,  ou  en  déduit  leur  dif- 

n,  ^^  p  (7 

lerence,  et  en  posant 
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on  a 


\P        0-/  V- 

/'p  _  ?\'_-  A, 

\r     '  s)    ~N^ 
Pour  que  -  et  -  soient  réels,  il  faut  et  il  suffit  que  A  soit  positif;  or  on  a  identi- 

^  p  (7 

quement 


Si  N  et"v  sont  tous  deux  positifs  ou  que  l'un  seulement  le  soit,  l'une  de  ces 
formes  montre  que  cette  expression  est  positive  et  que  par  conséquent  -  et  ~ 
sont  tous  deux  réels.  Ces  deux  cas  sont  ceux  où  deux  racines  au  moins  de  l'équa- 
tion R  =  o  sont  imaginaires. 

Considérons  enfin  le  cas  où  N  et  v  sont  tous  deux  négatifs;  on  a  identiquement 

OU  

Mais  en  nommant  a,  /3,  7,  ^  les  racines  de  l'équation  R  =  o,  on  a 

y  —  ô 

et  par  conséquent 

^^LV t^ i ^ 

c'est-à-dire 

(5^  A  =  (a-a)([3-y)(a-v)([3-ô), 

a  et  |S  étant  les  racines  du  premier  facteur  de  R  et  7  et  ù  celles  du  second.  Comme 
ces  quatre  racines  sont  réelles,  on  peut  les  grouper  comme  on  veut  pour  former 
les  deux  facteurs  du  second  degré  et  faire  en  sorte,  par  un  choix  convenable,  que  A 
soit  positif. 
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Si  par  exemple  a,  /3,  7,  ^  sont  rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante  ou 
décroissante,  les  quatre  facteurs  de  (5)  seront  de  même  signe  et  A  sera  positif;  il 
y  a  d'ailleurs  d'autres  solutions,  et  l'on  peut  voir  que  A  sera  positif  toutes  les  fois 
que,  les  racines  étant  rangées  par  ordre  de  grandeur,  a  et  p  se  trouveront  placées 
immédiatement  à  la  suite  l'une  de  l'autre. 
De  l'équation  (i)  on  déduit 

/  {^JL—  m)[r  —  sx) 

I  r—p  +  {(y  —  s)y 

'6)  < 

'  ,  [m  —  ii){r(j  —  5p)  dr 


Les  équations  (3)  donnent  d'ailleurs 


N 


d'où  l'on  déduit 


{m  —  iJ.y       {p  —  r)[(T  —  s)' 

V  __  —  ap 

Vm  —  l^y  ""  (p  —  /•) ( (7  —  *)' 


/■'(m  — p.)'  +  N(p  — r)^  r'7—sp 

^~ ^-' —  =z[m—  [j.  y 

P 

s^m—  ay+ia  —  sy^       . 

—- ^— -^ —  =(m  —  ij.  f 

s  V  i       ' 

a^m  —  ^y  -hia  —  syv  __ 


m  — y., 


a 

— 

S 

rrj 

so 

(T 

s 

40  - 

— 

IfT 

P 

— 

r 

sp 

— 

r^ 

par  le  moyen  desquelles  la  différentielle 

da: 


devient 

dr 


et  suivant  le  signe  des  coefficients  le  radical  pourra  par  conséquent  être  ramené  à 
l'une  des  formes 

69.  Quoique   la   transformation   précédente  ne  soit  qu'un  cas  très-particulier 

I.    Cd/c.  iiit.  8 
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d'une  théorie  plus  générale  sur  laquelle  nous  aurons  à  revenir,  elle  a  néanmoins 
une  assez  grande  importance  pour  que  nous  nous  arrêtions  au  détail  des  calculs 
dans  les  différents  cas. 

Supposons  que  les  quatre  racines  de  l'équation  R  =  o  soient  réelles  et  soit 

(7)  K—[x  —  (x){x  —  ^){x  —  y){x  —  o); 

la  transformation  (1)  établit  entre  x  et  y  une  relation  de  la  forme 


(8) 


Pour  que  le  polynôme  R  soit  remplacé  par  (i  —  V')  (1  —k^j'^),  il  faut  (jue  les 
quatre  facteurs  aient  respectivement  pour  numérateur  1+/,  *  — '  J'  i  +  ^/  et 
I  —  ky.  Posons  donc 


[  X  —  a  =  A 1      X  —  p 


-B    '-^• 


,    ,  ,  ■    sy  '  r  +  sy 

(9)  <  ,  , 

X  —  0=1) 


;•  +  sy^  r  +  sy 

on  en  conclut 

1'  ^  —  S  __  B  i—y 

X  —  a       A.  i  -\-  y 


I  X  —  0 D   I 

\  X  —  y        Ci 


y       C   I  +  /rj 

En  faisant  dans  la  première  de  ces  identités  x=^â  et  oo  :=y,  et  dans  la  seconde 
ce  =  [^,  a:  =  y,,  on  en  déduit,  en  ayant  égard  aux  valeurs  correspondantes  de  y  qui 

sont  évidemment  J  =  +  ,  ?  r  =  —  r  >  y  =  -h  i  et  y  =  —  i , 

.'  ô  —  (3    _  B  /.•  —  I        Tj-  (^  _  R  '»■ +_L 

)  ô  —  a       A  7r  +  I        7  —  a       A  /r  —  i 

('  1 1 1  / 

(3  —_o  _  D  1  —  k       ^zlÈ.  —  ^   '  ±  ^'' 
p"-^  ~  C  7+"7r'      a  —  y  "  C   7— 7r' 

et  par  la  combinaison  de  ces  équations  deux  à  deux, 

/By_(â-[3)(y-^) 
\aI         iô-cc)\y-af 

^      ^  )  \C;         ((3-y)(a-y) 

— /''  \  '  _  (  S  —  0  )  i  3:  _— _y  ) 
+  /rj   -r[3-y](a-o)' 
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et  l'on  pourra  toujours  choisir  l'ordre  de  grandeur  de  a,  /3,  y,  â,  qui  évidemment 
est  arbitraire,  de  manière  à  rendre  les  seconds  membres  positifs  et  par  conséquent 

les  rapports -r  5  ^^  - — ^^  réels.  En  adoptant  pour  ^.  .^  et  k  les  valeurs   déduites 

de  (12),  les  deux  équations  (10)  fournissent  la  même  valeur  de  x  pour  les  quatre 

hypothèses  y  =  ±  r ,  y  =  ±  y^i  et  l'on  en  conclut  aisément  qu'elles  sont  identiques. 

La  troisième  des  équations  (19.)  donne 

I  +/r    "'~  V  (^  —  7)  (a  — a)' 

On  pourra,  en  adoptant  le  signe  +  ou  le  signe  — ,  avoir  à  volonté  /r  <  i  ou  ^-  >  r . 
Les  équations  (10)  donnent,  par  la  différentiation, 


(•3; 


\  '  '    (^—  y)-  C   ( I  4-  /rj ]- 


En  multipliant  les  équations  (i3)  membre  à  membre  et  divisant  leur  produit  par 
celui  des  équations  (10),  il  vient 

fi4)  ((^-«)(^-y)  ^ dy'        _ 

et  la  différentielle 


\J±\x—  a){x—i^){x  —  y)\x  —  ^) 
se  trouvera  ainsi  ramenée  à  la  forme 

Mdf 

M  est  une  constante,  et  le  signe  +  du  facteur  sous  le  radical  convient  au  cas  où 
(P  — «)((?  — 7)  est  positif  et  le  signe  —  au  cas  contraire.  On  pourra  d'ailleurs  dis- 
poser comme  on  voudra  du  signe  de  ce  produit  en  choisissant  l'ordre  de  grandeur 
des  racines  désignées  par  a,  ]3,  7,  ^.  Si,  par  exemple,  a  et  |3  sont  les  deux  plus  petits 
et  7,  ù  les  deux  plus  grands,  les  formules  (12)  montrent  que  les  seconds  membres 
de  fi3)  sont  réels  et  les  signes  des  différences  /3  —  a,  d^  —  7  restent  arbitraires. 

70.  Il  résulte  des  paragraphes  précédents  que  la  différentielle 

dx 
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OÙ  R  désigne  un  polynôme  du  quatrième  degré,  peut  dans  tous  les  eas  être  rem- 
placée, à  l'aide  des  substitutions  réelles,  par  une  autre  de  la  forme 

dr 

sJ[h-My-)[h'-Wr) 

On  doit,  suivant  les  signes  de  L,  M,  L',  M',  distinguer  plusieurs  cas  : 
Lorsque  L  et  M  sont  de  mêmes  signes  ainsi  que  L'  et  M',  on  peut  poser 


^J^=:.= 


M 
L 

ML' 

et  la  différentielle  devient 

ï  dz 


(.5) 


V^ML'  si[\  —  z- )[i  —  i\:'z\ 


K  étant  à  volonté  plus  grand  ou  plus  petit  que  l'unité  puisque  l'ordre  de  grandeur 
des  produits  ML',  LM'  est  évidemment  arbitraire. 

Lorsque  M  et  L  étant  de  mêmes  signes  M'  et  L'  sont  de  signes  contraires,  on 
peut  poser 

ML' 

et  la  différentielle  devient 

I  dz  ^ 


(16) 


y/— ML'  v/(i  — ^^(t  +  I^'^' 


L         L' 

Si  enfin  les  rapports  ^  et  ^-,  sont  négatifs,  on  posera 

ML 

et  la  différentielle  deviendra 

I  dz 

(>7) 


V—  ML'  V(H-  z'){i^K'  z^) 

71.  Les  trois  différentielles  (i5),  (16),  (17)  peuvent  d'ailleurs  être  ramenées  à 


* 
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une  forme  unique;  il  suffit  de  poser  dans  le  premier  cas 

z=:sin©, 
dans  le  second 

z  =  ces  9, 
et  dans  le  troisième 

z  =  lang©. 
On  a  alors 


dx  do  dcp 


d.v  .  d<^  6/9  ^9 


s/{i-^  x-){i-+-K^  x']       coso  v^i  H- KHang-9       v/cos'9  H-K-sin-9        y/i_(,  _  K'^j  sin'^cp 

de  sorte  que  la  différentielle  est  ramenée  dans  tous  les  cas  à  la  forme  unique 

d(f 


v/r- 


6'^  sin^ 


Lorsque  le  multiplicateur  du  radical  dans  les  formules  précédentes  est  imagi- 
naire, on  doit  considérer  les  différentielles 

dx dx  dx 

V'f^— i)(H-A^j;')       V^(i  +  ^')(/i^^'— ij'      's/{x'—i){i  —  h-'x')' 

On  posera  dans  le  premier  cas 

I 


X 


COS9 
dans  le  second 


et  dans  le  troisième 


I 

X  =    y 

/r  cos( 


I  —  c' 


On  aura  ainsi 

dx  I  d(^ 


dx  I  do 


V  I  +  /.  ^ 


dx  da^ 

V(  •*•■■'  —  I  )  (  »  —  if  x'  )     \i~i~c''^\ï^(^ 


I  —  --— ;-  sin'9 

I  4-  /i  ^ 
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72.  Le  cas  où  le  polynôme  R  se  réduit  au  troisième  degré  doit  être  particulière- 
ment signalé  :  l'une  des  racines,  â  par  exemple,  doit  êfre  alors  considérée  comme 
infinie;  la  seconde  des  formules  (12)  montre  qu'il  en  sera  de  même  de  D  et  les 
deux  autres  deviennent 

/i  —  k\- a  —  y 

et  enfin  (i4)  devient 


^k{x  —  a){x  —  P)  {x  —  y)       (i  — /-'/(i  —  /»■'/'■') 
et  la  formule  de  transformation  est 

X  —  (3 B  I  — X 

X  —  a        A   I  -\-y 

73.  On  peut  d'ailleurs,  dans  tous  les  cas,  ramener  une  différentielle  dans  l'ex- 
pression de  laquelle  figure  la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  quatrième  degré  à 
une  autre  où  le  radical  porte  seulement  sur  un  polynôme  du  troisième. 

Considérons  la  différentielle 

F[.r  s/{x  —  oc){x  —  [3)  (x  —  y)  [x  —  ô)J  dx. 
On  a 


/{x  — .j3)  (x  —  y)  {x  —  è 


^^  ^^  ^'^  '"  '       ^  ^    V    (x—  oc)  {X  —  a)  [X  —  xj 

Posons 


X—& 

=  z. 


e>  —  ocz         ,         {S>—oc)dz  3 

X  = ^      dx  = 1      X  —  a  =    - 

I  —  z  (  i  —  i  ]'  I  • 


a 


i  —  i)' 


et  l'on  voit  que  la  différentielle  exprimée  par  rapport  à  z  ne  contient  plus  sous 
le  radical  qu'un  polynôme  du  troisième  degré. 

74.  L'intégrale  générale  considérée  au  §  67  ayant  été  mise  sous  la  forme 


j 


''o  (x)  dx 


où  9  [oc]  désigne  une  fonction  rationnelle,  les  transformations  indiquées  (68)  et  (73j 
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pourront  s'y  appliquer  sans  que  le  multiplicateur  du  radical  dans  l'expression 
nouvelle  obtenue  cesse  d'être  en  fonction  rationnelle  de  la  variable. 
Examinons  donc  l'intégrale 


Si  la  fonction  (]>  (2)  est  entière,  on  peut  décomposer  cette  intégrale  en  une  somme 
de  termes  de  la  forme 

z"dz 


h 


\Jk  +  Bz^'+  Cz' 
Lorsque  z  est  impair,  on  intégrera  en  posant  z-  =^  a\  s'il  est  pair,  en  posant 

z"  dz 


t( 


"H 


\/A-hBz'+Cz' 


On  a  la  formule   de  réduction,  facile  à  vérifier  par  la  différentiation  des  deux 
membres 


par  laquelle  toutes  les  intégrales  de  la  forme  o  [/i)  se  ramèneront  à 

'    .  ^      r         dz 

l   ?(o    =      -7- -=^ -0 

^^^  )  J  s/A-i-Bz-^+Cz^ 

.    ,        r  z'dz 

l  J  s/A  +  Bz-^+Cz* 

La  formule  de  réduction  est  applicable  lorsque  n  est  négatif,  et  comme  ou  a 

^v/A"+Bz-^+Cz^=-A  A    -—^ +c/\        ^"^1.^, 

,^  J  z'\/A  +  Bz-'  +  Cz'         j  ^\-^b.z'+Cz' 

les  intégrales  de  la  forme 

r     dz 

J  Z"  y/A  +  B7^  "-Tel;" 

peuvent,  quel  que  soit  le  nombre  entier  pair  n,  être  ramenées  à  la  forme  (  A  j. 

75.  Lorsque  la  fonction  9  [z]  n'est  pas  entière,  on  peut  se  borner  à  examiner  le 
cas  où  elle  est  paire  et  ne  contient  que  z'-.  On  a  en  effet  identiquement 
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et  l'on  voit  que  toute  fonction  est  la  somme  d'une  fonction  paire  et  d'une  fonction 
impaire;  si  on  les  désigne  par  ^,  {z)  et  ij^als"),  ^2(-)  sera  égal  évidemment  à 
z^s  (2),  f\)3  (z)  désignant  une  fonction  de  z^,  et  l'intégrale 

r      z^i{z)dz 
J  v/A  +  Bz'+Cz^ 

s'obtiendra  sous  forme  finie  en  posant  z'-  =  u. 

La  décomposition  de  la  fonction  '|,  [z)  en  fractions  simples  permettra  de  rem- 
placer 

r    ^.{z]dz 

J  v/A  +  BT'TCT^ 
par  une  somme  de  termes  de  la  forme 

et  l'on  aura  la  formule  de  réduction  aisée  à  vérifier  par  la  différentiation  des  deux 
membres 


+  (2/1  — i)(2Bz  — A— 3C2')F(«)  +  2«2(A  —  Bz  +  Cz=)F(/i  +  i); 

l'emploi  de  cette  formule  permettra  de  ramener  toutes  les  intégrales  de  la  forme 

Y(n)h 

J  s,/A  +  Bz-'+Cz' 


F(-i)  =  a 


y.  4-z^)y/A  +  B2-^+Cz^ 

dz  r  2'  dz 


Jv^A  +  Bz^  +  C/^"^Jv 


'A  +  B z'  +  Cz'      J  v/A  +  B  2'^  +  C z' 
En  sorte  que  toutes  les  intégrales  considérées  sont  ramenées  aux  trois  formes 

r        dz  r z'dz       ^     r dz 

J  v/A  +  B7'+Cz^ '      j  y/A+Bz^+Cl^ '     j  {oc-h  z')  y/A  H- Bz^TCz^" 


Quelques  intégrales  qui  se  ramènent  aux  fonctions  elliptiques. 

76.  Soit  la  différentielle 

F(:r)  dx 


sja  +  bx  +  cr*  4-  dx^  +  cx'^  +  hx^  +  cix'^ 
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OÙ  F(^)  désigne  une  fonction  rationnelle  de  x.  Le  radical  qui  se  trouve  au  déno- 
minateur peut  être  mis  sous  la  forme 

et  si  l'on  pose 

I 

x  -\ =  z, 

la  différentielle  proposée  prend  la  forme 

,  X-  \la{z'—Zz)  +  b{z'—i)-{-cz  +  d  =  x''  ^U. 
On  a  d'ailleurs,  comme  on  le  voit  aisément, 


par  conséquent 

et  en  différentiant, 

2                 

~_  =  sjz  +  i 
Sjx 

—  S/^  —  2  , 

dx             dz 

dz 

J'            2  ^2  -  2 

2  y/z  +  2 

La  substitution  de  la  variable  z  à  la  variable  x  met  d'ailleurs  Ta  fonction  F(^)  sous 
la  forme 

P  +  Q  v/2^^, 

Où  P  et  Q  désignent  des  fonctions  rationnelles  de  z,  et  la  différentielle  proposée 
est  par  suite  ramenée  aux  deux  suivantes  : 

Vdz 


y/z  =t  2  y/  U 
et 

Qfl?^v/F±j  _  Q  (  z  d=  2)  rfz 
sf^  ~    V/ÏÏ(zdc:2y' 

et  comme  U  est  un  polynôme  du  troisième  degré  en  .,  U  (.  ±  .)  est  du  quatrième, 
et  la  différentielle  rentre  dans  la  classe  précédemment  étudiée. 

J.    Cale.  irit. 

9 
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77.  Soit  encore  la  différentielle 

¥(x)  dx 


sja  H-  hx^  +  cx^  +  bx^  +  «^' 
OÙ  F(^)  désigne  encore  une  fonction  rationnelle  de  a:,  on  a 

ir/     N       F(;r)  +  F(-.r)    ,    F(:r)-F(-^). 
F(^)  =. ^ + . 

le  premier  terme  du  second  membre  est  pair  et  par  conséquent  de  la  forme  9  {x-), 
le  second  est  impair  et  de  la  forme  x^{x-).  On  en  déduit,  en  désignant  le  déno- 
minateur par  VR» 

'¥[x)dx  _  (f>{x^jlx       xd>ix')dx _ 

VR     ~     v^  VR 

La  substitution  x- =  z  fait  rentrer  le  second  terme  du  second  membre  dans  la 
classe  des  différentielles  elliptiques,  et  ramène  le  premier  à  la  forme  étudiée  (76), 
dans  laquelle  il  suffit  de  supposer  a  =  o. 

78.  Citons  enfin  quelques   différentielles   dans  lesquelles  figure   un    radical     , 
d'ordre  plus  élevé  que  le  second,  et  qui  peuvent  pourtant  se  ramener  aux  différen- 
tielles elliptiques. 

La  différentielle 

F(.r)  dx 

l'a  +  bx  +  cx^  +  dx'^ 

est  dans  ce  cas,  Y/x)  désignant,  comme  précédemment,  une  fonction  rationnelle 
de  X. 

Posons,  en  effet, 

X  :=!  +  r, 

X  étant  une  racine  de  l'équation 

«  +  />X  +  c/.-  +  dl'  =  o  ; 
la  différentielle  prendra  la  forme 

9_{r)_ir_ 

l/ccr  +  [3r'  +  yr" 

Posons 

l/ar  +  [3 j'  H-  yr''  =  zr, 
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on  en  déduit 

^  2y  —  2Z' 


La  différentielle  ne  contient  plus  d'autre  radical  que  Vp^  —  4a7H-4a2'- 
79.  Soit  enfin  la  différentielle 

'F{x)  dx 
'yja  +  bx''  +  ex' 

OÙ  Y[x)  désigne  toujours  une  fonction  rationnelle  de  x  que  l'on  peut,  comme  on 
l'a  vu  (77),  mettre  sous  la  forme  a?(p  [x' .  -]-  ^[x- ). 
La  différentielle  devient  alors 

x(i^[x-)dx  ^[x'')dx 

y'a  +  hx'  H-  cx"^       \la-^bx''-\-  ex' 

Pour  transformer  le  premier  terme,  posons 


'yja  +  bx^  -\-  ex''  =  z, 


—  b±L  Jb'  —  Lae  H-  ^ez' 
ne 


et  o;  û^a;  étant  la  différentielle  de  x' ,  l'expression 

(s^[x')xdx 
v'«  +  bx'  -\-  ex'' 


ne  contient  plus  évidemment  d'autre  irrationnelle  que  y 6-  —  [\ac  +  [\cz\ 
Pour  transformer  le  second  terme,  on  posera 


[i)  yla+ bx- -\- ex' =:■  xz. 


En  différentiant  la  formule  (i),  après  l'avoir  élevée  à  la  quatrième  puissance,  on 
trouve 

dx  _  rf-x- z' dz  ix'^z^-dz 

xz  ~  b  +  :Lx'{e  —  z')~'  ^H^—.  /^ae^^az' 

et  la  différentielle  est  ramenée  à  la  forme  annoncée. 
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CHAPITRE  lY. 

INTÉGRATION  DES  FONCTIONS  TRIGONOM ÉTRIQUÉS  ET  EXPONENTIELLES. 


80.  Les  méthodes  employées  pour  intégrer,  lorsque  cela  est  possible,  les  diffé- 
rentielles qui  contiennent  des  fonctions  trigonomélriques  et  exponentielles  sont 
extrêmement  variées. 

L'intégration  par  parties  peut  servir  à  faire  disparaître  la  fonction  transcendante 
et  doit  être  essayée  toutes  les  fois  que  celle-ci  figure  comme  facteur  et  que  sa  diffé- 
rentielle est  algébrique. 

Les  applications  les  plus  remarquables  de  cette  méthode  sont  contenues  dans 
une  formule  générale  que  nous  allons  faire  connaître. 

Soit  à  intégrer  la  différentielle  VQ"  dx,  P  et  Q  désignant  des  fonctions  connues 
de  X.  Posons 

on  aura,  en  intégrant  par  parties, 

/"PQ"  dx  --  P,  Q«  -  /t  Jp,  Q"-'  ^  dx, 

fp.  Q'- ^^dx  =  V. Q»  ■  -  ( «  -  .  )  JP.  ^  Q" -^ dx', 

f\  Q--  ^  dx  =  P3  Q"  ^  -  (  /t  -  2)  j  P3  ^^  Q"--  dx, 

et  ainsi  de  suite  :  on  en  conclut 

(1)  fvQ"dx=zP,Q''  —  tiV.Q"-'  +  n[n-  ,)  P3  Q""^  -  .  •  •  ±  i  .2.3.  .  .  nP„+,. 

Appliquons  cette  formule  à  quelques  exemples. 
Soit  V  =  œ"'-\  Q  =  lx,  on  a 


p,  =  /  ^'«  '  dx = —,  p,  =   —  =  — ^  p.  =  1 7-,  ~ 

J  m  J    m    X         m-  J    m     .. 


c/x       X'"       ,,         r-^'"  dx       X'" 

—  =  -— '  •  •  •» 
X         in^ 
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et 


J  m  L  m  ^  '     m'  m"         J 

et  en  faisant  w  =  i, 

/  (/.r )"  dx  =  x[{ Ix}"  —  n ( Ix)"-'  4-  71  (n  _  , )  ( /^)«  -'  —  .  .  .  dzi  .2.3.  .  .  ?i]. 
Soit  encore  P  =  i,  Q  =  arc  sin^,  on  a 

Pi=  I  dx  =  X, 

^  f  xffx  . 

T>  /   dx  sji  —  .r  ' 

P3   =   -       /       ~..=^   =   -X, 

4  =  —  / .  =  s/i  —  -^S 

> 

et  l'on  voit  que  P,,  P^,  P^,...  forment  une  suite  périodique.  La  formule  (i)  devient 
donc 

,     fdx{^vc^mx)"=\x+'''^-''^  -n{n-x)  1^-- 

*^  ,  L  arcsin.r  (arcsin^)-' 

81.   L'intégration  par  parties  donne  aisément  les  deux  intégrales 
^^)  j  e'''cos  bxdx,       j  e<"^siï\bxdx. 

On  a  en  effet,  en  remarquant  que  e"^  est  la  différentielle  de  —, 

a 

f-  cos  hxdx  — f-  _   j  e^sinbx  dx, 

a  a  J 

fe"'sinbxdx  =  ^'-^''^-t   fe''rcosbxdx, 
J  a  a  J 
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et  (le  ces  deux  équations  on  déduit 

r                           nroshx  +  bs'mbx 
j  e"''  cosoxdx  -^ ,; e   , 

,      ,          as\nbx  —  bcoshx    ^^ 
e"-" sin bx dx  = ,  ,    ,, ^   • 


Ces  formules  peuvent  d'ailleurs  s'obtenir  plus  directement  de  la  manière  suivante  : 
On  a  évidemment 

/•  _  ^(a+6v^"i)x  ,       ,—  ■    {a  —  b\]—i) 

J'  '"'- a  +  bsf^i  ^'-^^' 

mais 

et  en  égalant  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires  des  deux  membres, 
on  retrouve  les  formules  précédentes. 

82.  L'intégration  par  parties  permet  de  réduire  les  expressions  plus  générales 
/  3  j  /  e"'  ces"  bxdx,       I  e"'  sin"  bx  dx  ; 

elle  donne  en  effet 

Ce"'  cos"bxdx  =  cos"6a:  ^  +  ^  /«'"  ces"-' 6a,-  sinbxdx. 

Une  nouvelle  intégration  par  parties  donne 

re"^cos''-^bxs\nbxdx  =  '-^cos''-^bxsmbx-'^^fe-[cos'^bx--in-^ 

et,  en  remplaçant  sin'^*^  par  i  —  co&-bx, 

I  e"^  CCS""'  bx  sin  bx  dx 
=  ^%os"-'6^sinZ>^--  fe-cos"bxda:  +  {n-i:^^  f e'- co^'"^ x dx , 

et,  en  substituant  dans  la  première  équation, 

(*             ,      ,         «  cos  bx  -A-nb^vn  bx  ,  "  [^'iz^' J  /,.  r...  eus"  '  bx  dx. 

I  e"'  cos"  bxdx  = a'':^r^b^ ^  «^  +  '^^6'     J 


#  4i 

#  -  m 
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Un  calcul  tout  semblable  donnera 

/.     ,      ,         a  ain  bx  —  nb  cosbx        .        ,          n(n — i),    T       .        ,      , 
e"sin" ba:dx= -j- e"''sm"-'bx  -+-  — — -/  6'  1  e"''sin"- 'bxdx. 
a'-hn'b'                                    a^-hn'b'     j 

L'application  répétée  de  ces  formules  permettra  de  réduire  l'exposant  n  à  zéro 
ou  à  l'unité,  et  d'effectuer  par  conséquent  l'intégration. 

Les  deux  intégrales  (3)  pourront  d'ailleurs  être  immédiatement  ramenées  aux 
précédentes,  en  remplaçant  cos"bx  et  ^\n"bx  par  leur  expression  en  fonction  des 
sinus  et  cosinus  des  multiples  de  bx. 

On  a  par  exemple 


/ 
/ 
/ 
/ 


e"""  ?,\n X  dx  =z  («sin^ — cos^), 

r  +  «' 

,         e"^ smx  ,      .  ie 

e°''sm'a:«a:=  — ;;-  (asin.r  —  acos^jH- 


a(4  +  a')' 


e""  ^vcî" X  dx  z=L («smx—  3  cos.r)  -\ (rtsm.r  —  cos:r), 

9  +  «  i  +  a^)   9  +  rt')  ' 


e"''  cosx dx=z (acos^  +  sin^), 

Car       ,     J         e"cos^.  .       ^  ae'»^ 

I  e"  cos'jc  dx  =  — (  a  ces  x  -\-  i  sm  x  )  -\- 


f' 


4  +  «'  ■  ^       rt(4  +  a^) 

C"' ces' 3^  AgOT 

e'"'cos'xdx= — -(acos^H-3sin^)+  ; — (acos^  +  sin^' 


83.  Toutes  les  fois  qu'une  différentielle  contient  en  facteur  l'exponentielle  e^, 
on  peut  faire  porter  au  choix  sur  l'autre  facteur  la  différentiation  ou  l'intégration, 
de  manière  à  obtenir  la  réduction  la  plus  avantageuse. 

Il  est  aisé  d'intégrer  ou  de  réduire  de  cette  manière  les  différentielles  de  la 
forme 

(4)  e'F{x]dx, 

OÙ  F(ir)  désigne  une  fonction  rationnelle. 

Si  d'abord  F(^)  est  une  fonction  entière,  la  différentielle  se  compose  d'une 

somme  de  termes  de  la  forme 

X'"  e''  dx, 
et  l'on  a 

i  X"'  f?'  dx  =  e'  X'"  —mi  x"'~'  e'  dx; 
l'application  répétée  de  cette  formule  réduira  l'intégrale  à 

/  e*  dx  — -  ^'. 
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Si  la  fonction  ¥  (x)  est  fractionnaire,  on  la  décomposera  en  fractions  simples,  et 
l'intégrale  se  réduira  à  une  somme  de  termes  de  la  forme 

L'intégration  par  parties  donne 

r   e' dx     _  e*  \       r     e'dx 

J  [x—  a)"  '~~^  {n  —  \){x  —  a)"-'        /i  —  i  J  (^  —  a)""'' 

et  l'application  de  cette  formule  nous  ramènera  à  la  transcendante 

r  e'dx 

J  X  —  a 

dont  l'expression  explicite  n'est  pas  connue,  mais  qui  elle-même,  si  l'on  pose 

X  —  a  =  3,  se  réduit  à 

rdze' 

J  1"' 

ou  encore,  en  posant  e'-  =y,  â 

rdy 

J  ir' 

84.  Les  différentielles  de  la  forme 

(5)  sin'^.r  cos"^û^a7 

peuvent  aussi  s'intégrer,  lorsque  les  exposants  m  et  n  sont  entiers,  à  l'aide  de 
réductions  successives.  On  a,  en  intégrant  par  parties, 

j  s'iïV" X  cos" X dx  =  I  cos"-'xcosxs\n"'xdx 

sin™-^'^  n  —  I     r  . 

= cos"-'^+ I  sin'"+'j;cos"~^^a^; 

m-h  i  m-h  i  J 

mais 

sin"'+'a7  =  sin"'^(i  —  cos-.r), 

et  la  formule  devient 

/,         sin"'+'jt:cos"^'^       n—i    T.                       ,         n—i    T.  , 

sm"" X cos" X dx  =z 1 /  sm"'^cos''-^^rf^ /  sm'"^cos"^'a:c; 
m  +  i                m  +  ij                                      m  -hi  J 

en  faisant  passer  le  dernier  terme  du  second  membre  dans  le  premier,  et  suppri- 
mant le  facteur -,  il  vient  enfin 

m  -+■  I 

(  A)         (m  +  „,|sin-xcos..</x  =  si„-.cos"-'x  +  („-„/sin-xcos-x<^.. 
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Cette  formule  permet  de  diminuer  l'exposant  n  de  deux  unités.  Il  est  bien  en- 
tendu que  si  n  est  négatif,  n  —  2  étant  plus  grand  que  n  en  valeur  absolue,  on 
devra  résoudre  la  formule  par  rapport  à  l'intégrale  qui  figure  au  second  membre. 
En  dirigeant  autrement  l'intégration  et  mettant  la  différentielle  sous  la  forme 

sin"'~'^  sin.r  cos".rû?^, 

on  obtiendrait,  par  un  calcul  tout  semblable, 

,„,  r.  ,  sin"'-'^cos"+'^        rn  —  ^r. 

(B)  /  sm"'^  Q.os>"xdx  = 1-  -    |  suT"-"=x  cos"xdx. 

J  m-h  n  m  -h  n  J 

Les  formules  (A)  et  (B)  permettent  de  réduire  à  volonté  l'un  des  deux  exposants 
de  deux  unités;  en  les  appliquant  successivement,  on  trouve 


J 


sin"'jr  cos"scdx  = sm*a; 


m-{-  n  \  m  -h  n 


{m-\- 


m  — I  /î-i      r. 

n){m-+-n—  1)  J 


Toutes  ces  formules,  ainsi  qu'il  a  été  dit,  augmenteraient  les  exposants  négatifs,  et 
l'on  doit,  quand  ce  cas  se  présente,  considérer  comme  inconnues  les  intégrales  qui 
figurent  au  second  membre;  on  obtient  ainsi,  avec  un  léger  changement  de  nota- 
tion, plusieurs  formules  dont  la  vérification  directe  est  facile,  et  que  nous  nous 
bornerons  à  écrire  : 

/sin"'a:   ,                sin"-'^              /n  —  t    rsir\'"-'.v    , 
-,-„—  dx  =  ^ — —  / dx, 
cos"x             (ai  — i)  cos"~'jr        n  —  ij   cos"^'a: 

/cos"37   . —  cos"-'j:  «  —  I    Z'cos"-^^ 

sin'"^       ""  {m  —  j)iiin"'-'x  ~  m -^  J  sinr  ^    ■^' 

f         ^^  —  _  ^_ m-\-  n—1   Ç 

J  sin^x  cos''jr  "~       (  m  —  i  )  sin'"--^  cos''-\r  m—'i     J  sirV"- 

r  ^^      _ '  m-\-  n—  7.  r 

J   HiiTx  cos"a:  ~  [n—  i)sin'"-'a:  cos''-'^  "^        n^i      J  sïn"'a; 


dx 

'^X  ces" or 


dx 


C0S""~':r 


Les  formules  précédentes  deviennent  illusoires  dans  le  cas  où  les  dénominateurs 
m~  \  et  /i—  I  sont  nuls.  On  devra  dans  ce  cas  avoir  recours  aux  formules  (A) 
et  (B)  qui  donnent 


\.    Celle.  i/U. 


/si n'" X  _       sin"'-'.r         rsin""  --xdx 

cosx  ~        m  —  I        J        COS.Z- 

/oos".r  _  cos"-',r         rcQS"-^xdx 

sin.r  ~    n  —  i        J        sin.r 


ro 
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L'application  successive  des  formules  précédentes  permettra  de  réduire  dans  tous 
les  cas  les  exposants  de  s'incc  et  de  cos^,  en  ramenant  l'intégrale  /  sin'^x  cos".vdx 
à  l'une  des  suivantes 

I  dx  smx  =  —  ces  or, 

2  ,  I 

— —  =  /tang-.r, 

COS^  .,  X  "2 

■? — • 

langv  X 

/dx            f*         dx                     ,           /tt       x\       ,  Ir.       x\ 
=    / =  —  /  tang  U \r^l  tang    7  +  - 

/•        (/x  /*    dx 

— =  2  I  -r— —  —  Uang.x', 
sma;cos*-         j  sin2ar 

/ 
/ 


-     "> 


dx  sin  X  , 

=  —  /  CCS  a.', 

cos.r 

'  ç,Q^xdx 


=  /sinx. 
sm.r 


85.  En  appliquant  la  formule  (  Bi  au  cas  où  l'exposant  n  se  réduit  à  zéro,  on 
obtiendra  l'intégrale  /sin'"a?c?^  dont  l'expression  générale  est,  en  supposant  bien 
entendu  l'exposant  m  entier,  lorsque  m  est  pair  et  égal  à  ik, 


suV'xdx  =  —     -.-    s\n''''-'x  H , sm^''  -  x  -+-  )—, -^^ ■^-.  sm^"--,z-  +  •  .  • 

2/i"    1  2/,— 2  (2A  —  2)(2/r  — 4) 

1.3..  .(2/,— i)     .        I        i.3...(2/*  — 
H y j—j -.  s\nx    -4- > ï 

2.4.  •     (s/i   —  2  !  J  2. 4... 2/, 

et,  lorsque  m  est  impair  et  égal  à  2^'  h-  1 , 
/  sin''+'.r 


dx 


cosx 

2/1    +  T 

.     ;                2/r        .     , 
sur  .X-  -\ T—  sin-*" 

2/i-  —  I 

-J»; 

2  /r  (  2  /r  — 

2) 

V..4.       .2/,- 

sm'''  -  '  jfc-  -f  .  .  .  ^- 


2/<   —  Ij(2/i   —  3)  I.3...(2/<    —  Il 
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On  trouvera  de  même 

2/,—  I         ,  ,  (2/r—  I  )(?./»•—  3 


COS'"'^ 

1.3. ..(-ik —  I 


a7, 

2/r 


2.4--^"— 2        j       2.4... 

/cinj?      r  2 A"  ,  2.4-  ••2A'       H 

cos^'-' X dx  =  ^—  I  cos^' X  +  -^-:::-  cos-'  -^  + . . .  +  773:7(^-317)]  ' 

86.  L'application  répétée  de  la  formule  (C)  donnera,  en  y  supposant  m=Ti, 
dans  le  cas  où  m  est  pair  et  égal  à  ik, 

et,  lorsque  m  est  impair  et  égal  à  2^  +  i, 

Aang.'-  :.  d.r  =  ^^5?'^  -  '-"4^---'"  +...  +  (-»'-  '^^  +(  -  .  )'*'  '  nos.. 

J  2  /*■  2  If  —  2  ^ 

On  trouvera  aussi 

/dx        ,  X 

--. —  —  log  lang  -  ? 
sm:r  "  2 


-; =  COl^, 


r  dx    _ 

J  sin^^r 

C  dx  cos.r     ,    ,       ,        X 

I = — h-  log  lang  -  -, 

J  sin'.r  2  sin'^  2 

/  -^4-  =  —  -^  col.r  ( h  2  ) , 

J  sm'^c  3  \su»=.r  / 

/dx              1            /      I                3      \       3  ,  X 

_^^  =-  -7  coi^     —  —  H r—    +  o  log  lang  -  • 

et  ainsi  de  suite; 

/dx         .  (v:       x\ 


r  dx  _ 


lang^, 


X 

+  - 
2 


fdx  sin.r  ,  /t: 
.  — +  log  lang  7 
cos'^       2C0s-jr  \4 

f*  dx  I  /      I  \ 

I —  —  ïï  langer     — ha, 

J  cos'.r       6  ycos-'.r  / 

i        ^.  —      tangj:    ^ \ 4-  7|  log  lang  I  -  +  - 

et  ainsi  de  suite. 


10. 
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87.  L'intégration  des  différentielles  de  la  forme  s\n"' oc  cas" x  dx  peut,  dans  des 
cas  très-étendus,  se  faire  plus  simplement  que  par  l'application  des  formules  de 
réduction.  Si,  par  exemple,  l'un  des  exposants  m  et  n  est  un  nombre  entier  positif 
et  impair,  l'autre  étant  quelconque,  l'intégration  directe  est  très-facile.  On  a  en 
effet 

y;in"'.cos^"^..^.^j;in'".(.-sin^.)'.^.cos., 

et,  en  développant  la  puissance  de  (i  —  sin-.r),  tous  les  termes  deviennent  inté- 
grables  à  l'aide  de  la  formule 


f 


sin''.T  coso:  ax  =  : 


on  intégrerait  de  même 


P- 

cos"^  sin^'"^'  X  dx 


en  la  mettant  sous  la  forme 

cos"^(i  —  cos'^)'"  sin^t:  dx. 
88.  Supposons  en  second  lieu  que  dans  la  différentielle 

siii"':r  cos".r  ^/^' 

la  somme  m -h  n  des  deux  exposants  soit  un  nombre  entier  pair  et  négatif  —  2p. 
On  écrira 


I  sm"'x  cos".r  dx  =  1  ■ cos""^" x  cfx  ; 

J  J    COS'"^ 


mais 


cos-:c  = 


et  l'intégrale  devient 


I  -f-  lang'^ 

cos"'"^-"ar  =  (i  +  lang^^)/*, 


/• 


tang"'^(i  -+-  lang'x;/""'  flftang^, 


et,  en  posant  tang^  —  z, 

z""  (i  +  z-)i'  '  dz, 


f 


qui  s'intègre  immédiatement. 


89.  11  est  commode,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  d'exprimer  les  puissances 
de  sinajetde  cosic  en  fonction  des  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  x,  de  manière 
à  n'avoir  plus,  dans  l'expression  réduite,  que  les  premières  puissances  des  lignes 
trigonométriques. 
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On  a  (I,  385) 

{7.cos.Tf'=  9.cosiIf.x  +  2.9./iC0s(9./)—  2).r  4-  ^'  •  ^-  M  ^-  '  ~  '  )  cosf  2/,—  A)t  -h 

r .  2  ^  ' 

nk{ik  —  \). .  .{k  -^\) 

H 1 ) 

1.2. . .k 


(2COS.r)^^+'  =  2Cos(2/r  +  i)^  +  2(2/,-  +  i)  cos(2/i- —  i).r  +. 
( 2 /»•  --f-  I )  9./r . .  . ( /(■  +  2 ) 

et  par  conséquent 


I  .  2  .  .  .  /f 


J  2-'*^'  L        2/,  2//—  9.  1.2  2/f  —  4  "^ 

2/,-(2/)-—  l)...f /(■-+-  l)        -| 
1.2.../.  J 

2*L         2/f  +  I  ^ 


2/r-i  ^ 

(2/r  +  i)(2/r-i)  sin(2/,--3):f    ,              (2/r-+-i).    .(/r  +  a)  1 

1.2  2/r-3  -+•••-+-  TT^rrj^ ^in^-J 

On  trouverait  de  même 

^  2-    '    L      2/;r  2/r-2         "^    "      ,.2  ^nr^ ^"' 

+  (  _  I  )t^  1  ?Jii3j[_ZL'^  )  •••(/*'  +  2  )  sin  2 ,r 


.2.../r 


I 


'         ry^Tjr       2J 

/  sin^^-^'  r  dx  —  il-'-li^'  r^2^- /.•  +  I  )  X  cos(  2 /f  -  r  ) .r 


,       ><  (2Aj4-_0...i7r  +  2 


r.2.../r 


On   peut  aussi   simplifier  certaines  différentielles  en  décomposant  sinm^  et 
cosw.r  en  produits. 
On  a  trouvé  (I,  404) 

C  étant  une  constante  aisée  à  calculer.  On  a  en  effet 

sin(2/r-f-  3).rr--  2  sin(2/r  +  i).r  cos2.r  —  sin(2/,  —  i)  .r 

=  2sin(2/,+i)x(i-7.sin'x)-sin(2/,  -i)^, 
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et  par  conséquent,  si  dans  le  développement  de  sir\(9.k-\-])x  le  coefficient  de 

sin-^'^'a?  est  C,  dans  celui  de  sinf2^+  3)x  il  sera  —  4C',  et  comme  pour  ^^  =  i, 

on  a 

sin3.r  —  3  sin^  —  4^i'i^^> 

il  en  résulte,  quel  que  soit  k, 

C'  =  (—i  )'■?/'■, 
par  conséquent 

sinfa/r  4-  i)x  =  (  —  i  '•s'''  sin.r  Is'in^x  —  sin-  —r- — 1  (sin'.r  —  sin-  — ,--- — \  • .  • 
^  ^  \  ■ylf  +  AJ  \  ?./.■  + 1/ 

/     •     o  -,         /l'TT      \ 

X    sm-^  —  sm' — ; : 

\  2  /r  +  I  / 

et  comme  on  a 

sin':r  —  sin'a  :=  ces  a  —  cos-,r, 

.sin(2/r  +  i)-^  =  ^''*sin^(  cos^r  —  cos^  -.— — I  (cos%r — ces-  — ; •]  ••( cos-.^'  —  cos^    .'  ''     ]-, 

^  '  \  a/r  +  i/V  -z/f-hi)      \  2/r  +  i/ 


on  a  aussi 


-  sin?./i  X  =  ■?.'•'■  '  sin^  cos^  (  cos'.r  —  cos'  -^  )  (  cos':r  —  eos^  ~T  )  '  *  ' 
X    cos-.r  —  CCS- — —    • 

Il  suffit,  pour  le  démontrer,  de  remarquer  qu'en  vertu  de  la  formule  précédente  et 
de  l'identité 

sins/r  x  =  ■?.  sin  (oh  —  t)x  cos^  +  sin'^a/r  —  i)x. 

S'il  est  démontré  que  sinfs^—  2)00  est  exprimable  par  une  fonction  de  la  forme 
sin.r  F(cosa?),  F  étant  une  fonction  entière  de  degré  ak  —  3,  sïn^koo  sera  expri- 
mable par  sin  a;  F,  ^cosao),  F,  étant  une  fonction  entière  de  degré  2^  —  i.  On  peut 

donc  écrire 

sin2/ra:  =  sinxF,  (cos^), 

et  comme  les  racines  de  l'équation 

sin  2^  a; 

sont 


sin  a: 

COS^: 

=:±  ces 

71 

COS^: 

=  ±008 

271 

cosa?  : 

=  ±cos 

2/r 

l5 

cosa? 

—  0, 
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on  aura 


sina/rjt-  =  C,  sin:c  cos^  1  cos-.a;  —  cos'  —V  1  (  cos-.r  —  cos'  —.-1 


[ 


X    cos'.r  —  cos' 


(/.-—  nr 


I  )  r] 


On  trouvera  enfin  d'une  manière  toute  semblable,  et  quel  que  soit  l'entier  m,  pair 
ou  impair. 


Q,0'S,mX  =  2" 


1  CCS  X  —  cos  ---  - 1  ( 
\  2m/  \ 


cos 1  I  C0S.X'  —  cos 


C0S.X'  —  cos 


{im  —  1 177 


2m 


90.    Les  formules  préeédentes  permettent  de  décomposer  les  fractions  de  la 
forme 


COS/'.r         cos/'.r 


cos-'' a; 


zo'&nx       sxxiiix  X       sin(2  7f -t- i).r 

en  fractions  plus  simples.  En  supposant  dans  la  première  n  >>/>,  dans  ly  seconde 
2/i  >/>  +  I ,  et  dans  la  troisième  in~^ p,  on  a 


Vx  t      •^ 

\nx       n     ^ 


cos^'.r         t 

COSJ 


.       (2/,-  +1)7:  (2/^-1-1)77 

sm —  cos''  ^ — 


2W 


in 


cosx  — ces 


(  2  /r  -4-  I  )  t: 


in 


l.—u-\ 


^mo.nx       2/îsin.r 


[. 


i)'-'-'sin'  —  cos'  — ,  -  H -,— 

m  -2.11  I  hiz  lîT. 

COS.3;  — cos —       cos.r-t-cos  — 

in  in 


(iOSl'X 


sin(2/t  +  ij.r       {in  +  i)s\nx 


1)1'^'  sm- cos- 

m  -\-  i  m  -h  i 


X 


[ 


(-1)/- 


fiT  kr: 

cosx  —  cos  — -        cos.r  +  cos 

in  +  i  2  «  +  I 


Si  les  inégalités  admises  n'étaient  pas  satisfaites,  on  pourrait  toujours  remplacer 
dans  les  fractions  considérées  le  dénominateur  par  le  produit  qui  le  représente,  et, 
laissant  de  côté  le  facteur  sinx,  effectuer  la' division  du  numérateur  par  le  polynôme 
en  cosa7,  de  manière  à  décomposer  l'expression  en  un  polynôme  entier  multiplié 

par    ,-    >  plus  une  somme  de  fractions  simples  de  la  forme  -. , -, ;  • 

'        5m.r    ^  ^'  smxia+hQosx] 
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91.  L'intégration  d'une  différentielle  de  la  forme 


cosnx 


dx 


se  ramènera,  d'après  ce  qui  précède,  à  une  somme  de  fractions  simples,  telles  que 

dx 


cosa  +  Q,osx 


dont  l'intégration  est  facile. 
On  a  en  effet 


X  -\-  ex.  X  —  oc 

cosa  +  cosx  =  2  ces ces  -  ) 

2  2 

X  -\-  o(.         X  —  a         .    X  —  a         x  -\-  ce 
sma  =  sm ces —  sm ces 1 

2  2  2  2 


et  par  conséquent 


.    X  —  a         X  -\-  a.         .    X  -\-  (X         x  —  a. 
j  ,     sm cos sm ces 

dx  —  dx  2  2  2  2 


cosa  +  cos.r       2sina 


/ X  ■+■  a\  ( X  —  a.\ 

cos(^-^)cos(^-^-) 


et 


/; 


cos I  •+-  tang  -  tane;  - 

I  2       I       .  '^  2         "2 


cosa4-cos;c       sma           ^  +  a       sma  x  ce 

cos I  —  tang  -  tang  - 


^.-;^sect.hyp.(langftang|) 


ces/'  X 


92.  Les  différentielles  de  la  forme  -~-       dx  se  décomposent  en  fractions  sim- 

sm^i^c  *■ 

pies,  telles  que 


dx 


sin^(a  +  h  coso^) 

dont  l'intégration  est  facile.  On  a  en  effet  identiquement 

T  />-sin^  a  —  ^  cos.a; 

sin.r  (a  +  6  cos.r)       \oi'- —  h^ ]  [a  -\-  h  cos:r)       (a- —  b'^)  sin.r 

et  par  conséquent 

/dx  — h       r  hsinxdx  a        Ç  dx  b         rcosxdx 

sin.r(«  + 6  cosx)       à- — b' J   a-\-bcosx       a- — b^  J   sina:       a' — b^  J      sino; 

b       ,,          1            V            fi       ,          ^            b       ,    . 
l{a  -h  b  cosx)  H — : — y  l  tang  — l — 1-  l  sm:r. 


a-—b'^  '       a'—b'  ^1        a'—b' 
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93.  L'intégration  par  parties  permet  de  réduire  successivement  les  différentielles 
de  la  forme  ce'"  s'mœdjc,  x'"  co^xdx,  x'"  œ^'  dx,  on  a 

/  X'"  sin  X  dx  =^—  x'"  cosx  +  m  1  x""  '  cosx  dx, 

I  X'"  cos^  dx  =  X"'  s\x\x  —  m  \  .r'"   '  sin.r^^, 

x'"  a^  dx  =  — Y    \  X""  '  a^  clx. 

Lorsque  m  est  entier,  l'application  répétée  de  ces  formules  ramène  les  intégrales 
cherchées  à  l'une  des  suivantes  : 

/  sin .r  dx  =  —  cosx ,       j  cosx  dx  =  sin ^,       j  a''  dx  ~  —■ 
On  trouvera  par  exemple  : 

/  j;sinj7  f/^  =  sin.r  —  .rcos.r, 

I  x-s'mx  dx  ^-ix  sinx — {x'' — ?.)cos.r, 

I  x^  s'in  X  dx  =  {3  X-  —  6)  sin^  —  {x^—  6x)cosx, 

l x'sinxdx  =^(4^'—  24^)sinx  —  {x'—  \'2x''+  24)  cos.r, 

et  ainsi  de  suite; 

/  X  cos.r  dx  =^  cos.r  4-  ^  sin.r, 

j  x^  cosx  dx  =  2 or  ces X  +  {x-  —  2  )  sin ^, 

/  x^  cosx  dx  z=  [^x"- —  6)  cos^  +  (^^ —  6.r  )sin.r, 

I  X*  cosx  dx  =  (4^'—  24^)  cos^  +  {x* —  12^'+  24)sin^, 

et  ainsi  de  suite. 

94.  Parmi  les  formules  analogues  aux   précédentes,  nous  citerons  celle  qui 
permet  d'abaisser  l'exposant  n  dans  l'intégrale 

r  X  dx 
1   sin"^' 
On  a 

d    nx  (OS .r  +  sin.r //'x  sin^r  —  /i  ( «  +  i  )  r 

dx  sin""^'.r  sin"'^-.r 

l.    Cale.  tut.  "  I  I 
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et  par  conséquent,  en  intégrant  les  deux  membres  et  transposant, 


/x  dx    nx  CO'A  X -{- s\ï\  X  n        f* 

sin"+'a:  n[n-\-i)sm"-^'x       n  +  ij 


X  dx 

S\ï\"  X 


et  par  Tapplication  répétée  de  cette  formule  l'intégrale  /  -?-—-  se  réduira,  suivant 
que  «est  pair  ou  impair,  à  /  ^^— ^,  qui  n'est  pas  exprimable  explicitement,  ou  \ 

r  X  dx  r        , 

\  -^—.7-  =  —  .r  col.r  H-  /  coXx  dx  =  —  a:  cota:  +  l  sinx. 
J   sm-x  J 

On  trouverait  de  même 

/x  dx     nx  sin.r  —  cosx  n        f  x  dx 

cos""^''.r       n{n  +  i)cos"-^'x       n-\-ij  cos"x' 

par  laquelle  l'intégrale  pourra  être  réduite,  dans  le  cas  où  n  est  pair,  à 


/ 


X  dx  , 

— —  =  X  iang.r  +  /  cos.z-. 
cos'  X  ^ 


On  a  par  exemple 
X  dx 


f 
f 


—  X  cotx  +  /sin.r, 


sin^.z- 

X  dx  sin.r  +  2.r  cos^       2 

-7— —  = Ti — r-r -Tiix  COl^'  —  f  SIÏÏX  ), 

sm*.r  b  sm^.r  3 

X  dx            sin.r  H- 4^cos.r       4  sin.r  +  2.3;  cosor        8  ,   .       , 

—  ;^(.27CGlj: — Isinx), 


sin"x  20  sin^^•  5  6sin'.r  i:j 

et  ainsi  de  suite; 


/ 

/ 


X  dx  , 

-—  =  X  tang.r  +  /  cosjr, 

X  dx        2.rsin.r — cos^       2,  , 

-, —  = T- ;; h  :;r  {.nang.r  +  /cos.r), 

cos^z-  6cos-^.r  3^  ^  ' 

X  dx        4-^sin.a;  —  cos.r       A.:ixsinx  —  cos.z-        8  , 

_— __  — . (_ 1 —   (^  langer  +  l  cosx), 

cos''x  2ocos".r  5  6cos^.r  i5  ^  ^ 


et  ainsi  de  suite. 

95.  On  peut  réduire  par  décomposition  les  différentielles  de  la  forme 


cosnxdx       dosnxdx 
cos/'.r  smi'x 
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On  a  en  effet  identiquement 


cosw.r        2C0s(n  —  i)-^       cosf/i  —  7.)  a; 


cos;ix ?.  sin(/i — iVr       cos(n  —  air 

sin^^  sin/'-':r  s'xni'x 

et  par  conséquent 


COS(«  —  2.)  X  (I.T 

cosi'x 


r  cos  nxdx /*cos(n  —  \)xdx        f* 
cosPx  J  cos/'-'.r  j 

/  cos  nxdx rsinin  —  jjxdx        rcos{n — 2)x 

sin/'.r     ~         J  sinP-'x  J  sini'x  ^' 

On  trouvera  de  même 

/s'xnnxdx           r  s\x\{n—  \)x    ,          C  s\r\in—  -y^x   , 
-        „        =-2  1 dx  —  I   ^ — dx, 

/sinna:        _      Ç ç,o<s>{n  —  \) x    .  /'sinf /?.  —  ?.  !r 

sxnp X  "   "    J       s\ni'-'x  J         sini'x       ^'^^ 

et  l'application  répétée  de  ces  formules  facilitera  l'intégration  des  différentielles 
auxquelles  elles  se  rapportent,  en  les  réduisant  à  d'autres  de  même  forme  et  de 
plus  en  plus  simples. 

96.  La  méthode  d'intégration  par  substitution  peut  aussi  s'appliquer  avec  succès 
aux  fonctions  transcendantes.  » 

Toute  différentielle  de  la  forme 

F  (sin:r,  cos^j^/:r, 

dans  laquelle  F  désigne  une  fonction  rationnelle,  peut  être  rendue  rationnelle  par 
rapport  à  x.  Si  l'on  pose  en  effet 

I 

tang-  X  =^  z, 

on  a 

s\nx 


cosx  =z 


dx  ■=. 


1  +  2^ 

I  —  z^ 
— -, 

\-\-z-- 
idz 


et  la  substitution  de  ces  valeurs  rendra  la  différentielle  rationnelle  par  rapport  h  ::. 


1 1. 
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97.   La  méthode   précédente  est  générale,   mais  on  peut  souvent  recourir  à 
d'autres  artifices  plus  avantageux. 
Soit,  par  exemple,  la  différentielle 


dx 


On  peut  l'écrire 

et,  en  posant 
elle  devient 

qui  s'intègre  aisément. 
98.  La  différentielle 


a  sXvy^x  +  b  cos^.^• 

dx 

QOS-X 

a  tang^^r  4-  b^ 

lang.r  =  z. 

dz 

az-  H-  b  ' 

dx 

a  +  b  CCS  X 


s'intègre  de  deux  manières  différentes,  selon  l'ordre  de  grandeur  absolue  des  para- 
mètres «  et  6  :  lorsque  j  est  en  valeur  absolue  moindre  que  l'unité,  on  peut  poser 


-  =  cosa,  et  1  on  a 


,    r      dx      _  ^  r 

J   a  +  b  cos.r        b  J    cosa 


dx 

+  COSJf' 


et  l'intégrale  a  été  donnée  (91).  Elle  s'applique  à  tous  les  cas;  mais  il  vaut  mieux 
ne  pas  l'employer  lorsque  cosa  est  plus  grand  que  l'unité,  parce  qu'alors  a  est 
imaginaire. 

r  fl  I)       •.  '  .  b  ,, 

Lorsque  j  surpasse  1  unité,  on  peut  poser  -  =  cosa,  et  1  on  a 

dx  I  dx 


a-i-bcosx       a  i  +  cosacos.r 
Mais 

I  i  +  cosacos:r  i4-cosacos.r 


I  4- cosa  COSA'       (i -j- cosa  cosa.- j-        i  + '2  cosa  cos.x' H- cos'a  cos-.:^.- 

I  -h  cosacos.3? 


i4-cosacoâ.r  (cosa -h  COS. r)' 

(cosa  +  cos.r)'4- sin'asin'.r  sin'asin^.r      ' 


cosa  +  cos^)^ 
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mais  on  a 

,     sinasin.r  .         H-cosacos.r    , 

d =  sina T,  "•^> 

cosa  +  cos^  (cosa  +  cosxj^ 

par  conséquent 

Ç i- -,  -  =  _i-  arc  tang    "^^p^-  =  -.|-  arc  la.,g  (tang  f  tang  ?) 

J  ,  a- Po»;^  ros.r        sin  a  °  CCS  a  +  CCS  a:        sin  a  \  ^  2; 


1  +  cosacos.r       sin  a 
99.  L'expression  plus  générale 


dx 


a  +  6  ces  a:  +  6'sin^ 

se  ramène  aisément  à  la  précédente.  En  faisant 

h 

-  =z  cot  oc, 

c 

elle  devient  en  effet 

dx 

a  +  sj'h-  +  c'  cos [x  —  a) 
et  en  posant  a;  —  a  =  :;,  on  rentre  dans  le  cas  précédent. 
100.  Citons  encore  les  deux  formules 

X  -{-  X 


f: 


,  Sin 

dx  12 


sin  a  +  sin  .r       cosa  x  —  oc 

cos 

2 


Jdx                   2  r         /'t:       •■k\  i't:       ^\1 
^ ^^-    = arc  tang    tang    7  +  -    lang    7  —  -     h 
i-f-sinasina:       cosa              ^L          \4       ^/  \4       ^/A 

qui  peuvent  se  déduire  des  précédentes  ou  s'obtenir  directement  par  des  moyens 
semblables. 

101.  La  différentielle 

dx 

[a  -\-  bcosx]" 

peut  s'intégrer  par  des  réductions  successives. 
Posons  en  effet 

J*  dx  Asinx  r    B  +  Ccosj;       , 

(a  +  bcosx)"       («  + />  cos.r  )"   '      J  [a -\- b  cosx)"^' 

A,  B,  C  étant  ti'ois  constantes,  que  nous  déterminerons  de  manière  a  rendre  les 
deux  membres  identiques.  En  differentiant  les  deux  membres  de  l'équation,  et 


se»  DEUXIÈME  PARTIE.  -  CALCUL  INTÉGRAL, 

identifiant  les  résultats,  on  trouve 

I  =  Acos^  {a  -{-  b  cos^)  -+-  {n  —  i)Ab  sin-.r  +  (B  +  C  cos.r)  [a  +  h  cos.r)  ; 

en  remplaçant  sin'-^r  par  i  —  cos'^a;,  et  remarquant  que  l'équation  doit  avoir  lieu 
quel  que  soit  cosa?,  on  en  déduit 

(/i— i)  A6  +  Ba=  I, 

A— («  — i)A  +  C  =  o, 
et  par  conséquent 

I  h  n  f.       n  —  il) 

n  —  i  b^—  a'  o.'  —  b'  n  —  1  b- —  a? 

et  la  formule  de  réduction  est 

dx  I  b  sin^ 


J  (« 


bcos^Y  n — I  à- — />•'  [a  '\-  b  cosx)'" 

I         r  [n  —  i)« — [n — 2)6cos^ 


n—id'—b'j  [a  +  bcosx)"-' 

On  a  d'ailleurs 

{n —  \)a  — {n— 'y.)b  cosx  —(«—?.)  {in  — 'à)  a 


\a  +  b  cosx)"-'  {a  +  b  cosx}'—^       (a  +  bcosx)"-' 

et  la  formule  devient 

r  dx  _  />sin.2:  n  —  ?. Ç  dx 

J  [a  +  b  '(zosxf  ~ ~  [ûT—  'i ]'[a'^^'b-')[a  +  b  cos'^7^       [n  —  i){a' —  b'')  J  {a  + bcosxf- 

{1  n  —  3)a        r 

'-^{a^^b^)  J  ( 


{m  —  3  )  a        r  dx 

'  n  —  i)(a-  —  b'')  J  (a  +  b  ces  a:- 1"-' 


et  par  l'application  répétée  de  cette  formule,  quel  que  soit  l'exposant  entier  /i,  on 
le  ramènera  à  l'unité. 
On  trouve  ainsi 

/dx  />sin^  a        r        dx 

[a  +  b  cosx )-'  ^^  [b''—  a-){a  +  b  cos.r )       a-  —  6'  J  n 


b  cosx 


f  dx  I         r(6' — a-)bs\nx  dabsinx     '  m- +  b-     C 

j  [a  +  bcosx)'  ~  {b-  —  a-)-  \_i{a-+- b  cosxy       ^{a  +  bcosx}  \       i{b'—  a-)-J  ( 


a-hbcosx 


et  ainsi  de  suite. 


102.  L'intégrale 

''  dx  cos^r 


Ja. 


v'cosn.r 


LIVRE  PREMIER.  -  INTÉGRALES  DÉFINIES  ET  INDÉFINIES.  87 

peut  être  ramenée,  comme  il  suit,  à  celle  d'une  différentielle  rationnelle.  Considé- 
rons la  différentielle 

( cos.r  -+-  y/ —  I  sin  .r  )  dx 

, 

y/coswa: 

et  posons 

cos.r  +  V  —  I  sinx 


on  en  déduira 


et  par  conséquent 


u: 

I  ni  ' 


cos/i^  +  i/ — I  smnx  , 

* _        _    :rr:  i  +  J —  i  laHff  W.r  ==  M". 

cosn.r  * 


tang/i^  =::  y/ — i  (i  --.  u"), 
ntlx{i  H-  lang^nx)  =  —  nu"-'  y/ — i  du, 
—  yj—i  w"-'  du 


dx  = 
dx  = 


l'expression 


2  M"  —  M'" 

—  V^ —  I  du 

U{2,  —  U"  )' 


,    cos  X -h  sj  —  î  siï\  X  )  dx 

\lcosnx 


est  donc  transformée  en  une  différentielle  rationnelle 

—  \/ —  I  du 


2  —  u" 


On  devra,  après  l'avoir  intégrée,  remplacer  u  par  sa  valeur,  et  le  coefficient  de 

—  I  sera 

dxcosx 


J  y 


\/cosnx 

103.  Soient  encore  les  différentielles 

ces  px  dx 
cosnx 

s\n  pxdx 

) 

C0S/i:c 

où  n  et/)  désignent  des  nombres  entiers.  La  première  est  la  partie  réelle  et  l'autre 
le  coefficient  de  V—  i  dans 

cospx  -+-  v^— I  s'inpx  , 
cosnx 
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On  a  identiquement,  en  multipliant  les  deux  termes  par  cosnx+  V  — f  sin/za:, 

cosj^.r  +  y/— I  sin px^  _     cos (/?  +  «) .r  +  y'—  '  sin (/;  +  n  ) x- 
cosnx  1 -h  cos  "2  «.r  +  \/ — isin2/i.r 

Si  donc  on  pose 

cos.r  +  v' — I  sin.r  =  z, 

dx{—s\nx  ^  v/— I  cos.r)  =:z  y  — i  dx  =  dz, 
on  aura 

cosy9.r  H- y/— I  sin/?.r    .    ■2.dzzP^" 

GOS/IX  _2  i/ I  (  I  +  2""  ) 

et  le  calcul  est  ramené  par  conséquent  à  la  recherche  d'une  intégrale  rationnelle. 
104.  Un  artifice  analogue  permet  d'intégrer  les  différentielles 

cos  px  dx 
sinn.^- 

sxwpxdx 
'à'ïïxnx 
qui  se  déduiront  évidemment  de 

/cos/?.r -t- y' — \<s>\wpx   , 
s'xunx 

Or  on  a,  en  multipliant  par  tosnx  ~  y  —  i  &mnx. 


cos 


px  H-  \  —  I  s'inpx —  [cos(/?  —  n)x  ~\-  \j —  i  sin  {p  —  n)x'\  y/ — i 


—  2 


^l'i"-^  I — cos2».r-4-y  —  isminx 

Si  donc  on  pose 

cos.r  H-  y'  —  I  sinx  =  2, 
et  par  conséquent 

,  dz 

dx  ■=  — - —  , 

z  \/ — T 

on  aura 


cospx  -h  y'  —  I  sin  w.r    ,  —  zi'~"dz         z''^"'^  dz 

. -C ^ r_  ^^  _ ^^_  _ 

sin/î.r  /  1   \  I  —  z^" 

et  l'intégration  est  ramenée  par  (conséquent  encore  à  celle  d'une  fraction  rationnelle. 


m^^Wë<S.-^Sim^ 
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CHAPITRE  Y. 

SUR  L'IMPOSSIBILITÉ  DE  CERTAINES  INTÉGRATIONS. 


105.  Le  nombre  extrêmement  limité  des  différentielles  que  l'on  sait  intégrer  ne 
s'est  pas  accru  d'une  manière  notable  depuis  les  premières  études  sur  le  calcul 
intégral,  et  tout  porte  à  croire  que  la  plupart  des  intégrations  sont  impossibles  à 
l'aide  du  petit  nombre  de  signes  analytiques  cboisis  pour  représenter  les  fonctions 
arbitrairement  nommées  fonctions  simples.  Plusieurs  Géomètres,  en  étudiant  cette 
question,  ont  obtenu  des  résultats  remarquables  dont  les  plus  simples  font  l'objet 
de  ce  cbapitre. 

Théorème  <£  Ahel. 

106.  En  désignant  par  j  une  fonction  algébrique  de  la  variable  x,  c'est-à-dire 
une  fonction  définie  par  une  équation  rationnelle 

(i)  F(.r,  r)  =  o, 

si  l'intégrale 

I  ydx 

est  elle-même  une  fonction  algébrique  de  x,  elle  est  exprimable  par  une  fonction 
entière  de  r  dont  les  coeOlcients  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x. 

Admettons  en  effet,  ce  qui  évidemment  est  toujours  permis,  que  la  fonction 
F(x,j)  =  o,  qui  définit  la  fonction  r,  soit  irréductible,  c'est-à-dire  du  moindre 
degré  possible  par  rapport  à  r,  posons 


jfdx=u, 

Y  désignant  une  fonction  qu'il  faut  considérer  comme  parfaitement  déterminée 
entre  les  limites  de  l'intégration  et  qui  devra  être  distinguée  par  des  indications 
suffisantes  des  autres  solutions  de  l'équation  (i). 

Admettons  qu'il  existe  entre  x,y  et  u  une  relation  algébrique 

(?)  ?(^»r>  u)  =  o, 

I.    Cnlc.  inf.  1 1 
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que  l'on  peut  toujours,  comme  on  sait,  supposer  rationnelle  et  irréductible  par 
rapport  à  u. 
On  en  déduit 

d<ù       do  dr       do  du 
^    '  dx       df  dx       du  dx 

l'équation  (i)  donne  d'ailleurs 

^^'  dx        df  dx         ' 

.       , ,   .    ,     dr  1  ^  du 

En  éliminant  entre  ces  deux  équations  la  dérivée  ^  et  remplaçant  ^  par  sa 

valeur  y,  on  obtiendra  une  relation  de  la  forme 

(5)  ^{x,y,u)-=o. 

L'équation  (2)  étant  irréductible,  il  résulte  d'un  théorème  bien  connu  d'algèbre, 
que  les  équations  (2)  et  (5)  ne  peuvent  être  satisfaites  par  une  même  fonction  u, 
sans  que  toutes  les  solutions  de  (2)  satisfassent  également  à  l'équation  (5).  Mais  j 
étant  toujours  la  fonction  déterminée  de  x  dont  l'intégrale  est  représentée  par  w, 
si  M,  désigne  une  racine  quelconque  de  l'équation  (2),  on  aura 

(f){x,  r,  Ut)  =  o, 

et  par  conséquent 

d(p       d<^  dy        dcû  dui 

dx       dy  dx       du^  dx 

L'équation  (5),  à  laquelle  satisfait  u^,  équivaut  à 

dx       dy  dx       du, 

dont  la  comparaison  avec  la  précédente  donne  évidemment 

dui  

dx 

Toutes  les  racines  de  l'équation  (5),  et  par  suite  celles  de  (2),  ont  donc  même 
dérivée  par  rapport  à  x,  et  par  conséquent  deux  quelconques  d'entre  elles  ont  une 
différence  constante.  L'une  de  ces  constantes  étant  considérée  comme  connue,  on 
peut,  en  l'introduisant  dans  le  calcul,  abaisser  le  degré  de  l'équation  (2),  qui, 
contrairement  à  l'hypothèse,  ne  serait  pas  alors  irréductible,  et  il  faut,  pour 
échapper  à  la  contradiction,  qu'elle  soit  de  premier  degré  en  u. 


LIVRE  PREMIHR.  -  INTÉGRALES  DÉFINIES  ET  INDÉFINIES.  9i 

107.   La  seule  forme  possible  de  l'intégrale  u  est,  d'après  la  démonstration  pré- 
cédente, 

/,  et/,  désii^mant  deux  fonctions  entières  de  x  et  de  y.- 
Quelles  que  soient  ces  fonctions,  l'équation 

(0  F(^,j)=o, 

à  laquelle  satisfait  y,  permet  de  transformer  l'expression  de  u  en  éliminant/  de 
son  dénominateur. 

Soient  j,,j, y,^  les  diverses  racines  de  l'équation  fi)  et  j,  celle  à  laquelle 

se  rapportent  l'intégration  et  la  forme  de  l'intégrale  que  nous  étudions,  on  aura 

et  le  dénominateur,  fonction  symétrique  de  j,,  y,,...,  j„,  est  exprimable  ration- 
nellement en  x;  quant  au  numérateur,  on  remarquera,  pour  le  transformer,  que  j^, 
/a»--.  Jn  sont  les  racines  de  l'équation  rationnelle 

=  o, 

dont  les  coefficients  contiennent  .r  et  j, .  Le  produit 

peut  donc  s'exprimer  en  fonction  entière  de  œ  et  de  j,,  et,  par  conséquent  enfin, 
u  est  une  fonction  rationnelle  de  oc  et  de  y,  entière  par  rapport  à  j^.  Il  est  clair 
d'ailleurs  que  si  l'équation  (i)  est  de  degré  n  en  j,  on  pourra  s'en  servir  pour 
éliminer  de  u,  y-  et  les  puissances  supérieures  de  y  qui  se  déduiront  de  l'équa- 
tion (i)  elle-même  et  de  celles  que  l'on  obtient  en  la  multipliant  par  j,  y\  y\..., 
en  sorte  que  la  seule  expression  possible  de  l'intégrale  u  est,  lorsqu'on  la  suppose 
algébrique, 

Po  4-  P,  y  +  P,  j-  4-  . .  .  +  P„_,  r"-  ', 


u  = 


^«'  ^' '  P«-<  ^^^"t  des  fonctions  rationnelles  de  x  que  l'on  pourra  cbercber  par 

la  métbode  des  coefficients  indéterminés,  qui,  dans  l'immense  majorité  des  cas, 
montrera  l'impossibilité  d'une  intégrale  algébrique. 

108.  La  démonstration  précédente  suppose  essentiellement  la  présence  de  la 
fonction  7  dans  l'intégrale  que  nous  avons  désignée  par  u,  et  il  ne  semble  pas,  par 


I  2, 
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conséquent,  qu'elle  puisse  rien  apprendre  sur  la  forme  des  intégrales  exprimables 
en  fonction  de  x  seulement;  mais  cette  difficulté  n'est  qu'apparente,  et  un  peu 
d'attention  suffit  pour  le  montrer.  Lorsque  l'on  a,  en  effet, 

o{u,  x)=-  o, 

on  peut,  d'une  infinité  de  manières,  déduire  de  ces  deux  équations  une  relation 
entre  oo,  y  et  u,  et  comme  cette  introduction  de  r  peut  se  faire  sans  changer  le 
degré  par  rapport  à  u,  la  condition  d'avoir  une  équation  irréductible  par  rapport 
à  cette  inconnue,  c'est-à-dire  de  moindre  degré  possible,  peut  évidemment  être 
remplie  pour  une  relation  de  la  forme  qui  a  été  admise  dans  la  démonstration  pré- 
cédente. 

109.  Considérons,  pour  premier  exemple,  l'intégrale 

dx 


7) 


"=/ 


X 


égale,  comme  on  sait,  au  logarithme  Népérien  de  oo,  et  cherchons,  s'il  esl  possible, 
de  l'exprimer  algébriquement.  Gomme  on  a  ici 


I 


l'intégrale  u,  si  elle  est  exprimable  algébriquement,  doit  être,  d'après  le  théorème 
précédent,  une  fonction  rationnelle  de  x,  et  l'on  doit  avoir  par  conséquent,  dans 
cette  hypothèse, 

_  9{^) 


(8)  Ix 


F{x] 


(p{x)  et  V{x)  désignant  des  fonctions  entières  de  x  :  une  telle  identité  est  évidem- 
ment impossible.  Si  l'on  y  suppose  en  effet  x  infini,  on  voit  que  les  deux  membres 

ne  peuvent  pas  être  des  infinis  de  même  ordre,  la  fonction  |r  "^^  devenant  infinie 

avec  X,  est,  en  effet,  au  moins  comparable  à  x,  et  Ix  est  infiniment  plus  petit. 

110.  La  démonstration  précédente  suppose  que  l'expression  de  Ix  soit  applicable 
à  toutes  les  valeurs  de  x.  On  peut  se  demander  s'il  est  possible  qu'elle  soit  exacte 
entre  certaines  limites  seulement,  mais  une  telle  supposition  n'est  pas  admissible. 
Si  l'équation 

était  exacte  en  effet  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  deux  limites  données,  les 
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dérivées  des  deux  membres  seraient  égales,  et  l'on  aurait,  entre  les  mêmes  limites, 

(9)  ~~  V     y  ,  V     ; 


Cette  équation  algébrique,  ayant  lieu  pour  un  nombre  infini  de  valeurs  de  x,  est 
nécessairement  identique.  Les  deux  membres  de  (8)  ont  donc  même  dérivée,  quelle 
que  soit  x,  et  diffèrent  par  conséquent  par  une  constante,  qui,  évidemment,  est  ici 
égale  à  zéro. 

111.  Soit,  en  second  lieu,  l'intégrale 

(10)  /ri^7X, 

X  désignant  une  fonction  rationnelle  de  x.  On  a,  dans  ce  cas, 

(m)  j'"  =  X, 

et  si  l'intégrale  est  algébrique,  on  aura  (107; 

( •  ^  )  f^f^ 7x  =  Po  +  p.  7x  +  p.  (7Xr' + . . .  +  p„,_.  (7x)"'-', 

Po,  P,,-..,  P/«-i  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x. 

On  peut  prouver  que  toutes  ces  fonctions  sont  nécessairement  nulles  à  l'excep- 
tion de  P,. 

L'équation  (12)  donne  en  effet,  par  la  différentiation,  en  y  remplaçant  "\X  par  7, 

,    o^  ^Po  dP,  dp, 

et  comme  on  déduit  de  (11) 

dx       my"'~  '  ' 

l'équation  (i3)  fournit  une  relation  rationnelle  entre  x  et  y,  qui,  d'après  un 
théorème  bien  connu  d'algèbre,  doit  admettre,  quand  on  y  considère  j  comme 
mronnue,  toutes  les  racines  de  l'équation  (11).  On  a  donc  le  droit  d'y  remplacer  j 
parja,  a  étant  l'une  quelconque  des  racines  m'^'""  de  l'unité,  et  l'on  aura  par 
conséquent,  en  intégrant  les  deux  membres  après  les  avoir  multipliés  par  dx, 
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multipliant  par  a'"~'  et  faisant  la  somme  des  équations  analogues  relatives  aux 

m  valeurs  de  a,  en  remarquant  que,  pour  toute  valeur  de  p  inférieure  à  m,  on  a 


I  +  a^  +  «2  +  •  •  •  +  «/H-i  =  Oj 

nous  aurons 

(i5)  m  1  y^Jx  =:  ni^,y, 

et,  par  conséquent,  tous  les  termes  du  second  membre  de  (12)  sont  nuls,  à  l'ex- 
ception du  second  P,  j. 

112.  M.  Liouville,  qui  a  obtenu  le  résultat  précédent,  a  prouvé  en  outre  que 
rintégrale  supposée  possible  sous  la  forme  trouvée,  peut  être  ramenée  à  ne  con- 
tenir pour  inconnue  qu'un  polynôme  entier. 

Reprenons  l'équation 

(16)  j'"^\dx  =  V/'^\, 

où  X  et  P,  représentent  des  fonctions  rationnelles  de  œ. 
Posons 

M  et  N  étant  des  polynômes  entiers,  on  a 

7X  =  1"/-  =  —^-  =  -_ . 
On  pourra  poser  de  même 

P.7X=;;^, 

7T 
6  étant  une  fonction  rationnelle  de  x.  Soit  donc 

rmdx  _  _0 

M   et  T  étant  deux  polynômes  entiers  donnés,   et  S   une   fonction  rationnelle 
inconnue. 

On  trouve  par  la  différentiation,  après  avoir  chassé  les  dénominateurs, 

^    '  '  aa:        m      dx 

En  considérant  dans  cette  équation  0  comme  inconnue,  on  peut  prouver  que  les 
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seules  solutions  ralionnelles  sont  entières.  Supposons  en  effet 

U  et  V  étant  des  polynômes  entiers.  Nous  ferons  voir  que  V  ne  contient  pas  œ,  en 
démontrant  qu'il  ne  peut  être  divisible  par  aucun  facteur  linéaire  de  la  forme 
(a?  4-  a).  Posons  en  effet,  s'il  est  possible, 

Y  =  W{a:  -haf, 
W  étant,  bien  entendu,  un  polynôme  non  divisible  par  a^4-  a;  nous  aurons 

de aU  WU'  —  UW 

da;'~       W  ( a:  +  «)='•  +  '        W^  ( ^  +  «)^-  ' 

et  l'équation  (17)  devient 

(18)  W'MT(.r  +  r/)-r=--^-5^î^  +  (WU'-UW')T-  -  UW  — • 

(•^  +  «j  m  d.x 

Cette  équation  prouve  que  le  produit  TUW  doit  être  divisible  par  x  ^  a,  et  comme 
ce  binôme  ne  peut  diviser  ni  U,  qui  est  premier  avec  V,  ni  W,  il  est  nécessaire  qu'il 
divise  T.  Faisons  donc 


T  =  (^-f-a)/'R, 


R  étant  premier  avec  x  +  a. 
On  aura 


dT      ,  ^   dK 

d^  =  ^''  +  ''^''d^-^P^(^  +  ^^r 


dT 


EnsubstituantlesvaleursdeTetde  — et  divisant  par  (x -^  ay,  l'équation  (18) 
devient 

W=MR(^  +  a)«z=:-R(WU'-UWM-  — ^-?_  /^   ,    P\  UWR 

m    dx        \  mix^a 

égalité  absurde,  car  elle  exige  que  UWR  soit  divisible  par  x  +  a,  qui,  d'après  nos 
suppositions,  ne  divise  ni  U,  ni  W,  ni  R. 
Il  est  donc  enfin  prouvé  que  l'intéi^rale 


,/ 
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OÙ  M  et  T  sont  des  polynômes  entiers,  si  elle  est  exprimable  algébriquement,  est 
nécessairement  de  la  forme 

B  étant  un  polynôme  entier. 

Le  degré  du  polynôme  Q  doit  être,  lorsqu'il  existe  bien  entendu,  inférieur  d'une 
unité  à  celui  de  M.  On  doit  avoir,  en  effet, 

M         dx         \       dx 

et  si  dans  cette  équation  on  fait  croître  x  indéfiniment,   on  voit  que  les  deux 

clY 

d  9  dx 

membres  ne  peuvent  être  de  même  ordre  que  si  j^^^  ^  '^'  •^ous  deux  évidem- 
ment de  degré  inférieur  d'une  unité  à  celui  de  6,  sont  de  même  degré  que  M. 

D'après  cette  remarque,  la  métbode  des  coefficients  indéterminés  permettra  de 
trouver  l'intégrale,  si  elle  est  algébrique,  ou  de  prouver  qu'elle  est  impossible 
sous  cette  forme. 

113.  Cherchons,  par  exemple,  si 

dx 


jp 


-Jr  x' 


est  exprimable  algébriquement. 

L'intégrale  algébrique,  si  elle  existe,  doit,  d'après  ce  qui  précède,  être   de  la 
forme 

ax^  +  br^  -r-  ex  -\-  d 


\Ji  +  x' 

et  l'on  doit  avoir 


3  rt.r' -f- 2  6ar  +  c       'xx^{ax^ -\-hx'^-\- ex  +  d) 


^\+x'  \l\+x*  {^^x')sj\+x' 

et 

1  x^  (  ax^  -\-  bx^  -h  ex  +  d  ) 


I  =:  3  ax^  -i-  ^.bx  -\-  e 


i  -\-  x''^ 


égalité  évidemment  impossible,  car  elle  exigerait  qu'un  polynôme  de  troisième 
degré  fût  divisible  par  i  -\- x\ 
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Intégrales  exprimables  par  les  fonctions  algébriques  et  logarithmiques. 

\\\.  Quellesquesoient  les  fonctions  algébriques  désignées  par /,  u,v,...,w,  la 
différentielle  de 

/  +  A  log  w  +  B  log  (^  +  .  . .  +  C  log  «', 

OÙ  A,  B,...,  C  représentent  des  constantes,  est  évidemment  algébrique. 
L'équation 

( I  j  ^  j'f/^-  =  M-  A  logM  +  B  log (/  + .  . .  +  C  log (f, 

où  V,  t,  u,...,w  soin  des  fonctions  algébriques,  est  possible,  par  conséquent,  dans 
un  nombre  infini  de  cas. 

Abel  a  prouvé  que,  lorsqu'elle  a  lieu,  t,  u,  v w  sont  toujours  exprimables 

rationnellement  en  fonction  de  x  et  v,  et  par  conséquent  (107)  en  fonction  entière 
de  j. 

Quelles  (jue  soient  les  fonctions  t,u,...,w,  on  peut  toujours  trouver  une  fonction 
algébrique  >.  telle,  qu'elles  puissent  toutes  s'exprimer  en  fonction  de  x,  de  r  et 
deX. 

t,u,  ç',...,(^^sont  en  effet  chacune  racine  d'une  équation  rationnelle  qui  la  lie 
a  00,  et  l'on  formera,  par  la  multiplication  de  ces  équations  diverses,  une  équation 
nouvelle  à  laciuelle  toutes  ces  fonctions  satisferont.  Si  l'on  pose  alors 

l  =  ct  +  v'u  +  c"v  +...+  c"'w, 

c,  c',...,  c'"  étant  des  constantes,  on  pourra,  par  un  théorème  connu  de  Lagrange, 
exprimer  en  fonction  rationnelle  de  X  et  des  coefficients  de  l'équation,  toute  fonc- 
tion semblable  des  mêmes  racines,  et  par  conséquent  toute  somme  formée  comme  )., 
en  multipliant  ces  racines  par  des  constantes  inégales,  et  l'on  obtiendra  ainsi  des 
équations  du  premier  degré  en  nombre  suffisant  pour  calculer  /,  u,ç,...,  w. 

La  fonction  ).  sera  racine  elle-même  d'une  équation  algébrique  dont  les  coeffi- 
cients seront  des  fonctions  rationnelles  de  x.  Supposons  plus  généralement  qu'ils 
contiennent  a;  et  j.  Soit  V  =  o  cette  équation  et  /x  son  degré.  Si  l'on  différentie 
l'équation 

^'^  •  /r^-*'  =  ^  +  AlogM  +  Blog(^+...  +  Clog(v 

après  avoir  réuni  tous  ses  termes  dans  le  premier  membre,   on   obtiendra   une 
équation 

9  =  0. 

1.    Calr.  int.  .  o 


08  nHUXi(:Mi':  iwutu:.  -  calcul  intî-hîhal. 

(pt  étant  une  fonction  rationnelle  de  .r,  v,  /,  u *r,  peut  s'exprimer  en  fonclion 

rationnelle  dea;,  j  ctX,  el  si  l'on  suppose  l'équation 

V  =  o 

irréductible  par  rapport  à  X,  l'équation  nouvelle 

(j>  =  o 

devra  uécessaircmenl  admettre  toutes  ses  racines,  et  Von  aura,  par  eonséciuent, 
jytix  -t'\    V  log//   1    Blogc -f-...  +  Clog(\', 

quelle  que  soit  la  valeur  de  X,  pourvu  qu'elle  satisfasse  à  Téquatiou  irréductible 
V  =  o,  qui  lui  sert  de  définition. 

Soient  /,,  ^J,...,  f«,  m,,  Ma,...,ff«.   r,,  ej....,  e^,...,  o,,  ov,,...,  «^  les  valeurs 
des  fonctions  /,  m,  e,.,.,  «r  qui  correspondent  aux  diverses  valeurs  de  X.  L'équation 

lydx  =  /  -f-  A  log^/  -f  B  logv  -h ...  -h  C  loga' 

donnera,  pour  le  premier  membre,  qui  reste  toujours  le  même,  a  expressions  de 
même  forme,  et  Ton  aura,  en  les  ajoutant, 

u    I    >'  t/jtr  =  /,  "h  '»  -4-  .  .  .  -h  tu  -+-  A  logM,  Mj.  .  .  Ilu  -f    B  logi*,  K'i .     .  Ou  H-  .        -hC  log  x\\  <»':.  .  .  <r«. 

Mais,  par  la  théorie  des  fonctions  symétriques, 

M,  M,    .  .  fl  «. 


peuvent  s'exprimer  rationnellement  en  fonclion  de  .r  et  de  v,  et  par  conséquent  si 
fydv  peut  s'exprimer  par  une  somme  de  la  forme  ^i  ,  les  diverses  fonctions  qui 
y  figurent  peuvent  être  remplacées  par  des  fondions  rationnelles  de  .r  et  de^v. 

1 15.  M.  Liouvillc  est  allé  plus  loin  encore,  eu  prouvant  que  j' étant  une  fonction 
algébnque  de^r,  si  Tintégrale  fvdx  est  exprimable  explicitement  sous  forme  finie 
à  Taide  de  signes  algébriques  exponentiels  el  logarithmiques,   il  sera  toujours 
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pRrmi»  <le  Hiipposcr 

iydx=:il-\-  \  \ogu  -f-  B  loge  H-, .  .-f-Clo^tv, 

A,  B C  (Hanf,  des  constantoH  r;t,  /,  //,  (^ Mt'  dr-H  fonrfionH  fil  g/;  brique;»  de  ^f. 

No*iiM  nous  hornfuoris  fi  r;ipp(»rt<!r  hi  di-monstnitiori  relative  au  can  o/j  l'inf/îgralc 
est  siipposf'îe  exprirrjahle  par  iiTif;  fonction  apfjartfîfiant  \\  la  clasf.f!  de  celles  que 
que  M.  J/iouville  \\()\m\u\f()nr,U<)nslranm:n(lan.lrsdf'.prrm,l('n'e^  et  dauH  laquelle 

les  signes  relatifs  atix  opérations  transcendante»  flogaritlirncs  et  exponenfielle»; 
ne  portent  rpie  sur  des  fouctions  algébriques. 

Soit  donc  supposé 

(2)  /,r^^^=/(^. '•%''% -.-JoK  «',..-), 

u,  V,  ..,(v,...  désignant  des  fonctions  algébrique»  de  .r,  et  b?  signe /une  fonction  al- 
gébrique des  diverses  quantités  sur  lesquelles  il  porte.  Nulle  relation  algébrique  ne 
peut  évidemment  exister  entre  .t,  e'\  c." logtv car  on  pourrait  sans  cela  con- 
sidérer l'une  d'elles  comme  fonction  algébrique  des  autre»  et  la  supprimer,  Ç y  dx 

'•tant  exprimable  alors  en  fonction  algébrique  iVww  moindre  nombre  d'expression» 
sirnpbîs. 

D'après  cette  remarque,  »i  Ton  trouve  une  relation  algébrique,  telle  que 

F(:r, /;",  e',.  . .,  logw, ,..)  —  o, 

elle  ne  pourra  contenir  ('.\c,\...  qu'en  apparence,  et  d«îvra  être  «atisfaite  indé- 
()end;imment  des  valeiirs  de  ces  fonctions,  c'est-h-dire  quand  bien  même  on  le» 
remplacerait  soit  par  d'autres  fondions  rie  ,r  tout  à  fait  arbitraire»,  »oit  par  de 
impies  lettres  indéterminées. 

Ce  principe  étant  admis,  on  peut  démontrer  d'abord  que  l'expression  de  Tinté- 
graleJjrZr  ne  peut  contenir  aucune  exponentielle.  Soit,  en  effet,  c,'*~^j,  mui  des 

rxponenlielle»  que  l'on  suppose  devoir  y  entrer;  et,  pour  la  mettre  en  évidence, 
écrivons  simplement 


(3) 


^r<lr  /X.f)), 


la  fonction  ^{x.'j)  pouvant  contenir  algébriquement  de»  exponentielles  autre» 
que  5  et  certains  logaritbme»  qu'il  est  inutile  de  dé.signer  explicitement.  La  diffé- 
rentiation  de  ''\ ,  donne 


/=9;.(;r,e)-h9;(x,ô)<///. 


i3. 
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relation  algébrique  entre  les  transcendantes  monômes  que  9  {x,  6)  renferme,  et 
dans  laquelle  on  pourra,  par  conséquent,  d'après  ce  qu'on  a  vu,  écrire  p-9  à  la 
place  de  d,  p,  étant  une  constante  arbitraire.  La  nouvelle  valeur  de  y  qui  résulte  de 
ce  changement  doit  être  égale  à  l'ancienne,  et  l'on  a,  par  conséquent, 

o'Jx,  [J-O]-^  9'u.oi^'  iJ.9)u.9u'  =  a'^{x,  B)-h  o\j[x,Q)u'Q, 
et  en  multipliant  les  deux  membres  par  dx  et  en  les  intégrant, 

(4)  (^{x,iJ.O)  =  o{x,Q)  +  C. 

Pour  chaque  valeur  numérique  de  p.,  la  constante  C  a  une  valeur  déterminée,  et 
l'équation  (4),  qui  est  algébrique,  doit  avoir  lieu,  quel  que  soit  0  et  indépendam- 
ment de  sa  liaison  avec  x;  on  a  donc  identiquement,  en  remplaçant  C  par  -^  (,a), 

o{x,  ij.Q)  =  o{x,  B)  +  i];(p.)- 

Dans  cette  équation,  qui  a  lieu  indépendamment  de  la  relation  qui  lie  xsl  6,  on 
peut  considérer  x  comme  une  constante,  ainsi  que  les  autres  transcendantes  qui 
n'ont  pas  été  explicitement  mentionnées.  Posons,  pour  mettre  cette  supposition  en 

évidence, 

o{x,ô)  =  F{6), 
on  aura 

Dans  cette  équation,  0  étant  arbitraire,  on  peut  le  remplacer  par  l'unité,  et  l'on  en 
déduira 

^(p.)z=F(^)-F(.), 

etj  par  conséquent, 

F(y.0)  =  F(a)+F(Ô)-F(i). 

Il  est  aisé  de  déduire  de  cette  équation  la  forme  de  la  fonction  F  :  en  différentiant, 
en  effet,  par  rapport  à  a,  puis  par  rapport  à  5,  on  en  déduit 

0F'(^.0)  =  F(^.). 
fzF'(a0j  =  F'(9), 
et,  par  conséquent. 


Le  produit  6¥'{0)  est  donc  une  constante  G  indépendante  de  la  variable  0,  et¥'{0) 
C. 

F('0)  =  C/G  +  C', 


est  égal  à  ^:  d'où  l'on  conclut 
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et  en  remplaçant  B  par  la  valeur  primitive  e" 

F(9)  =  Cm  +  C', 

en  sorte  que  l'exponentielle  e"  n'entre  pas  réellement  dans  la  fonction  F  et  la 
transcendante  B  n'entre  pas  réellement  dans  l'expression  de  /  ydx. 

116.  L'intégrale  explicite  d'une  fonction  algébrique,  lorsqu'elle  est  une  fonction 
transcendante  de  première  espèce,  ne  peut  donc  contenir  que  des  logarithmes,  et 
nous  allons  prouver  qu'ils  n'y  peuvent  figurer  que  sous  forme  linéaire. 

Soit,  en  effet,  0  =  lu  un  de  ces  logarithmes.  Posons,  pour  le  mettre  en 
évidence, 

(5j  j  y  dx  =:  (S  {x,  B). 

On  en  déduit 

(6)  j  =  o;(^,0)  +  9',(x,  ô)~, 

équation  dont  le  second  membre  ne  doit  plus  contenir  0  qu'en  apparence,  car  elle 
serait  sans  cela  une  relation  algébrique  entre  les  diverses  transcendantes  (115)  qui 
n'en  peuvent  avoir.  11  est  donc  permis  de  remplacer  Q  par  p.  -h  Q,  a  étant  une  con- 
stante arbitraire,  et  l'on  aura 

(7)  9x(^',"-  +  ^)  +  ?'d/('^>i^  +  0)^  ==?;.(^,  0)  +  96(-^.  6)-' 
d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

(8)  9(^, /jt  +  6)  =  9(.r,  0)  +  consl. 

Cette  relation  étant  algébrique,  elle  doit,  pour  chaque  valeur  de  p.,  avoir  lieu  iden- 
tiquement; mais  la  constante  peut  changer  avec  a.  Posons  C  =  ^(fJt.),  et,  comme 
dans  le  cas  précédent,  posons 

en  considérante  comme  une  constante,  ce  qui  est  permis,  puisque  la  relation  (8), 
étant  algébrique,  a  lieu  indépendamment  de  la  relation  qui  lie  x-a  0.  On  aura  alors 

F(a4-0)  =  F(ô)  +  ^(a), 

et  en  faisant  ô  =  o 

par  conséquent, 

F(y. +  9)  =  F(a)+,F(0)-F(o). 
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En  différentiant  par  rapport  à  a,  puis  par  rapport  à  5,  on  en  déduit 

¥'i^.)  =  F'iO). 

La  dérivée  F {$)  est  donc  constante  et¥{6)  de  la  forme 

C9  +  C', 

C  et  C  étant  indépendants  de  0,  mais  pouvant  renfermer  a;  et  les  autres  transcendantes. 
Posons  donc 


.A 


Si  l'on  remplace,  comme  il  est  permis,  6  par  6  4-,a,  on  devra  avoir 

rda:  =  {0  +  iJ.)¥,{x)  +  F,{x), 


/' 


et  cette  équation  n'est  compatible  avec  la  précédente  que  si  F,  {.x)  est  une  con- 
stante. 

Il  est  donc  prouvé  enfin  que  la  transcendante  9  =  \ogu  ne  peut  entrer  dans  la 

valeur  j ydx  que  sous  forme  linéaire  et  avec  un  coefficient  constant  A,  en  sorte 

que  l'expression  de  cette  intégrale,  si  elle  est  possible  explicitement  par  une  fonc- 
tion transcendante  de  première  espèce,  est  de  la  forme 


/ 


fdx=.  t  -h  k.\o^u  +  Blogt^  H-. . .+  Clogw, 

A,  B,...,  C  étant  des  constantes,  et/,  u,  v,...,  w^  des  fonctions  algébriques.  Il  reste  à 

prouver,  pour  compléter  la  démonstration  du  théorème,  que  l'intégrale  \  ydx  d'une 

fonction  algébrique  ne  peut  être  exprimée  par  aucune  fonction  transcendante  d'es- 
pèce supérieure  à  la  première. 

117.  Nous  indiquerons  suffisamment  la  marche  à  suivre  dans  tous  les  cas  en 
faisant  voir  que  cette  intégrale  ne  peut  être  une  fonction  transcendante  de  seconde 
espèce. 

En  supposant,  ce  qui  est  permis,  que  les  transcendantes  monômes  de  seconde 

espèce  contenues  dans  \  ydx  aient  été  réduites  au  moindre  nombre  possible,  en 

sorte  que  nulle  équation  algébrique  ne  puisse  les  lier  ensemble  et  avec  des  trans- 
cendantes d'un  ordre  inférieur,  on  prouvera  absolument,  comme  (115),  que,  u^  dé- 
signant une  transcendante  de  première  espèce,  l'intégrale  /  ydx  ne  peut  pas  con- 
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tenir  dans  ses  expressions  explicites  e"',  et  que  si  /w,  y  figure,  ce  ne  peut  être  que 
sous  forme  linéaire  et  multiplié  par  une  constante. 
Posons  donc,  s'il  est  possible, 


/. 


rdx  —  tt  4- AlogM,  +  Blogf,  H-. . .  +  Clogcv,, 

/,,  u^,...,  w,  étant  des  fonctions  transcendantes  de  première  espèce,  et  A,  B,...,  C 
des  constantes. 

Or  nous  allons  prouver  que  ces  transcendantes  prétendues  ne  peuvent  contenir 
ni  exponentielles  ni  logarithmes  et  sont  par  conséquent  des  fonctions  algébriques. 
Soit  en  effet  0  =  e",  u  étant  algébrique,  et  supposons  que  6  figure  dans  les  expres- 
sions de  ^1 ,  W| , . . . ,  Wi-,  posons  pour  la  mettre  en  évidence 

t,=f{x,B),     u,  =  F{x,e),     V^=:c^{x,0),...,     w,  =  ^{x,Q), 

et,  par  conséquent, 

(lo)  frdx=f{x,  5j  +  AlogF(:c,  0)+...^C\og']>{x,  6); 

on  en  déduit,  par  la  différentiation. 

Cette  équation,  qui  ne  contient  plus  de  transcendante  de  seconde  espèce,  est 
nécessairement  identique  par  rapport  à  ô.  Elle  permettrait  en  effet,  sans  cela,  de 
considérer  ô  comme  une  fonction  algébrique  des  autres  transcendantes  de  première 
espèce  qui  figurent  dans  (9),  et  d'en  réduire  par  conséquent  le  nombre.  Le  second 
membre  de  (it)  est  donc  égal  à  l'expression  qu'on  obtient  en  y  remplaçant  0 
par  p.5,  et  si  l'on  intègre  les  deux  membres  de  l'équation  ainsi  formée,  on  en 
déduira,  en  désignant  le  second  membre  de  (10)  par  n  {6), 

-(y.6)  =  -(6)  +  consl., 

la  constante  étant  une  fonction  de  a,  égale  évidemment  à  7:  (/jl)  —  77(1). 
On  a  donc  enfin 

7:{y.6)  =  7:{u]  +  -i0)-7:{i), 

et  cette  équation  prouve,  comme  (115),  que  n  [Q]  est  de  la  forme  X-logS,  k  étant 
indépendant  de  5;  mais,  d'après  la  valeur  e"  de  ô,  log5  est  algébrique,  et  l'expo- 
nentielle considérée  ne  figure  donc  pas  véritablement  dans  Fintéi^rale. 


10 i  DEUXIÈME  PARTIE.  -  CALCUL  INTÉGRAL. 

118.  Considérons  en  second  lieu  un  logarithme  et  posons 

loga  =  6, 
u  étant  algébrique. 
Soit,  s'il  est  possible, 

(i2)  i xdx=f[x,  0)  +  AlogF(^,  0)  +  Blog9(^-,  6  )+...+ C  log^  (^,  ô). 

En  différentiant  les  deux  membres,  on  obtiendra  encore  une  relation  algébrique 
entre  Q  et  les  autres  transcendantes,  qui,  pour  la  raison  déjà  plusieurs  fois  indi- 
quée, devra  être  identique  par  rapport  à  0.  On  y  pourra,  par  conséquent,  rempla- 
cer B  par  i±  +  Q,  et  en  intégrant  les  équations  obtenues  en  égalant  les  deux  valeurs 
ainsi  formées  par/,  on  verra  qu'en  désignant  parTif^)  le  second  membre  de  (12), 
et  traitant  B  comme  une  variable  indépendante  de  x,  on  a 

r.{ij.  +  Q)  =  r.[0)-\-C, 

la  constante  variant  avec  la  valeur  de  p.,  et  devant  être  évidemment  égale  à 
7r(/ji)  —  77  (o).  Or  l'équation  ' 

montre  que  t^{B)  est  de  la  forme  kB,  k  étant  une  constante;  c'est-à-dire,  d'après 
le  point  de  vue  où  nous  nous  plaçons  en  représentant  l'intégrale  par  n{B)  une 
fonction  de  x  indépendante  de  B,  on  aura 


i  ydx  =  kQ+f{x), 


k  et /(*•)  ne  contenant  pas  B.  Mais  comme  il  est  permis,  d'après  ce  qui  a  été  dit, 
de  remplacer  B  par  B  +  ,a,  il  faut  nécessairement  que  k  soit  une  constante,  et  entin  B 
ne  peut  figurer  qu'au  premier  degré  et  multiplié  par  une  constante,  il  ne  se  trouve 
donc  sous  aucun  signe  logarithmique,  et  sa  présence  dans  l'intégrale  ne  rend  pas 
la  transcendante  de  seconde  espèce. 

119.  Lorsque  l'intégrale  d'une  différentielle  algébrique  j^/a?  est  exprimable  expli- 
citement à  l'aide  des  fonctions  simples  précédemment  considérées,  elle  est  néces- 
sairement de  la  forme 


I- 


ydx  =  ?  +  AIogM  +  Blogt'  +  .  .  .  +  Clogw, 

A,  B,...,  C  étant  des  constantes,  et  t,  u,...,  w  des  fonctions  algébriques.  Si  l'on 
suppose  que  les  logarithmes  qui  figurent  dans  le  second  membre  aient  été  réduits 
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au  moindre  nombre  possible,  le  rapport  de  deux  des  constantes  A,  B C  ne 

peut  être  rationnel.  Si  l'on  suppose  en  effet 

A  =  Br, 
r  étant  rationnel,  il  en  résulte 

A  logM -h  B  loge  =  B  logw/'', 

et  l'on  peut  par  conséquent  réduire  à  un  seul  les  deux  logarithmes  logM,  logt'. 
ïl  est  permis  en  outre  de  rejeter  comme  impossible  toute  relation  de  la  forme 

Aa  +  B6+...-f-Cr  =  o, 

a,  /?,...,  c  étant  des  nombres  rationnels;  on  en  déduirait  en  effet 

_  B6  _      _  C  c 
a        '  '  '        a 
et  par  suite 

h'dx=  f  +  B\og\i'n     '')+...+  Clog\a7«     "), 

et  le  nombre  des  logarithmes  contenus  dans  l'expression  de  j  ydx  pourrait,  con- 
trairement à  notre  hypothèse,  être  diminué  d'une  unité. 

120.  La  formule 

I  jr/.r  =  /  4-  A  logw  -4-  A  loge  H-  .  .  .  -t-  C  loger 

étant  réduite,  comme  nous  l'avons  dit,  au  moindre  nombre  de  termes  possible, 
Abel  a  démontré,  par  des  raisonnements  analogues  à  ceux  qui  ont  été  rappor- 
tés (114),  que  chacune  des  fonctions  t,  u,  r,...,  w  est  exprimable  rationnellement 
en  fonction  de  x  et  de  j. 

Imaginons,  en  effet,  comme  (114),  une  fonction  X  telle,  que  toutes  les  fonc- 
tions/,  m,  c,...,  (^  se  puissent  exprimer  rationnellement  en  ).,  œ  et  j,  X  étant  une 
fonction  algébrique  et  satisfaisant  par  conséquent  à  une  équation  dont  les  coeffi- 
cients sont  des  fonctions  rationnelles  de  x.  Nous  les  supposerons  rationnelles  en  x 
et  en  y,  ce  qui  simplifiera  le  raisonnement. 

Soit 

V  =  o 

l'équation  en  X,  et  p.  son  degré.  Supposons,  ce  qui  est  permis,  que  X  ne  puisse  être 
racine  d'aucune  autre  équation  de  môme  forme  et  de  degré  inférieur  à  a. 

I.    Cale.  int.  j^ 
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Différentions  l'équation 

(A)  j  j-dx  —  t  —  k\ogu  —  B\ogv  — . .  .—  C\ogw  =  o, 

nous  obtiendrons  une  relation  de  la  forme 

9  =  0, 

où  (p  est,  d'après  ce  qui  précède,  une  fonction  rationnelle  de  a:,  y  et  À,  et  si  cette 
équation  ç)  =  o  est  satisfaite,  l'équation 

/  ydx  =  <  +  k\Q%u  +  Blogc  4-. .  .  +  Clogw 

le  sera  également.  Mais  l'équation  9  =  0  étant  algébrique  en  >.,  il  suit  d'un  théorème 
connu  qu'elle  sera  également  satisfaite  en  mettant  au  lieu  deX  une  quelconque  des 
racines  de  l'équation  irréductible  V  =  o,  et  l'équation  (A),  où  l,  m,...,  qt»  sont  des 
fonctions  de  x,  y  et  ).,  aura  lieu  par  conséquent  quelle  que  soit  la  valeur  de  X, 
pourvu  qu'elle  satisfasse  à  Y  =  o. 

En  remplaçant  successivement  >.  par  les  p.  valeurs  X,,  Xo,...,  X^.,  on  obtiendra  fx 
équations  de  même  forme  qui,  ajoutées  membre  à  membre,  donnent 

et,  par  la  théorie  des  fonctions  symétriques,  on  peut  évidemment  exprimer  le  se- 
cond membre  sous  la  forme 

T  +  A  logU  +  B  logV  + . .  .  +  C  log W, 
où  T,  U,  V,...,  W  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  dey. 
121.  Considérons  en  particulier  l'intégrale 


(0 


J  7r" 


.    .   «       I 

où  P  et  R  sont  des  polynômes  entiers  quelconques,  y  étant  égal  ici  à  —  ?  toute 

fonction  rationnelle  de  x  et  de  y  est  évidemment  de  la  forme  a  +  /3  y/R»  ou,  si  l'on 

veut.  Y]  ■+-  -^-  a,  Q,  y],  ô  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x,  l'intégrale  (i),  si 
v/R 
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elle  est  exprimable  par  une  fonction  explicite,  doit  être  de  la  forme 

-1~   =  -/î  +  -^  +  A  log  (a  +  [i  v/R)  4-  [3  log  (y  +  ô  fRj  + . . .  +  C  log  (p  +  O"  v/K). 

L'équation  obtenue  en  différentiant  les  deux  membres  de  (2)  devant  être  iden- 
tiquement satisfaite,  et  y/R  n'étant  pas  par  hypothèse  exprimable  rationnellement, 
il  faut  que  son  coefficient  soit  nul  ainsi  que  la  somme  des  termes  indépendants  du 
radical,  et  l'on  peut,  par  conséquent,  dans  l'équation  ainsi  obtenue,  et  par  suite 
dans  (2),  changer  y/R  en  —  y^R;  on  aura  ainsi 

et,  en  retranchant  membre  à  membre  les  équations  (2)  et  (3), 

J    v/R         s/R  a-Ps/R  ^y-ds/^^ 

Telle  est  la  forme  la  plus  générale  de  l'intégrale  T^  lorsqu'elle  est  exprimable 
explicitement. 

122.  Abel  a  cherché,  dans  un  Mémoire  fort  élégant,  dans  quel  cas  l'intégrale 
peut  se  réduire  à  un  seul  terme.  On  a  alors 


/ 


Pdx       .      a  +  S  s/R 
y/R  a-(3v/R 


a,  |3  et  R  étant,  de  même  que  P,  des  fonctions  entières  de  x. 
Posons 

z  =  log ^— ^: 

a-(3v/R 

on  a 

dz  =  '^'^  +  ^^^^~^)  _^_  da-di^^K) 
a  -+- 13  /R  a  _  (3  y/R 

OU 

dz  =  (^-3VR)[^^  +  «^((3  s/R)]  -  (a  +  p  /R)  [doc  -  d  ((3  y'R)] 

a'— (3^R  ' 

c'est-à-dire 

dz  =  ^«^((Sy'RJ-aPN/Rrfa 

a^  —  P'  R 


i08  DEUXIEME  PARTIE.  -  CALCUL  INTÉGRAL. 

Or 


donc 


et  en  fiùsant 


^([3v/R)  =  v/R^(â  +  ^^^-' 


dZ  r=  -^-  


>'-[3'^R)v/R 


on  aura 


,        M.dx 

dZ  =^  >_::  5 

Ns/R 
et  par  conséquent  l'équation 

?dx      ,     a  +  3  v/ R^ 


j     VR  a-[3v'R 


M 

est  satisfaite  si  l'on  prend  P  =  j^- 

En  diflférentiant  l'équation 

on  obtient 

et,  en  multipliant  par  a, 

arfN  =  2a^i/a  — 2a3f/[3R— a[3^c^R, 

et,  en  remettant  pour  a^  sa  valeur  N  +  /S'-^R, 

af/N  =  2N ^a  -f-  2 ;î=f/aR  —  2 aS rf3 K  —  a[3'û?R, 

et,  d'après  l'équation  qui  définit  M, 
ou 

^M  =  2N^-a^, 

ou 

M        i   (    da  rt?N 

=  -^r     2  -T a 


^-Çi^dx  Ndx 


LIVRE  PREMIER.  -  INTÉGRALES  DÉFINIES  ET  INDÉFINIES.  lO'J 

et,  si  l'on  veut  que  ^  soit  une  fonction  entière  P, 

dy.  d^ 

.6P  =  2-î X 


dx  Ndx  ' 

oc  vT-r-  doit  donc  être  une  fonction  entière  de  x-.  En  faisant 
rsdx 

N  =  (  jr  +  a)'"  {x  +  a,  )'"■  ...ix  +  «„)'"«, 

on  aura 

^N  m  m,  m„ 

jN  a;r       X  -{-  a        x  -{-  a,  x  -\-  a„ 

donc 

,      tn  m, 

a     — T h  ■ : •  + 


X  -{-  a        X  ->r  tti  X  ->!-  a„ 

doit  être  une  fonction  entière,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  à  moins  que  le  produit 

[x  -\-  a)  [x  -^  a^)...{x  -h  a,i)  ne  soit  facteur  de  a,  et  l'on  peut  écrire 

a.^=:{x  -\-  a){x  +  a, ) .  .  .[x  +  a„ )  a, , 

où  a,  est  une  fonction  entière. 
Or 

donc 

(.r-f-  a)"'(.r  -H-a,)"" .  .  .{x -^  «„)"'«  =z  y:\{x  +  af[x  ^  a,]' .  .  .[x  +  a,,)'  —  {3^R, 

comme  R  n'a  pas  de  facteurs  de  la  forme  {x  -+-  af  et  que  l'on  peut  toujours  sup- 
poser que  a  et  ^  n'aient  pas  de  facteur  commun,  il  est  clair  que 

m  =z  nii  =...=:  «t,.  =  I , 
et 

R  =  (^  +«)(x  4-  a,). .  .(.z*-4-rt„)U,, 

où  R,  est  une  fonction  entière,  et  N  est  par  conséquent  facteur  de  R.  En  substituant 
les  expressions  de  a  et  de  R,  dans  les  équations  qui  définissent  M  et  N,  on  aura 

aîN-(3'R,  =  i, 
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La  première  de  ces  équations  déterminera  la  forme  des  fonctions  0L^,  ]S,  N  et  R,, 
et  celles-ci  étant  déterminées,  la  seconde  donnera  enfin  la  fonction  P. 

La  résolution  de  l'équation 

où  a,,  p,  R,  et  N  sont  quatre  polynômes  inconnus,  est  un  problème  d'analyse  in- 
déterminée algébrique  fort  élégamment  résolu  par  Abel,  et  pour  la  solution  duquel 
nous  renverrons  à  son  Mémoire. 


H&^^r-g 
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CHAPITRE   VI. 

CALCUL  DIRECT  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


Passage  de  V intégrale  indéfinie  à  l  intégrale  définie. 

123.  Lorsqu'on  connaît  l'intégrale  indéfinie  d'une  différentielle,  on  peut  en 
déduire  l'intégrale  définie  prise  entre  des  limites  données  quelconques.  Si  l'on  a 

(0     ,  \'o{x)dx~'P{x)  +  C, 

il  en  résulte 

(2)  j    cr,{x)dx  =  ¥ib)—V{a). 

J  a 

Cette  intégrale  représente,  comme  on  l'a  dit  (2),  l'aire  comprise  entre  la  courbe 
dont  l'équation  est  j  =  y  [x)  et  les  deux  ordonnées  perpendiculaires  qui  répondent 
aux  abscisses  a  et  h. 

La  formule  (2)  suppose,  bien  entendu,  que  la  fonction  o  [x]  soit  déterminée 
pour  chaque  valeur  de  ^;  et  si,  par  sa  définition,  elle  comporte  plusieurs  valeurs, 
il  faut  adopter  celle  dont  la  dérivée  est  F  [x). 

Quant  à  la  fonction  F(jr),  elle  doit  être  supposée  continue,  car  sans  cela  son 
accroissement  total  ne  serait  pas  égal  à  la  somme  des  accroissements  infiniment 
petits  qu'elle  reçoit  successivement,  et  la  formule  (2)  serait  en  défaut. 

Cette  dernière  remarque  est  fort  importante.  Elle  indique,  dans  certains  cas,  le 
choix  à  faire  entre  plusieurs  valeurs  qui,  se  présentant  ensemble,  donneraient  pour 
une  intégrale  bien  définie  un  résultat  en  apparence  indéterminé. 

On  a,  par  exemple,  en  vertu  de  la  formule  (2), 

^^'  j        — — — -J  =  arc  tangi  —  arc  tang  —  I. 


La  fonction  arc  tang^  est  mal  déterminée  :  à  une  même  tangente  correspondent  un 
nombre  infini  d'arcs  différents.  Les  deux  termes  du  second  membre  de  (3)  sont 
donc  séparément  indéterminés,  mais  leur  différence  ne  l'est  pas;  elle  représente 
l'accroissement  d'un  arc  qui  varie  d'une  manière  continue  depuis  la  valeur  pour 
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laquelle  la  tangente  est  —  i  jusqu'à  celle  pour  laquelle  elle  est  +  i.  Le  premier  de 
ces  arcs  a  pour  expression  ^ti  —  'j-,  k  étant  un  nombre  entier  arbitraire;  mais  ce 
nombre  étant  une  fois  choisi,  on  ne  doit  plus  le  changer  lorsque  l'arc  augmente 
jusqu'à  la  valeur /t- +  j-,  dont  la  tangente  est  +i.  On  a  par  conséquent,  sans 
aucune  ambiguïté. 


(4) 


J_,     1  +  ^'  ""  2' 


124.  Considérons  encore  l'intégrale 


X 


3- 

'    sin  X  dx 
I  -+-  CCS- a: 


On  a  évidemment 


f 


sm  X  dx  I 

—  =  arc  tans 1 


et  par  conséquent,  en  appliquant  la  règle  générale, 


.[ 


3jr 

"^     s'mxdx  I  I  /        ,-, 

—  =  arc  lang  — ., are  lang =:  arc  tang  !  —  i/2  j  —  arc  tang  i , 

I  -4-  cos'^  67:  COSO  D  ,       V    /  o 

ces  -— 

4 


Pour  savoir  quel  sens  il  faut  attribuer  ici  aux  expressions  mal  déterminées 
arc  lang  (—v2J  et  arctangi,  considérons  la  fonction  arc  tang  —7-  d'où  elles 
proviennent,  et  prenons  arbitrairement  pour  x  =  o 

arc  tang =  arc  lang  i  =  -7  • 

COSO  ^         4 

X  variant  de  zéro  à  -^  la  fonction  aue^mente  de  y  à  -^  et  il  n'v  a  aucune  difficulté; 

2  ^  4     ^  " 

mais  si  l'on  franchit  la  valeur  ^  =  -5  la  fonction,  qui  représentait  un  arc  dont  la 

tangente  est  très-grande  et  positive,  représente  un  arc  dont  la  tangente  est  très- 
grande  et  négative.  Il  faut,  par  la  continuité,  prendre  cet  arc  positif  et  un  peu 

-  .  3- 

plus  grand  que  -^  de  sorte  que  oc  continuant  à  croître,  on  devra,  pour  jc  =  ~, 


prendre 


arc  tang ^  =  arc  tang  (  —  y  2  )  =  -y. 

CCS    —r- 

4 
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et  l'on  a  enfin  * 


£■'• 


cos^^r         4         4        2 


125.  Lorsque  la  fonction  intégrale  est  discontinue  et  devient  infinie  entre  les 
limites  de  l'intégration,  l'intégrale  définie  n'a  plus  de  sens.  Dans  ce  cas,  la  fonction 
intégrée  9  (^)  passe  elle-même  par  l'infini;  car  lorsqu'une  fonction  devient  infinie 
pour  une  valeur  finie  de  la  variable,  sa  dérivée  le  devient  également.  Mais  la 
réciproque  n'est  pas  exacte  :  la  dérivée  peut  devenir  infinie  lors  même  que  la 
fonction  demeure  finie;  l'intégrale  ne  cesse  pas  alors  d'avoir  une  signification 
déterminée. 

On  a,  par  exemple, 

et  cette  formule,   dont  les  deux  membres  sont   parfaitement  déterminés,   reste 
exacte,  lors  même  que  h  q{  a  étant  de  signes  contraires  comprennent  entre  eux  la 
valeur  zéro  de  x,  pour  laquelle  la  différentielle  est  infinie. 
Si  l'on  considère  en  effet  les  deux  intégrales 


i 

£ 


£  et  £'  désignant  deux  nombres  positifs,  il  n'y  a  pour  chacune  d'elles  aucune  diffi- 
culté. Lorsque  ces  nombres  tendent  vers  zéro,  les  deux  intégrales  ont  respective- 

3    -       3    - 
ment  pour  limites  —  -  a'  et  -  6S  et  leur  somme  tend  évidemment  vers 

r'' dx 


ce  qui  démontre  la  formule  (5). 


126.  Lorsque  la  fonction  intégrale  F  (a?)  devient  infinie  entre  les  limites  de 
l'intégration,  l'intégrale  définie,  somme  des  accroissements  infiniment  petits  de 
F  [x),  n'a  plus  de  signification  déterminée  et  doit  être,  à  moins  de  définition  nou- 
velle, absolument  bannie  des  calculs  et  des  raisonnements.  Il  est  donc  important 
de  savoir  décider  dans  quels  cas  une  intégrale  devient  infinie  en  même  temps  que  sa 
différentielle.  La  règle  suivante  est  souvent  applicable. 

I.    Cnlc.  int.  l5 
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Soit 

I     o[x) dx 


l'intégrale  considérée.  Supposons  que  pour  la  valeur  x  =  a,  comprise  entre  a  et  h, 
<p  [x)  devienne  infinie,  et  que  l'on  ait 


es  ^r   = 


[x—  ce  Y 


^(x)  restant  fini  lorsque  x  est  égal  à  a.  Si  n  est  égal  ou  supérieur  à  l'unité,  les 
deux  intégrales  . , v- 

r'*-^[x)dx 

Ja      (^ 


ù 


<^  (x)  dx 


x}' 


sont  infinies  toutes  deux,  et  leur  somme  est  infinie  ou  indéterminée. 

Soient  en  effet  a  —  s  et  a  +  s'  deux  limites  assez  voisines  de  a  pour  que,  dans 
chacune  des  intégrales 

r=^   ^{x)dx 


a}" 
*    ']){x)dx 


'.-,.'-       «V' 


la  fonction  ^  [x)  reste  finie  et  toujours  de  même  signe,  et  soient  M  et  N  les 
valeurs  maxima  et  minima;  les  intégrales  sont  évidemment  comprises,  la  première 
entre 

,,  C"       dx  ^  C"       dx 

(6)  M  ; :-     et     N -' 

et  la  seconde  entre 


(7)  M 


1 —      et     N  /         ; -^ 


et  dans  l'hypothèse  adoptée,  n  étant  supérieur  ou  égal  à  l'unité,  toutes  ces  limites 
sont  infinies. 

Si  l'on  suppose  au  contraire  n  moindre  que  l'unité,  les  intégrales  (6)  et  (7)  sont 
finies  et  leur  somme  ne  présente  aucune  ambiguïté. 

La  même  conclusion  s'applique  à  fortiori  au  cas  où,  n  étant  moindre  que  l'unité, 
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la  fonction  ^  {x)  est  nulle  pour  x-  —  a.  Par  exemple,  l'intégrale 

j"  dxjx 
a  une  valeur  finie,  parce  qu'on  peut  l'écrire 


f 


X*  Ix  dx 

1F^ 


et  comme,  quel  que  soit  l'exposant  positif^,  le  produit  x' Ix  est  nul  avec  x,  si  Ton 
prend  k  qui  est  arbitraire  compris  entre  zéro  et  ^  la  règle  précédente  est  appli- 
cable et  montre  que  l'intégrale  est  finie. 
Soit  encore 

Jl  <s,\nx  (Ix; 
0 

on  peut  l'écrire   ^ 

x''  Is'mxc/x 


f 


x" 


Quelle  que  soit  la  valeur  positive  de  k,  le  produit  x"  Is'inx  devient  nul  avec  x,  et 
par  conséquent,  en  donnant  à  k  une  valeur  moindre  que  l'unité,  on  voit  que  l'in- 
tégrale a  une  valeur  finie. 

127.  Lorsque  l'une  des  limites  de  l'intégration  est  infinie,  des  considérations 
analogues  aux  précédentes  permettent  souvent  de  décider  si  l'intégrale  a  une 
valeur  finie. 

La  question  ne  peut  être  douteuse  que  si  la  fonction  intégrée  9  [x)  devient  infi- 
niment petite  pour  une  valeur  infiniment  grande  de  la  variable. 

Soit  ' 

^{x]  ayant  une  valeur  déterminée  pour  une  valeur  infinie  de  x.  Si  l'on  suppose 
qu'à  partir  d'une  valeur  x^  de  x,  tj;  [x]  reste  constamment  inférieur  à  un  nombre  31, 
l'intégrale  prise  entre  les  limites  x,  et -ce  sera  moindre  que 


.  L    X" 


et  sera  par  conséquent  finie  si  n  est  plus  grand  (jue  l'unité.  Lorsque  n  étant  moindre 

i5. 
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que  l'unité,  t|^  {x)  a  une  limite  différente  de  zéro,  l'intégrale 

est  évidemment  infinie. 

128.  Il  peut  arriver  que  l'intégrale 

J<f{x)dx 
a 

soit  finie,  lors  même  que  la  fonction  ç  [x]  devient  indéterminée  pour  une  valeur 
infinie  de  la  variable,  mais  il  faut  pour  cela  que  cette  fonction  change  de  signe  un 
nombre  infini  de  fois. 

Considérons  par  exemple  l'intégrale 


f 


s'xnx'^'dx. 


Lorsque  x  devient  infini,  sina?^  devient  indéterminé,  et  cependant  l'aire  totale 
de  la  courbe,  dont  l'équation  est 

y=zs\ï\x^, 

est  finie  et  déterminée,  parce  qu'elle  se  compose  évidemment  d'une  somme  de 
termes  alternativement  positifs  et  négatifs  et  de  plus  en  plus  petits,  représentant 
des  segments  dont  la  hauteur  est  constante  et  égale  à  l'unité,  mais  dont  la  base 
diminue  indéfiniment. 
Soit  encore  l'intégrale 

dx 


J^'^  sin^( 
0  ^" 


l'exposant  n  étant  compris  entre  o  et  2.  Cette  intégrale  peut  s'écrire 

JÇ'^^\x\xdx        r^^  s\nx  dx        l'^~s\nxdx 
:  ^^"X  —-'^^L  ^-^••■■' 

elle  se  trouve  ainsi  changée  en  une  série  dont  les  termes  alternativement  positifs 
et  négatifs  décroissent  indéfiniment. 

Nous  devons  supposer /i  moindre  que  2,  parce  que  l'on  a 


sin.r smx     1 


"T 
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et  si  n  —  I  était  égal  ou  supérieur  à  l'unité, 

serait  infinie. 

129.  Lorsque  la  fonction  intégrée  devient  pour  les  valeurs  infinies  d(3  x  infini- 
ment plus  petite  que  toute  puissance  négative  de  x  d'exposant  constant,  l'intégrale 
a,  à  fortiori,  une  valeur  finie;  telles  sont  par  exemple  les  intégrales 

f*^  n'Ji  /»cc 

^      e-^dx,       \      e-^x'^dx,       j      e-^'cosxdx. 

«^  O  i/o  t/o 

/ 

Valeur  principale  dune  intégrale. 

130.  Cauchy  a  considéré  souvent  et  introduit  dans  l'énoncé  de  plusieurs  théo- 
rèmes des  intégrales  qui,  d'après  les  règles  et  les  explications  précédentes,  seraient 
indéterminées,  et  auxquelles,  à  l'aide  d'une  convention  particulière,  il  donne 
cependant  une  signification  précise. 

C'est  ici  le  lieu  de  faire  connaître  cette  convention  qui,  malgré  le  défaut  qu'elle 
présente  de  sembler  absolument  arbitraire,  a  été  très-souvent  utile. 
Soit  l'intégrale 


X 


b 

(^{x)dx, 


dont  l'élément  devient  infini  pour  la  valeur  a  de  ^  comprise  entre  a  et  b.  Si,  de 
plus,  la  fonction  9(^7)  change  de  signe  en  devenant  infinie,  Cauchy  nomme  valeur 
principale  de  l'intégrale  la  limite  de  l'expression 


i 


o{x)dx-^   i       o{x)dx. 


lorsque  la  lettre  s,  qui  a  la  même  valeur  dans  les  deux  intégrales,  devient  infini- 
ment petite. 

Soit  par  exemple  l'intégrale 


On  a 

'  dx  r  I 


I 

X 


'  dx I  I 
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La  somme  des  deux  intégrales  est  nulle,  et  par  conséquent  l'expression  (i),  qui 

en  elle-même  est  indéterminée,  a  pour  valeur  principale  zéro. 

Calcul  direct  de  quelques  intégrales  définies. 

131.  Le  moyen  direct  de  calculer  une  intégrale  définie  consiste  à  former  l'inté- 
grale indéfinie  correspondante  pour  y  substituer  les  deux  limites  et  retrancher  l'un 
de  l'autre  les  résultats  obtenus.  , 

On  a  par  exemple 

,  ,  r  dx  I  X  4-  COS  © 

\\]  \- ,  = -; — arctang -. ^• 

j  \  -\-  IX  coso  +  ^        smç)  sinç 

On  en  conclut 


dx                       T                     1  + COS  es  I  ces  9  © 

—  arc  lang  — -. '- ; —  arc  tang    .       —  — ^ 


1 4- 2^  coscp  H- jr^       smo  sm9  5109  sm9       2sm9 


C^  dx  I 

I =  -: —  arc  tang  00 : —  arc  tang  cet  o 

'        1  + 2  .r  ces  9  4-^'^       sm9 


o 

I  7:  2        '  9 


^.Q      .  +  2.r  cosç+a:^       sm  9  sin  9  "         '        2sm9        sin9        5109 

132.  On  a 

a.r  4-  (3  _ 


dx  (x'x  -h  ^' 


et  par  conséquent 

r*  _  dx  _         «'(3 


(3) 


•.X  -^^)[a'x  ^^')       a[3'— a'|3 


Si  l'on  suppose  -7  =  775  l'expression  (3)  se  présente  sous  la  forme-;  mais  la  règle 

ce         p 

ordinaire  en  fait  connaître  la  véritable  valeur,  et  l'on  a,  en  supposant  les  deux  rap- 
ports égaux  à  l'unité, 

dx  I 


résultat  facile  à  vérifier  directement. 

133.  On  a,  en  supposant  a  plus  grand  que  b, 

/dx                       1                         l      /a—  b  X  \ 
, = arc  tang     1/ r  tang  -     ■ 
a  4- 6  ces  ^-        ^a'—b'              "^  \\  a -h  b       ^  0.  J 
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On  en  conclut 

(4)  r-  ^" 

Jo     « 


Si  l'on  fait  «  =  I,  ^  =  cos^, 


:5)  P-     ^-^ 


+  cos0cos.r       sin9 


134.  Soit  encore  l'intégrale 


i   v/^ 


sin.r  dx 


"iot.  cosx  -f-  a' 


dans  laquelle  le  radical  est  considéré  comme  ayant  une  valeur  positive.  On  a 

/fy'mx  dx  I     — '- 

-, =  -  y'i  _  ictcosx  -f-  a}, 

y/i  —  2a  cos.r  4- a'       « 

et  par  conséquent 

J(*"  smxdx  I  r  , 

0     VI  — 2acos.r +  a'        «  ^  -" 

«  étant  un  nombre  positif,  on  a 

v/ir  +  2a  +  a'=:i-4-a, 

V^i  — 2a  +  a^  =  ±(i  — a), 

le  signe  +  devant  être  adopté  lorsque  a  est  moindre  que  l'unité,  et  le  si-ne 
dans  le  cas  contraire.  ^ 

On  a  par  conséquent  dans  le  premier  cas 

(6j  Ç^ siïïxdx 


2  a  cos.r  -+-  yj 

et  dans  le  second 


2, 


2 

4-  a^'        a 


(7)  r^  Sin^rc/g: 

Lorsque  a  es.  plus  grand  que  l'unité,  lu  différenlielle  coasidérée  passe  par  l'iulini  ; 
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mais  le  facteur  qui  s'annule  au  dénominateur  étant  élevé  à  la  puissance  -5  il  n'en 

résulte^aucune  indétermination. 

Nous  trouverons  de  nombreux  exemples  analogues  de  discontinuité  dans  la 
valeur  des  intégrales  définies  qui  varient  parfois  brusquement  non-seulement  de 
forme,  mais  de  valeur,  lorsqu'un  paramètre  dont  elles  dépendent  varie  d'une 
manière  continue. 

135.  On  a  par  exemple  * 

Jo     i  +  a'— 2aC0S^       5^Jo     L'+«'— 2aC0S^         J 
c'est-à-dire  d'après  la  formule  (4) 

^^^  Jo     I  +  a^-  2a  COS^  ""  2a  s/\i  +  oi^f-  4^'        ^a  2a(i-a^)        2a 

le  signe  -H  correspondant  au  cas  où  a  est  moindre  que  l'unité,  et  le  signe  —  au  cas 
contraire.  L'intégrale  est,  dans  le  premier  cas,  :^^,^  et  -^ ^ ^;_  , ^  dans  le  second. 

136.  On  a 

r      dx        _  r dx 

J  iH-a^  sin'^  "  J  cos'A^  4-  (  a^  +  i  )  sin' . 


/. 


'X 

dx 


ces''  a; 


I  -{-  (  a'  -M  )  lang':r        ^'a'  4- 1 
par  conséquent 

f"^         dx 
(9)  j 


arclang  va'+i  langer; 


On  en  déduit  la  formule  équivalente 

TT 

r  2  i/.r _r_ 

(*®)  J^    a'  sin=^4^-  ^'  cos'^  "  2a(3 

137.  Cherchons  l'intégrale 

/"+-'  ^.r 

J_i    {x  —  a)\li  —  x' 
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En  posant 


I  y- 

X  = 


on  trouve 

dx  0.  dy 


{x—a)\l\  —  x'       (a  +  i)j^  +  «  — 1 
et  par  conséquent 


!-, 


dx  VL  .   /a  +  I 
=  --=^  arctangj 

X  —  a)\Ji  —  x^       \Jd^ — I 


Aux  limites  —  i  et  -h  i  de  a?  correspondent  les  limites  co  et  o  de  j,  et  l'intégrale 
est  par  conséquent 

dx  TT 


/. 


_j    [x — a)  sji  — x^  sja^ — I 


138.  Les  intégrales 


cosmx  cosnx  dx,       l     slnmx  sinnx  dx,       j     s'mmx  cosnx  dx, 

où  m  et  71  désignent  des  nombres  entiers  quelconques,  se  présentent  dans  une 
théorie  importante  :  leur  valeur  est  très-aisée  à  calculer;  en  transformant  chaque 
produit  en  une  somme,  l'intégration  se  fait  immédiatement,  et  l'on  trouve,  lorsque 
mei  n  sont  différents,  que  les  trois  intégrales  ont  pour  valeur  commune  zéro.  Si 
l'on  suppose  m  =  n,  on  sl 

i     r'^                ,          r  ^  1  +  CCS  2  mx  J         r.  ^    ' 

l     /      CCS*  nix  dx  =--  I dx  =  -•< 

\    Jo  Jo  2  2 

i      /"^     ,  ,  f^  l—  COS^.mX    ,  TT 

f     /      sin'w^a:r=  1      — dx  =  -  - 

Jo  Jo  2  "" 


139.  On  a 


,      ,  e"' (aco^bx -h  b  smbx] 

"  cosbx  dx  =  — 7 ■ -i 

a'  -t-  b' 


e"' {  —  a  s'm  bx -{- b  cos  bx  ) 

bx  dx  = ; , . •■ 


j  e"  sin 
par  conséquent  en  supposant  a  négatif 

l     /        e'""  cosbx  dx  :=^ ; 

(•3)  / 

e"  sin  6a:  dx  = 


a?-\-b' 
I.    Cdic.  i/it  l6 
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140.  Parmi  les  intégrales  en  nombre  presque  indéfini  dont  la  valeur  peut  s'ob- 
tenir directement,  nous  devons  citer  comme  une  des  plus  importantes  et  des  plus 
célèbres 

Jo      '^'^' 

OÙ  m  et  n  sont  deux  nombres  entiers  quelconques  satisfaisant  à  la  condition  m  <  n, 
sans  laquelle  l'intégrale  serait  infinie. 
On  a  trouvé  (24),  en  supposant  n  pair, 

^     '  J     i-hx"  n  ^  n  I  "^  J 

X  —  CCS  (  2  Â"  —  I  )  - 

H-  -  >  sin  — ^ —  arc  tang — -  5 

sin(2/f  —  1    - 

la  sommation  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  positives  et  entières  de  k  moindres 

n 
que-. 

Quoique  l'intégrale  cherchée  ait  une  valeur  finie  et  déterminée,  les  différents 
termes  de  l'expression  (A)  deviennent  infinis  avec  x.  De  là  dans  le  calcul  de  l'in- 
tégrale définie  une  petite  difficulté  facile  à  éluder. 

Supposons  d'abord  que  m  —  i  soit  pair,  aussi  bien  que  n;  substituons  à  l'inté- 
grale cherchée  l'expression  évidemment  équivalente  dans  ce  cas 

1     i"^  X"'''  dx 
Nous  pouvons  regarder  cette  dernière  comme  la  limite  de 


r-^^x" 
J-h    ï 


■X" 


lorsque  h  augmente  indéfiniment.  Or,  en  substituant  à  oc  les  valeurs  —  A  et  -\- h 
dans  l'un  des  termes  affectés  des  signes  logarithmiques  et  retranchant  l'un  de 
l'autre  les  deux  résultats,  on  trouve 

I  —  2/icos(2/< -— I )---+- /i' 

I  (2A  — i)/n7r,  "- . 

CCS / ;_  ■> 

et  lorsque  h  devient  infini,  cette  expression  se  réduit  a  zéro,  comme  contenant  en 
facteur  le  logarithme  de  l'unité.  Les  termes  de  ce  genre  sont  donc  sans  influence 
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sur  le  résultat.  On  a  d'ailleurs  pour  une  valeur  infinie  de  x 


et  pour  a?  =  —  oo 


JC  —  cos(?./r  —  r)- 

arc  tang ; '^  —  - 

^       .      2A-  — i)r  2 

sin — '— 


X  ~  cos(2/r  —  i)  '- 

arc  lang ^ ^  =  ~  -' 

^        .      2/r— i)t:  2 

sin  — 

// 


La  différence  de  ces  deux  résultats  est  n,  et  l'on  a  par  conséquent 

I    r°^  ^"'"'û?-^^  _  -  ^  ,        ,\  '^^       rf  .     m-         .     3m7r  .    (n— i)m7:~I 

^  »/_oc  »  -I-  -^  n  ^^  n         n  I  n  n  '^  J 

c'est-à-dire 

"^  ^"'-'  dx       ri—  CCS  mu  ' 


£ 


iH-.r"        w        .     mr 

sin 

n 


-5 


/w  —  I  étant  pair,  cosmTi  est  égal  à  -  r,  et  l'on  a  enfin 


/"^  ^!1L^__^^L_      r"^x"'-'dx 

J—rj^  i4-.r"   ~       .     mr.^      J.       i  +  .r" 

^^  M  cir» *^  O 


.     —        ^„  ...  .     mr 

nsin "  n  sin 

n  n 


141 .  Si  l'on  pose  x"  =  z,  la  formule  précédente  devient 


f 

i/o 


^'; dz  _     71 

I  H- z            .     mr. 
sin 


et  si  I  on  pose  -  =  a, 

(.4)  r^ii±^.,^, 

Jo       i  +  z        sin«7: 

la  restriction  imposée  aux  nombres  m  —  r  et  n,  qui  ont  été  supposés  pairs,  n'en 
impose  aucune  au  rapport  -    qui  est  un  nombre  quelconque  moindre  que  l'unité, 
et  la  continuité  évidente  de  l'intégrale  permet  de  le  supposer  incommensurable.- 
142.  Si  l'on  pose  dans  la  formule  précédente 


z"  =  u, 

az"-'  dz  =  du. 

i6. 
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elle  devient 

du  an 


et  en  posant  -  =  n, 

^  a 


(,5) 


r 

*^0  I  -J-  u^' 


°  nsin- 

n 


n  désignant  un  nombre  quelconque  plus  grand  que  l'unité. 
143.  Si  l'on  pose 


V 

v'  I  —  t"* 


la  formule  précédente  devient 


Jo  y  ^     ^'      nsin 
On  a  par  exemple 


r^        dx         _  TT 


6sin-7 
I  b 

144.  On  peut  de  la  formule  (i4)  déduire  d'autres  conséquences  importantes. 
On  a 


f"^  X"  '  dx  _  f  .r" -'  dx        Ç"^  x"-'  dx 


En  posant  dans  la  seconde  intégrale  du  second  membre  x^=  -■>  les  limites  de  z 
deviennent  i  et  o,  et  l'on  a 

Ç"^  x^-'dx  __   r""  z-''dz  _  r^x-^dx 
Ji       i  +  x  ~      J^     \  +  z  ~  Jo     i+x' 

par  conséquent 

r"^  x"-'  dx      r  '  X'-'  +  x-"  ,         TT 

(17)  /       ■ =  / dx  =  -. 

''  J^       i-h  X       J^   .     i  -h  X  sman 

Cette  dernière  formule  est  démontrée,  comme  celle  dont  elle  est  déduite,  pour  les 
valeurs  positives  de  a  moindres  que  l'unité.  Le  premier  membre  d'ailleurs  devien- 
drait évidemment  infini  si  cette  condition  n'était  pas  remplie. 
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145.  Chaque  intégrale  définie  peut,  par  des  changements  de  variables,  se  trans- 
former d'une  infinité  de  manières.  Nous  citerons  quelques-unes  des  formes  que 
l'on  peut  donner  ainsi  au  résultat  précédent. 

Si  dans  la  formule  (i4)  on  pose  x  =  tang'-(p,  elle  devient 


Rotang-"  '9—  — ;- 
^       '       ^       ^       2sin 

En  posant 


{b-hi 

X 


I  —  z 


on  en  déduit 

('9) 


L 


I  ^—\ 


dz 


g  {i  -\-  bz){i  ^  zf       [i  —  bysmar. 


où  a  désigne  toujours  un  nombre  compris  entre  zéro  et  l'unité,  et  b  doit  être  tel, 
que  i  +  6s  ne  devienne  pas  nul  entre  les  limites  de  l'intégration;  l'intégrale  (19), 
dans  ce  cas,  n'aurait  plus  de  sens,  et  la  transformation  qui  y  a  conduit  cesserait 
d'être  permise. 
En  posant  en  effet 

(6  +  1)2 
I  —  z 

il  est,  dans  tous  les  cas,  exact  de  dire  que  pour  z  =  o,  x  devient  nul,  et  que  pour 
z  =  I,  il  devient  infini.  Mais  il  n'en  résulte  pas  toujours  que,  z  variant  de  zéro  à 
l'unité,  X  varie  de  zéro  à  l'infini.  Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  à  des  valeurs  de  z 
comprises  entre  zéro  et  l'unité  correspondent  des  valeurs  négatives  de  x,  et  l'in- 
tégrale dont  (jg)  est  la  transformée,  est 


£ 


dx{  —  X  )"- 


qui  n'a  pas  de  sens. 

146.  Si  l'on  pose  a;  =  2;",  l'intégrale  (i4)  devient 


«/o 


'^-  z""-'  dz 


1  H-  2"         sin  a~ 


et  en  posant  na=^  n  —  k, 


i 


2"-*  ■-'  dz  _  r.  _         7T 

I  +  z"  .     n  —  Il  .    k-K 

«  sin  7:       nsln  — 

n  n 
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En  transformant  de  nouveau  cette  intégrale  et  posant 


on  aura 
et 

(20j 


Z" 

i  —  z"  ~      ' 

dz              du 

z         u[\  -\-  a" ] 

1 

,        M"-*-' 

7r 

n  —  k~~ 

.    k-K 

Simplification  de  quelques  formules  de  réduction. 

147.  Nous  avons  calculé  un  grand  nombre  d'intégrales  indéfinies  à  l'aide  de  for- 
mules de  réduction  qui  les  lient  à  d'autres  intégrales  de  plus  en  plus  simples,  dont 
la  dernière  s'obtient  immédiatement. 

La  même  métbode  est  applicable  aux  intégrales  définies,  mais  on  doit  remarquer 
que  souvent  il  est  avantageux  de  faire  la  substitution  des  limites  dans  la  formule 
de  réduction  elle-même,  qui  par  là  se  trouve  notablement  simplifiée. 

On  a  trouvé,  par  exemple, 

r  x"'dx  I ,  ,  rx'"-^dx 

m    I    -j:===:—  X""-'  sj'^— X'+  [m—l)    I    --=:z=r-' 

J  s/i—x'  J   sji-x' 

On  en*conclut 

JC^   x"'dx        ,  ,  r '  x""-' dx 

I        -;=:==  (m  — l)  --.=  , 

0      Sji—-^'  Jo      V'— •*- 

et  l'application  répétée  de  cette  formule  permet,  lorsque  m  est  entier,  de  calculer 
^- .  en  la  réduisant  à  l  une  des  deux  suivantes  : 

0    y'  I  —  X- 


On  trouve  ainsi 


X 
IX 


Ç'        dx         __Tt 

Jo     V/l-^'=         ^ 

Ç'    xdx    _ 

x'"'  dx         1 . 3 . 5 . .  .  (  2  7î  —  I 

)7r 

sji-.jr-            a. 4-6.    .an 

2 

x'"^' dx            2. 4 -G...  an 

o      Sj^-^' 


1 . 3 . 5 . . .  (  2  n  +  1  ) 
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148.  Des  deux  intégrales  précédentes  on  déduit  aisément 


Jx'"  dx  y/i  —  X''. 
o 


On  a 


rx-'dx^r-x^=  f'^:^^::-dx=  r^-^^^-  r'""^=-^~-  r'^;:^. 

Jo  Jo       s/i-*"  J^^i~x-^      X     s/i--^-'        ""'-^^Jo     \li-'x' 

149.  La  comparaison  des  formules  précédentes  conduit  à  une  expression  célèbre 
du  nombre  t:,  que  nous  avons  déjà  obtenue  par  une  autre  méthode. 
Si  l'on  pose 

Jr'   x"'dx 

on  a  (147) 

r-^n    _  r  [i.3.5.  ..  (2/1  —  i))i(2/t  +  i) 

J.«+i  2  (2.4.6.  ..  271)' 

Mais  le  premier  membre,  évidemment  compris  entre— -'  =  1  et -~- =  ^^"^^, 

Jï/,  Jv,,-^-..  2/1+1 

devient  égal  à  l'unité  pour  une  valeur  intinie  de  tî;  il  en  est  donc  de  même  du 
second  membre,  et  l'on  en  conclut 


2  [1.3.5.  ..  (2/1  — I)J■'(2/^  +  I; 


c'est  le  théorème  de  Wallis. 

150.  Si  dans  les  formules  (r)  on  poseo^^sin^,  elles  deviennent 


Jo  2.4.0. ..2/i         2 

\  r'  •  ■>, ^,  j       2.4.6. .. 2/1 

/     sm="^'  cp  c?(p  =  ---^î — ^ ^^ . 

•  ,/o  1.3.5.  .  .(2/1  +  1) 

Si  dans  la  première  des  formules  (2)  on  pose 

J=  tf  (i  — coscp), 


elle  devient 


1      {-xay  —  y' j"-'  y/2a/ —  j' rfj 

«/  o 


2       2 . 4 . 6 .  . .  i  /i 


«-• 
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151.  Considérons  l'intégrale 


Jr»  a 


dx{a?  —  x''  )". 
On  trouve  aisément 

r,  ,        x{cû—x''Y         ina"      T,    ,    , 

/  dx(a'—x''Y  =  — ^ h ~-      dx [a'- —  x' f- -\ 

et  par  conséquent 

J'^"-                               ina?      /•" 
dx  (  a"  —  X'-  Y  = dx  (  a'  —  x^ )"- ' . 

et  l'application  répétée  de  cette  formule  donne 

(3)  .  /     dx[a'—x^-)"=      „    ^  . r"^"'"^'- 

En  supposant  a—  i, 

I  C     1      >  ,^  2.4..   .2/1  • 

If.)  \     dx{i—x')"=z—~^ -—. 

^^'  Jo  1.3...  (2/1+1) 

152.  La  formule  précédente  mérite  une  mention  spéciale.  C'est  en  partant  d'un 
résultat  qui  lui  est  équivalent,  quoique  antérieur  à  l'invention  du  calcul  intégral, 
que  Wallis  a  été  ingénieusement  conduit  à  l'expression  du  nombre  n  sous  forme 
de  produit  infini. 

Sa  méthode  consiste  à  transformer  le  second  membre  de  (4)  en  une  expression 
dans  laquelle  il  soit  possible  d'attribuer  à  n  une  valeur  fractionnaire,  et  à  admettre 
alors,  sans  preuve  sutïïsante  il  est  vrai,  que  la  formule  démontrée  pour  les  valeurs 
entières  quelconques  de  n  est  par  cela  même  identique  et  applicable  au  cas  même 
où  n  est  fractionnaire. 

La  formule  (4)  peut  s'écrire 

J'»  '  .  2"  1 . 2  3 .    .  /i 

dx{i  —  x'  r 
0 

Or  le  second  membre  est  la  limite  de 

/  I  271  +  1    2/1  +  3  2/1  +  2/1+1 ^ 

( ^ )  V^TT+T         r  3  â/f +  1       j  [n+  i  II  +  2  "'  n-^k 

lorsque  k  augmente  indéfiniment. 


+  I     1.3.5.  ..  (2/1  —  I 
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En  supprimanl  en  effet  les  facteurs  communs,  on  réduit  le  produit  à 

I (2/r+3)('2/r  +  5). .  .(?./f  +  o.n  -i-i)  i.o,.3...n 

2«  +  i  1.3.5.  .  .(2AI  — ij  (/r  +  i)(/r  -4-  2). .  .{A-  +  «)' 

mais  lorsque  k  devient  infini,  on  a 

2  /i  -h  3  2  /r  +  5        2  /r  -t-  2  /i  H-  I  

/r  +  I     /(•  +  2   '    '        /r  +  /i  ~  ~     ' 

et  la  formule  (A)  peut  être  remplacée  par  conséquent  par  le  second  membre  de 
l'équation  (5). 

En  acceptant  ce  résultat  comme  applicable  au  cas  où  n  n'est  pas  entier,  ou  a,  en 

faisant  n  =  -i 

t/O 


1  1 . 3 .  .  .  (  2  /f  +  i }   /  3  \    /  5  \         /  2  /r 


2 


et  comme  l'intégrale  est  égale  à  'j-. 

T.   224  2A-  7.k         2A-  +  2 

2        I  3  3        2  /r  —  I  2  /r  +  I  2  /r  H-  I  ' 
en  supposant,  bien  entendu,  que  k  augmente  indéfiniment. 
153.  L'intégrale 

f 


dx 


a^-{-  X''  " 


s'obtient  aussi  aisément  que  les  précédentes.  On  a 

r dx^ _  ï  x_   _        jin  —  3       r        dx 

J  {à'-\-  X')"  ~  (2^t  — 2)«^  (rt'+^7'-'  "*"  {in—  2)a'  J  {â^  x-  )"   '  ' 

et  comme  le  premier  terme  du  second  membre  est  nul  aux  deux  limites 

Jo       (  «'  +  ^=  )"  ~  (  2  /<  —  2  )  «-^  J^        (  à'  -+-  X'  )«-'  ■ 

L'application  répétée  de  cette  formule  donne 


g  A  r  ^ </^     I   {7.11 

Jo      ( "' ^xy'  ~~  Të'^'  {2n 


3)(2/i  —  5)...i  - 


L    Cale.  iiit.  1 


2)(2n  —  4). .    2  2 

7 
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Si  l'on  pose  œ=  -=?  cette  formule  devient 


f 


dz  I      {in  —  3)(2n  —  5)...i7r 


z'\ "       a-"  '  (ifi  —  2)(2/i  —  A).  .  .1  1 


En  faisant  a=  j  et  supposant  que  n  croisse  indéfiniment,  cette  équation  devient, 
à  cause  de  la  formule  de  Wallis, 

(7)  /       dz  e-'- ■=  -  s/t: . 

154-.  L'intégration  par  partie  donne 

/e  '■'  x'^"  dx=: x'^"'  '  e~  ^'  H ■  /   ^~^""  x"^"^-  dx  : 
2                                      9.       J 

par  conséquent 

f^     ^      /      2n  — I  r*     .  ,  ,  7 

/       e~'''x"'dx^^ /       e"""'  x^"~^  dx, 

Jo  ^^      Jo 

et  l'application  répétée  de  cette  formule  donne,  en  ayant  égard  à  (7), 

C^       ,        ,          1.3.5.  .  .(2^—1)  I     - 
8  /       e-^-x'"  dx  = ^ -  vTT. 

155.  L'intégrale 

Jr»oo 
e''-""  x"~^  dx, 
o 

considérée  comme  fonction  de  n,  joue  un  rôle  important  en  analyse.  Les  géomètres, 
qui  l'ont  désignée  par  T  [n),  en  ont  fait  une  étude  approfondie.  Nous  nous  borne- 
rons ici  à  donner  sa  valeur  lorsque  n  est  entier.  On  a 

par  conséquent 

e^"" x"-^  dx  =  [  n  —  i)  1       e'"  x"^^  dx, 

0  do 

et  l'application  répétée  de  cette  formule  donne,  lorsque  ûo  est  entier, 

e-^x'-'  dx  =  T{7i)=  1.2.3.  ..(n  —  i). 
o 
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156.  L'intégrale 

/     X'"  '{i  —  X )«-'  dx, 
J  o 

dont  nous  aurons  à  nous  occuper  dans  le  cas  général,  se  calcule  Lrès-aisément 
lorsqu'un  des  nombres  m  et  n  est  entier. 

Remarquons  d'abord  que  cette  intégrale  est  une  fonction  symétrique  de  m  et 
de  n.  Si  l'on  pose  en  effet  i  —  ^=y,  elle  devient 


*y  i  «y  o 


On  peut  donc  changer  les  lettres  m  et  n  l'une  dans  l'autre  sans  altérer  le  résultat, 
et  si  l'un  des  exposants  est  entier,  il  est  permis  par  conséquent  de  supposer  que  ce 
soit  celui  de  x. 
Cela  posé,  on  a 

X'"-'  dx{i  —  x )"-'  =  —  ^ -^ \ /  x""~'  [i  —  x]"  dx, 

et  par  conséquent,  m  —  i  et  n  étant  positifs, 

r  '  m  —  I  /  •  ' 

/     x""-'  dx{i~  X )"-  '  =  ■ /     X"-' dxii  —  X )". 

Puisque  m  est  supposé  entier,,  l'application  répétée  de  cette  formule  ramènera 
l'intégrale  à 

/       (  I  —  X  )"'-+-"    =  dx  =r ^' , 

Jo  m  +  n~  i 

et  par  conséquent 


,      ,  r  '         ,   I    /  s  [m  —  I ) ( /n  —  2  ) ...  I 

(lo)  /     x"'-Ulx{i  —  x)"-'=:z-^-^ -Ai_^ >- ., 

Jo  }i{n  -h  \) .  .    [n  -h  m  —  i) 

et  cette  formule  ne  suppose  pas  que  n  soit  entier.  D'après  la  symétrie  remarquée, 
on  a  aussi,  lorsque  n  est  entier  et  quel  que  soit  m, 

(.1)  r^'"  ■^x(i-:.r-^  — ^^-'-^^-"i-:-ii— . 

Jo  //i  (  m  4-  I  ) .  .  .  (  /;i  +  n  —  1  j 

157.  En  posant  ^  =  sin2(p,  l'intégrale  (lo)  devient 

Jsin="'-' 9  ces""  '  9  </(p, 
o 

dont  la  valeur  est  par  conséquent  connue,  pourvu  que  m  soit  entier. 

»7- 
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On  a 

,  ,  r''        •        ;  7  (  "''   I    )  (  W    2  )    ...     I 

L'intégrale 


i/o 


X  COii"X  d.v 


peut  d'ailleurs  se  calculer  directement,  quels  que  soient  les  exposants  entiers  m 
et  n. 

On  déduit  de  la  formule  de  réduction  démontrée  (84) 

r  '         ^     n-i  r  .         ..  , 

/     s\W" X  0.0^" X  dx  z= I     s\\\"'x  Qo?,"~'X  dx, 

et  l'application  répétée  de  cette  formule  donne,  si  ri  est  pair, 

n  .  .  («  — i)(Ai  —  3).. .1  c  .       , 

I     sin'".^  cos".r  dx  =    -     — -^- ' :    I     sin"'.r  dx, 

Jo  (m  +  /2)(m  +  /i  — 2).  ..(m+2)  Jy 

et  si  n  est  impair, 

J^ '■*   .                      ,        '             in  —  I ) ( «  —  3 ) ...  2  r ■*   .  » 

sin'".r  cos"^  </.;p  =  , c, ~ ; , _-;  /     snVx  cosx  dx. 
Q                                    {m-i-n)im-hn  —  2).  .  .Im  -h-ôjj^ 

Mais  on  a,  si  m  est  pair, 

TT 

r  .  ,  1.3.5...  (m-i)  7: 

I     sin'"a^  dx  = ,— ;, ■» 

Jo  2 . 4  .  b .  .  .  m        2 

et  si  m  est  impair, 

/     sm'"  X  dx  =  — - — „— ^ • 

Jo  1 . 3 . 5 ...  m 

Dans  les  deux  cas  d'ailleurs 


j     sin"'.rco 

Jo 


SX  dx  =-  
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et  l'on  trouve  par  suile,  en  meltaiit  en  évidence  la  parité  ou  la  non-parité  des 
exposants, 

,     ^,  r"^     .  .  1.3.  .  .  (2W  —  l)  2.4      ■  .  2/1 

1 3  )       /     sm^'-'x  cos"'+'  X  dx  =  .  — , — — _  . -. r^^x-^-, : ,  ' 

TT 

//v       r^.,             ,        7          1.3.    .(  9, /i  — 1)1. 3..  (2 /n  — 1)7: 
(14)       /     sin""a:cos"'^  «a;  = -— , -, -■> 

J^  2.4.      .     2/7Z  +2/1  2 


i5)       /     sin^"'+':rcos'"^f/jr  =  - 


1 . 3 . . .  ( 2 //.  —  1)2.4-6.  . .  im 


3.5.  .  .  [im  +  i){im  +  2 ) ( 2 ///  +  4 )  •  •  •  ( 2 //z  +  2/? ^ 


....     r    .  „  _^,       ,  ^,    ,       1 . 2 . . .  /i  1 . 2 . . .  //t 

16)       /     sin="'+'  X  cos"'+'  X  dx— 

Jo  1 . 2 .  .  .  '^  //i  +  /i  +  J 

158.  On  a  trouvé  (138) 

r 


On  en  déduit  aisément  les  intégrales 


cos^  ntx  dx  =  -• 

2 


J/^7t  /»7r 

'     C05'""x  cos7.nx  dx,        j     cos-"'^'x  cos{-2/i  -h  i)  x  dx. 
o  «/o 

On  a  en  effet  (I,  386) 

I  j     2="—  ces""  X  =  cos  2  mx  +  2  //i  ces  (  2  //i  —  2  )  ^-  H h  -  '^"^^^'^-~  '  ^  -  ---•  ^'^'"''JJ , 

2  I  .  2  .  3  .  .    /?i 

2""  cos"""^'  X  =.  cos  (  2  //i  +  I  )  je  +  (  2  /n  +  1  )  cos  (  2  //i  —  1  )  x  + .  .  . 

(  2  //t  +  I  )  2  //i .  .  .  (  //z  +  2  ) 

H ^ COSJf. 

1 . 2 . 3 .  .    m 

En  multipliant  les  deux  membres  de  (i)  par  cosinxdx,  et  ceux  de  {•/)  par 
co8(2/î+  \)xdx,  et  en  intégrant  entre  les  limites  o  et  zr,  on  trouve,  en  ayant 
égard  aux  formules  (138), 

(,„\  C^ ^     i,n  J  \     o.m{im  —  I ) .    .  { //i  +  /i  +  1 1 

( '  7  )  /     cos"" X  cos  inx  dx  = ^ ~ ~-    ■  tï, 

Jo  2^'"  1.2.3.    .{m  —  n) 

f.us  C^  ^      ,,„,,  ,  ,        ,  I        (2/;t  +  l)  2///. .  .  .  (///  +  /i  +  2) 

l'o)  1      C0S^"'^'xC0S   7./i  H-  i)a:(/x  =  ^ —^ ~ — 't.. 

Jo  ^  ^  2'"+'  I.2.3...(//i  — /f) 
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Si  l'on  suppose  m  =  n,  on  trouve  de  même 


'^'"x  cos  2  mx  dx  =  — - 


'  20  )  /        COS"""^'  X  cos  [7.1)1  -\-\)  X  dx  =:z  ~~ 


(19)    .  r  cos^ 

F' 

Lorsque  m  et  n  sont  de  parité  différente,  on  a  évidemment 

/•TT 

I     cos"'x  cosiix  dx  =:  o. 

J  o 

On  a  (I,  386) 

2""(  —  i)'"  sin""^  =  ■!  cosimx  —  1  ini  cos{im  —  2.)  x  -{-... , 
2(2'"+i)  ^ —  I )'"  sin"""*"' ^  =  2  sin(2m  +1)^  —  2(2/72+1)  sin(2m  —  i)  x 

et  on  en  conclura 

f^  .  ,         ,        <     I    'xmio.m  —  \).  .  .(m  +  n -\-i)  -K 

[il]      I     sm='"':c  cos  2  nx  dx=:(—i  )"  -^ ^ ~ — y^ ~, -  •> 

^     '    Jq  2""  1 . 2 . 3 .  . .  (  m  —  Ai  )  2 

(22)     /     s\n""-^'x  sm[o,n  + i)x dx  = 


I    [im  -\-\){im).  .  .{m  -\-  n-\-  7.)  r. 

=  [—  II"  "-- = ', T - 

'    1""-  i.i.ô.  .  .  [m  —  n)  2 


Ces  résultats  se  retrouveront  d'ailleurs  comme  conséquences  d'autres  formules  plus 
générales  qui  seront  démontrées  ailleurs. 

159.  Les  fonctions  cos^'"^  coss/za?,  cos^'"^'^cos(2  7z  4- i)^,  sin^"'^cosan^, 
sin^'"^'a7sin(a7î  +  1)^,  prennent  chacune  des  valeurs  égales  quand  on  y  fait  suc- 
cessivement ^=-  —  aet^  =  -  4-a.  Si  donc,  dans  les  intégrales  (17),  (18),  (21) 

et  (22),  les  limites  sont  réduites  à  zéro  et  -^  la  valeur  de  chacune  d'elles  deviendra 
moitié  moindre. 

160.  Les  intégrales 

TT 

Jcos"'^cos«^  dx, 
0 

TT 

/     cos""^  sin  w^  J^ 
peuvent  d'ailleurs  se  réduire  aisément  à  l'aide  de  l'intégration  par  parties.  On  a,  en 
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considérant  cos^r^j?  comme  la  différentielle  de  sin.r, 

1  cos"'.r  cosnxdx  =  cos""^'x  cosnx  sin^  +  (m  —  i)  /  cos"'"^.2:sin^:r  cosnxdx 
-\- n  j  cos"'~' X  sinx  sinnxdx. 

En  intégrant  de  nouveau  par  parties  la  seconde  intégrale  du  second  membre,  oîi 

cos'"-*  ocsinxdx  est  la  différentielle  de  ~ -^  remplaçant  dans  la  seconde  sin^r 

par  I  —  cos- ce,  réduisant  les  termes  semblables  et  remarquant  que  le  terme  intégré 
disparaît  aux  deux  limites,  on  trouve 


:b) 


r 


cos'"  '''x  cosnxdx 


^  (  ^  -  '  )  Jo 


cos"'.r  CGSAi.^'f/.r. 


Si  dans  cette  équation  on  suppose  m  =  n,   puis  successivement  m  =  n  —  2, 
m  =  n  —  f\,...,  m  =  n  —  ik,  k  étant  un  nombre  entier  quelconque,  on  en  conclut 


L 


COS"   ■'•  X  QQ'ànx  dx  =z  o. 


Mais,  par  une  discontinuité  remarquable,  qui  n'est  pas  rare  dans  la  tbéorie  des 
intégrales  définies,  cette  formule  cesserait  d'être  exacte  si  le  nombre  k  était  négatif, 
et  l'intégrale 

Jcos""^-*ji;  cosnxdx 
0 

est  différente  de  zéro.  On  a  trouvé  (158) 


j     ces" 


X  cosnxdx 


Si   l'on   fait  dans  l'équation  (B)  m  =  n  4- 2,   m  —  n-+-l\ m  =  n-h2l{,   on 

trouvera 


(23 


)  r'cos"-*.rcosn^f/^=  -^-  (^_+_^/0(/i  +  a/r -.)...  (/i  + /r  +  i) 

Jo  .j_n^-2k^y  1 .  2  .  3  .  .  .  /r 


cas 


Cette  formule  s'applique,  ainsi  que  l'équation  (19)  dont  on  l'a  déduite,  au  cîi 
même  où  n  n'est  pas  entier;  mais  nous  ne  pouvons  en  donner  la  démonstration 
dans  ce  cliapitre. 
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161.  La  formule  de  réduction  (B)  permet  de  calculer  l'intégrale 

Jccs"'^  cos/i.r  dx 
o 

toutes  les  fois  que  m  est  un  nombre  entier.  En  l'écrivant  en  effet  sous  la  forme 


TT 


C                         j         m(m-i)  n  ,  , 

/     cos^x  cosnxax= |     cos'"~^r  cosn^r/:r, 


on  pourra  ramener  l'exposant  m  à  la  valeur  zéro  ou  à  la  valeur  i,  en  réduisant 


l'intégrale  à 

w  ,     nr. 

sm  -- 

cosw^  dx  = 

n 

ou  a 


Jcos^ 
0 


nr. 

ces  — 

cosn^  dx  ■= 

I  —  H- 


pourvu  toutefois  que  n  ne  soit  pas  un  nombre  entier  de  même  parité  que  m  et 
moindre  que  lui,  car  alors,  le  dénominateur  de  Tune  des  formules  de  réduction 
étant  nul,  la  métbode  serait  en  défaut. 
On  trouve  ainsi 


I     cos"'^ 


77 

•2.m[im  —  I ) .  .  .  ?. . I .  sin ( 2 n  +  I )  - 


cosiin  +  0  ^ 


[i^-—  (2rt+  i)'^]  [4=—  [in  +  i)^j  .  . .  [4m'—  [in  +  i)^]  [in  +  i) 


(  2  m  +  1  )  ît  m  (  2  m  —  i  ) .  . .  2 .  i .  ces  «tt 
çQg:m+i^  C0S2n:r  dx 


(i  — 47i=')(9  —  4/i'0.  .  .[(2m  +  i)2  — 4^' 


162.  L'intégrale 


f 

t/O 


cos"'^  ?>\x\nx  dx 


peut  aussi  se  réduire  a  l'aide  de  deux  intégrations  par  parties.  On  a,  en  considé- 
rant QÂ)?>x  dx  comme  une  différentielle, 

/  005""^  sin/ix  dx  =^  ^\r\x  cos"'^' j:sin«^  -h  (w  —  ')  /  cos"'   -'.r  sin=x  sinw^ 
—  n  I  sin^r  cosnx  cos"'~'.r  dx. 
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Intégrant  par  parties  la  seconde  intégrale  du  second  membre,  remplaçant  dans  la 
première  sin^.^  par  i  —  cos'^c,  réduisant  les  termes  semblables,  et  remplaçant 

enfin  dans  les  termes  intégrés  oo  par  les  limites  o  et  ->  on  trouve 


J'^2                                                                                       ^^^2 ^2  ^'2 

cos"--x  s'm  na:dx= — /     cos'" a:  sin  na:  dx 
0                                         m{m  —  i)J^ 


m{m  —  I 
Si  l'on  suppose  m  —  n,  on  en  déduit 


Jcos"'-''^  sin 
0 


mx  dx  ■=  


m  —  I 


163.  L'intégration  par  parties  autrement  dirigée  peut  fournir  une  autre  formule 
de  réduction  pour  l'intégrale 

JZQ^'^x  ^\\\nx  dx. 
0 

On  a,  en  considérant  ûwnxdx  comme  une  différentielle  exacte, 

/ces  ixx                   m    [* 
ZQ%"' X  ^mnx  dx  — cos'"^ /  cos"'-'a;  sin^  cos/i^rf^, 
n                       11  j  ' 

et,  en  remplaçant  le  produit  sin^cos/zo^  par  %\wnxzç,^x  —  ûx\[n  — \)x  et  rédui- 
sant les  termes  semblables, 

[m  +  n)\  ces'" X  sin nx  dx  —  —  cos*x  ces nx  +  m  j  ces"'-' a.-  sin (  w  —  i  ) ^  dx, 
d'où  l'on  déduit 

-  !E 

/     cos'":rsin/i.rrf.r= — ^ 1 ^^    /     cos'"-'^sln(n  —  i).r </^. 

Jo  m  +  n       m-\-n  J^  ^  ' 

L'application  répétée  de  cette  formule  donne,  en  supposant  n=zm  et  m  entier  et 
positif, 

JI         /  2^  ^3  2"'\ 

„  ""'"'' ^'""^''^  =  .-  l^  +  ¥  +  3  +  •  ■  •  +  m) • 

164.  La  même  méthode  de  réductions  successives  s'applique  à  un  grand  nombre 
d'intégrales,  dont  il  est  bon  de  citer  quelques-unes. 

I.    Cale.  int.  jg 
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On  a  (80) 

C      ,      ,  .r"+'     ,  T         r       ,  ■^"^'    ,  ■^""^' 

I  X"  Ix  dx  = Ix I  X"  dx  =  IX  —  7 rr  1 

J  }i  -h  i  n  -\- 1  J  n  -h  ï  (  Ai  + 1  j^ 

et  par  conséquent 

/     X"  Ix  dx  =  — • 

Jo  {n+iy   _ 

On  trouvera  de  même 

X"  (  Ix  Y  dx  := (f^Y I  ^'''  Ix  dx, 

^      '  n+\^      '       n  +  i  J 

et  par  conséquent 

(      X"  (  Ix  Y  <lx  = • 

On  trouvera,  en  général, 

£x''[lxYdx  =  [-.Y'^^^^:^. 

165.  On  a  trouvé  (82) 

/                               e-"'^sin"-'.r  ,             .                          ^       n{n  —  \)    T  .       .       , 

e-'"^  s\\\" X  dx  = ( —  m  sm^  —  n  cos.r  )  +  ■ i  e"""'  sin"~-.r  dx. 
ni'  +  ;i'                                                       n-  ■+•  m-  J 

On  en  conclut 

I       e-"'^sm"x  dx  =: —^ •    /       e-'"'  sin"-^x  dx. 

Jo  n^+n^'  Jo 

L'application  répétée  de  ces  formules  ramènera  l'intégrale  considérée,  suivant 
que  n  est  un  nombre  pair  ou  impair,  à  l'une  des  deux  suivantes  : 


f 

t/O 

r 


e-'"  dx  =  — , 
m 


e^'"'  sinx  dx  = 


m'  -+- 1 
et  l'on  en  conclut 

r"^  .  ,  1.2. 3.  ..271  +  1 

/       e-'"^  sni"'+'  X  dx=z  - — — ^ . — - — — -—-,  ■ 

2  .  3  .  .  .  2  7i 


e-^^sin-" 

0 


X  dx 


m(/n^+4)  m2-i-i6)...(m=-f-  4/i=)' 
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166.  Les  intcsrrales 

c 

0 

/.co 
Jq 

s'expriment  moins  simplement.  On  a  (82) 

/,         e-"'^cos"~'^(nsin.r  —  m  cos.r)       w(n  — i)   /*  , 

n^  +  m^  m^  -v-  n'  J 

par  conséquent 

r*  ,  m  n(n  —  i)  T* 

/      e-"''cos"xdx  =  — ~ 1 ^ I      e-""'cos"-'^xdx, 

et  l'application  répétée  de  cette  formule  ramènera  l'intégrale  à  l'une  des  deux 
suivantes  : 


f 


,  m 


m^+\ 


e-"^  dx  =  ~  ' 


On  a  ainsi 

J       e-""'  cos^"x  dr  =  —  1  j.'j-  .  .  an H 

X     I  H \ 5^ ^-T^H ^  — Z' 7^ h h 

L  1-2  1.2.0.4  1.2.0.  ..  (2 /i  —  l)  2  71  J 


e— cos--^^^-  ^  i.2.3...(2«  +  ,) 


m  (m*  +  i)(m'-H-  7).  . .  [m'H-(2«  +  1)^] 

t/n'(m-+i)                  m'(m'+i).    .[m'  +  (2n  — O^'n 
m=  H ^ 5—^  H h  — î^ '- \    ^^      , U    . 
1.2.0                                1.2..  .  .2n{in  -hi)  J 

On  pourrait  obtenir  le  même  résultat  en  remplaçant  la  puissance  de  cosa;  par  la 
somme  qui  la  représente  (I,  385), 

2"-' cos'".r  =  008  2/1^  4-2ncos(2/i—  2)  x -\ h-  ?^(^'*  —  0- ••{«-+-!) 


1.2. .. « 

2'"cos'"+'^=:3cosC2n  +  i);t;+(2n  +  i)cos(2n-i)^  +  ...  +  ^''''^'^^''"'^''"^''^cosx; 

1 . 2 .  .    /i 

18. 
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et  comme  on  a 

o 

on  retrouvera  les  formules  équivalentes  aux  précédentes. 
Si  l'on  prend  pour  limites  —  ^  et  4-  ^,  l'intégrale 

J.-«.cos.... 
peut  se  déduire  aisément  de  la  même  formule  de  réduction.  On  a 

7T  '^ 

-4 — 

e-"- cos"^ ^/:r  =  ^,  ~  ;    /      e—^ cos"-=:r J^ ; 
et  comme  on  trouve  directement 


/«TT  rriTz  niTZ 

—r       -r       2C0snyp. — 


/        e-'"'cos^c^^=  ^^ -^ —  =  ■ .   ,   ^2 — ■» 

J  I  +  m'  1 4-  m-' 


/, 


e-""  c?:c  = = ! 

m  m 


on  en  conclut 


Tt 


1.2.3.  ..  2AÏ  I 


J    ^e  "-cos^''^J^_^^,_^^^^^^,_^^g^   __^^^,_^^^,^  ^\e 


rtiTz  niTz 


f       ^    _  J  ^,  _  1.2.3..  ■  (a/z  +  i) . 

167.  Lorsque  dans  l'intégrale  ( e-'"''cos"xdx,  on  remplace  m  par  m  v—  1,  elle 

devient 

I   (cosm^  cos'*^  +  V  — ï  sinm^  cos".r)  dx. 
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Le  coefficient  de  \/—  i  étant  une  fonction  impaire  qui  change  de  signe  sans 
changer  de  valeur  lorsqu'on  y  remplace  x  par  -ce,  elle  donne,  entre  les  limites 

—  -  et  -,  une  intégrale  nulle;  la  partie  réelle  au  contraire  ne  change  pas  quand 
on  change  x  en  —x,  et  l'on  peut  par  conséquent  remplacer  les  limites  par  zéro 
et  ^  et  doubler  le  résultat.  On  peut  retrouver  ainsi  les  formules  déjà  obtenues  (160) 
et  (161). 
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CHAPITRE  YII. 

EMPLOI  DES  SÉRIES  DANS  LE  CALCUL  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


Quelques  développements  en  séries  connues. 

168.  On  peut  obtenir  un  grand  nombre  d'intégrales  définies  en  les  transformant 
en  séries  dont  la  somme  soit  connue. 

J^i  Ix  dx 
■ 
0        '            ^ 

On  a,  pour  toute  valeur  de  x  moindre  que  l'unité, 

Ix 

(0  =lxii-^  X  +  x'-\-...  +  x" -^.  ..). 

'  I  — ■  X 

D'ailleurs  (164) 

Jlx  dx  X'^  =  —  , r-  ', 
(^  +  0^ 

par  conséquent  (I,  410) 


,    ,  C  Ixdx  fil  \ 

J^  '  Ix  dx 
peut  s'obtenir  de  même.  On  a 
0       ï   +  "^ 


I       I        I  \  _      /^  _  i  !L  \  ^ 


On  a  aussi 

f'  -^^^= r  ixdx{i+x^+x^+...)=-(i+j,+^, 

Jo      '         ■^         Jo  ^ 

c'est-à-dire  (I,  414) 

r'  Ixdx  _       T.' 


12 
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Cette  troisième  intégrale  pourrait  servir  à  calculer  les  deux  précédentes.  Soit,  en 
effet, 

f"  xdxlx 


r  X 

^^^  Jo     '^ 

«/ o 

En  posant  x-  =  z,  on  aura 


x^ 


=  V. 


I    r'  dzlz  _ 


P, 


et  par  conséquent 

(6) 


J"  '  Ix  dx  .  ^ 

En  ajoutant  les  équations  (4)  et  (5), 

r^  dxlx{i  +  x)  _  r '  /.rf/jr  _  / p  _  p  _  ^ 

par  conséquent 


et 

"  6 


il    —  P  =  —   — 

8  12 


J'*'  Ix  dx 

De  même,  en  retranchant  (5)  de  (4)» 

Ç^  dxlx[\~  x)  _  Ç'  dxjx^ 

^— -^ peut  se  calculer  de  la  même  manière 

On  a 

f  {ixy"-'dx     r'  ,  ,,  N,  ,/ 

/     ^ ^ =/     dxllxY"-Uî +x -hx- -h.  .  .). 

Mais  (164) 

/*',,,  ,  1.2.3.  ..(2«  —  t) 

Jo  ip+^Y" 

donc 

C  dxilxY-'  ^        ,  /il  \ 
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c'est-à-dire  (I,  410) 

Bn  étant  le  n'''"'  nombre  de  Bernoulli. 

Si  l'on  pose  cc  =  e~%  l'intégrale  précédente  devient 

r°  e-'  dz  22"-  '  _        C"^  z^"-'  (h 
et  par  conséquent 

Si  dans  cette  formule  on  pose  ao  =  luy,  on  trouve 

(9)  *  Jo     .-^-x"~4^    "• 

Ou  peut  rattacher  au  résultat  précédent  l'intégrale 

'^  ^\x\mx  dx 


f 


e'^"  -  I 


En  développant,  en  effet,  sinw^'  en  série  on  trouve,  à  l'aide  delà  formule  précé- 
dente et  du  développement  (I,  347), 

r"^  sin  mx  dx  __\^l      i L    i_  l\ . 

(10)  j^       e^-^^-i    ~'2\^"'-i        m       ij' 

— ^^ — 
On  a  ^ 

r'jlxy-^dx  _  Ç\ixY-uix{i~x  +  x'-x'  +  ...), 


c'est-à-dire  (164) 

ruixY"-'dx  „      ,  „       ./       >    ,  _L     JL^ \. 

Mais  on  a  (I,  410) 

'^   2^«  3-'"  4'"  1.2.3...  2/Z 
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par  conséquent 


et 


III  I  71'"  „ 


I  I  2"^«-'  —  I  ,    _ 

I \-  ~, \ = .,-— rr"  B„  ; 

2  ^"  6'"  I  .  2  .  i  .  .  .  2  /* 


d'où  l'on  conclut 

„        i  +  X  in 

Et  en  posant  ir  =  e~",  on  en  déduit 

r'  z'"-'  dz       2'"-'  —  I        „ 

12)  / -.-  = t:^"  B„. 

J^     i-^e-  in 

172.  On  peut  rattacher  au  résultat  précédent  l'intégrale 

r*  s\wmx  dx  I 

En  développant  sinma;  en  série  et  intégrant  tous  les  termes  au  moyen  de  la  for- 
mule (12),  on  trouve 

/  -  dx  =    -     B, — ^—  B,  H ^— ^-^  -— .—  B,  +  .    . , 

J^      I  +  e'  1.2  I  .  2 .  i       4  1.2.3.4.5       b 

c'est-a-dire  (I,  388) 

„,  f^  sinmx  dx  i  r  ,  i  r: 

(li)  /      ,—  = h  - — =.— :  cosec  mTT  v/— » 


+  e^  2  m        2v'— "i  ^'"*       e'"^  — e" 


173.  On  a 


,  , ,  r^  i (i  -\-  x)dx     r '  7   /     -^     •^'        \ 

,4),  j^  _L^_..-_=j^  <,.(,- -^„_...) 


_     _i    .    i_i    _       __7:^_7r^_^ 

4     9'^  b      24      12 

On  trouvera  de  même 

♦ 

174,  La  méthode  employée  dans  les  paragraphes  précédents  peut  donner  lieu  à 
une  ohjection  (ju'il  est  bon  d'indiquer  pour  montrer  qu'elle  est  peu  fondée.  Les 
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développements  de -, , ,,  •••  dont  nous  avons  fait  usac;e  deviennent 

inexacts  lorsque  ce  atteint  la  limite  supérieure  des  intégrales  considérées,  qui  est 
1  unité.  Mais  on  doit  remarquer  que,  pour  oc  =  i,  —'- —  ne  devient  pas  infini  et  que 

— — —  est  nul.  Le  dernier  élément  de  l'intégrale  sur  lequel  porte  la  dilliculté  est 
donc  sans  influence  sur  la  somme  et  par  conséquent  toute  difficulté  disparaît. 

175.  La  valeur  de  la  série  qui  représente  l'intégrale  cherchée  ne  s'aperçoit  pas 
toujours  aussi  immédiatement.  Soit  par  exemple  à  calculer 

J^  '    dx  Ix 
o    v'  I  —  ^^ 

Posons  y'i  —  a;-=  j,   a:  =  y/i — y^ ,  dx  =■  ~^=:-:  ;   /^  =  -/ (i —j"),  nous  aurons 


f  '  A^i^ — —  r  '  ^^^   I 

par  conséquent  (147) 


2 

ty  4  ,.,'  6 


X 


^   dx  Ix  ~  f  i         1.3         1.3.5 


y/l_^2  ^   \2^  2.4^  2.4.6 

Pour  sommer  cette  série,  remarquons  que  l'on  a 


I  1.3  1.3.5, 

I  +  -  z'  H r  z*  +  —j-n  z'  +  .  .., 


^i  —  z^  2  2.4  2.4.6 

i 

r'      /      I   .    _i\_y     jj^      1.3.5 

Jo  ^ ^  \zVt^j^ ~  2  ) ~  2'^  "^  2.4^    2.4.6^ 

et  par  conséquent 

/^  '    dx  Ix 


On  a 


/-  ( 

Ja  \Zsjl—Z'         ^J 


=  ~  l lz=:  —  l{ï-+-   y/  I  —  Z-  j  , 


z\/ï  —  z-'       2  y  z 

et 

=  /2 
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donc  enfin 

r    Ixdx  T.  , 

Si  l'on  pose  x=  sinç»,  cette  formule  devient 


[>-  )  /     /sincp  do  =  —  -  il. 

J  0 


1 


Cette  dernière  intégrale  pourrait  d'ailleurs  s'obtenir  directement.  On  a  (I,  382 

-  /4sin--  cp  =—  (tos9  -+-  -  COS29  +  .  .  .  j- 
En  posant  -  ç;  =  ^, 


18)  /sinjc  =  —  /a  —  C0S2.r cos4-^  —  17  cosb^r  —  .  . .  . 


Or  on  a 


donc 


I     ces  2  mx  dx  ■=■  o  ; 


J/sin^(/^  =  —  /     lidx=:  —  -  11. 
La  formule  (18)  permet  d'obtenir  l'intégrale  plus  générale 

71 

où  m  désigne  un  nombre  entier  quelconque,  et  que  l'on  démontre  immédiatement 
en  intégrant  les  deux  membres  de  (i8)  entre  les  limites  zéro  et--^  après  les  avoir 
multipliés  par  cos^w^. 

176.     r  ~{x''--xfi). 


Ix 
On  a 


..ix      .   ,     ,„  ,  c^-Hl^? 


x"  z=  e"'-^'  =1  -h  oclx  + 


I  .2 


x'^  —  e'*'-'  =z  I  4-  Qlx  -\-  -— 


I  4-  âlx  -\-  ^-^ h 

'  1.2 


^9- 
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et  comme  (164) 

/     f/.r(/T)"  =  (— i)'M.2.3...  «, 

t^  0 

c'est-à-dire 

J^*  dx  r   „         î  ^       ,  I  +  a 
„  te  (-—''='■+?• 

Si  dans  cette  formule  on  fait  c^.  =  m\J  —  i,  ft  =  n\l—i,  elle  devient 


I. 


'  cos  m  Ix  —  cos nlx  -+-  y/—  i  (  sin  m  /j;  —  sin  n  Ix  )    ,    _     i  -f-  ni  y  —  i 
/jc  1  +  n  y  —  I 


et,  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires  (I,  370), 


I 


cos/n  /.r  —  cosM  /jc   ,  '  ,  i  -i-  f^' 

, dx  =:^   -  l 

Ix  2        1  +  /t' 


J'"sinm/.r  —  sin /? /jc    , 
dx  =■  arc  langm  —  arc  lang n. 
0                   '-^ 

Si  dans  la  seconde  de  ces  formules  on  fait  m  =  o,  on  a 

f"  sin/i  Ix  dx 


l 


Ix 


arc  lang;?. 


Toutes  ces  formules  pourraient  d'ailleurs  se  démontrer  directement  sans  l'inter- 
vention des  imaginaires  en  développant  les  fonctions  placées  sous  le  signe  d'inté- 
gration en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x. 


177.     f'^/"    '     ,^,    '^  dx. 


On  a,  en  remplaçant par  son  développement, 


a  —  I 


1  -4-  X 

et  par  conséquent,  en  ayant  égard  à  la  formule  (20), 


JX  '        —  X           ,            ,        X              ,  X  ->r  i          ,  X  -+-  -i 
— —  dx  =  l /  h  i  T. •  • 
^       [i  -h  x)  Ix                     I  —  X           ?.  —  X           6  —  X 

a  (  a  -f-  2  )  (  3:  +  4  )  •  •  •  (  ^-  —  ^  )  (  4  — 5)  • 


~^        {i-x){i  +  x){Z-x){?>  +  x). 
j  x{i''  —  y?)  (  4'  —  ^'  )  •  -  • 


(1  —  a^)(3=—  X').  .  . 
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c'(!st-à-dire  (J,  404,  405,  416) 

(24)  /      -. ,-, —  do:  =  l  lans -'- ' 

178.  La  méthode  précédente  permet  évidemment  de  transformer  en  logarithme 
d'un  produit  l'intégrale  plus  générale 

et  l'on  trouve 

X    ^- [i -^  x")  Ix  ^  ^  ~    ^  a  +  n  'f+2n  "" 
Si  l'on  pose  a=[,/5=2,  /z=[,il  vient 

Jo     [^+X)lx  2    2,4.4    6...    "~      2 

On  a 


—  z=  e   î^    /'— + 


mais  (155^ 


^  \        ••^.3       1.2.3.4.5 

; 

e-'/-x"dx=  '■^•^••" 


f. 

Donc 

(26)  r^  c-'/^sinr.rfl?^  __  ^'  _  1  /'!:\'      i /'^\' 
Jo  -^  <7       3  Wy,)  "^5  l^j 

Si  l'on  fait  q  =  o,  on  a  la  formule  très-connue 

(27)  psin 

I/o 

^  étant  plus  petit  que  l'unité,  on  a 


^/(.  +  ^oos..)  =  /_^  +  ^,. 


=  arc  lans:  -• 


rx  da 
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Nous  avons  trouvé  (150)  l'intégrale  /    sin'"©^©:  en  posant  9=  ^  —  ^,  on  en  dé- 

«/ 0 

duira  f\os-"xdx,  dont  la  valeur  est  précisément  égale  et  qui  se  double  évidem- 
ment  quand  on  prend  pour  limites  zéro  et  tt.  L'intégrale 


Jcos''""^'  X 
o 


dx 


est  d'ailleurs  évidemment  nulle,  comme  composée  d'éléments  qui  se  détruisent 
deux  à  deux,  et  l'on  a  par  conséquent 

f  08 )  p  j/^  1(1  + h  cos^)  =  7:  ( /r  +  -^  +  •••)  =  z arc  sin/r. 

Mc^M      C^  xsmx  (Ix 
181.         — ■ — ■ 

On  a 

'^ =  I  —  cos'x  +  cos*x~  .... 

I  +  cos'-x 

L'intégration  par  parties,  donne,  en  remarquant  quej    cos-"-^' a;  ^/o:  est  évidem- 
ment nulle, 

J.r  sin  ;p  COS-"  x  dx  = -—  • 
0 

Donc 

(-))  /    7T^^^^"^n'"3  +  5  +  *--j"4 

t^  o  ^ 

182.    1      e"'''^  cos2^xdx. 

<^'  o  I 

On  a 

.,.r     (2(3^)-    [i^xY  ,     1 


par  conséquent 


5o)  j^        e---    C0S2^^-./^=J^    [_!----   +-7:^ J-2"^^ 
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On  trouverait  de  mèiiK;,  ou  en  changeant  j'S  en  jS  \J  —  i  , 

'      e-''-'^\- dx=  /       e-''-''coshy\).93xdx  =  ^e^ 

o  «2  J^  •  2a 

183.    f^^^"—^. 

On  a,  pour  les  valeurs  de  x  moindres  que  l'unité, 

=  x'"-^  (  I  —  X"  +  X'"  —  X^'"  +  ...], 

ï  -\-  X"  .  ' 

et  par  conséquent 

(  32  )  i        — = 1 ^ 

J^      I  +  X"         /7i        A7Î  +  «        m  +  2  /^ 
Lorsque  x  est  plus  grand  que  l'unité,  on  a 


X"  l  +  X' 


-  =  X'"-"-  '  (  i  —  ^-"  4-  x-'^"  —  ...), 


et  par  conséquent,  en  supposant  m  —  n  —  \  négatif, 

(33)  p^-'_j^^_       I  ,  ^ 


et  en  ajoutant  membre  à'membre  les  équations  (3^)  et  (33> 


f 


^'"~'  flfj;         I  I  I  III 

—  + h  •  ■  •  4 1-- 


/„       i  +  X"        m        'in  —  m       -y.n  +  m  n  —  m        n  +  m       3/i  —  m 

c'est-à-dire  (I,  409) 

/9/N  r'-^  x"'-^  dx        T.    (       m  T.  m~\ 

(  ^H  )  /       -    ,  — ,;-  —  —    col  — •  +  lang 

Jo       I  +  x"         j.n  \        j.n  *  2/i  y 

ce  qui  s'accorde  avec  le  résultat  obtenu  (liO). 


n  sin 

n 
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/»  1    ~,ni  — I  ,v,n  — m-l 

184.    / — dx. 

l  —  X" 


4.   / 

On  a 


r>m — 1 /v.n — m— 1 


I  —  X" 

et  par  conséquent 


=  (  X'"-'  —  ^"- '"-'  )  (  I  +  .^"  +  X^"  +  •••)' 


I dx  =^ h 


—  X"  m        n  —  m       n  -\-  m        nn  —  m 


c'est-à-dire  (I,  409) 


l dx=  -  col 


m  T. 
n  n 


185.    I     l{i  —  o.acosa-  -\-  a^)  d.T. 

Jo 

On  a,  en  supposant  a  moindre  que  l'unité  (I,  382), 

/(i  —  2a  00807  +  a')  =  —  2  (acos^  +  -a'COS?..a::  +  -a'C0s3;r  -^ J, 

par  conséquent 

(36)  /       /{l  ~  2 oc  COSX  +  a^)  ilx:=  o. 

Jo 

Lorsque  a  est  pltis  grand  que  l'unité,  on  a 


/fi  —  2a  cos:r  +  aM  =  /a-    i cos^  H ■ 


2  I 


OC 


et  par  conséquent 

f    l  {i  — 9.  oc  cosx  +  oc^)dx  =  o.  I     (Ixlx+  j     Jx  l  il cosx  +  —\-, 

c'est-à-dire,  d'après  le  résultat  précédent, 

(3r,)  /     /(i  —  2a  cos.r  H- a-)^/^=  sr/a  =  7: /a^ 

186.    /     cos//i^/(i  —  2C(  cosa' +  cc^)  ^^. 

En  remplaçant  le  logarithme  par  son  développement  et  faisant  usage  des  for- 
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mules  (138),  on  trouve,  m  étant  entier, 


(37 


I      cosmxlix  —  i</.cosx-\-o(.'')dx=^ 


187, 


XV 


cosmxdx 


icf.  COS^  H-  y? 


On  a  (I,  386) 


I  —  2  a  cos^r  +  a 
par  conséquent  (138) 

(38)       ,  ■         r__ 

dx 


=  I  +  aacos^  -+-  2a' CCS 2^  +.  .  . , 


cos  mxdx 


lot.  COS.r  H-  a'        i  —  a? 


\9S<      C^        xsir\xd:i 

Jq      1  —  2  5C  COS^ 

On  a  (I,  386) 


a  s\nx 


I  —  2  a  cos^r  +  a- 


asin^  +  a- sin2;c  +  . . .  . 


Et  comme  on  a 
on  en  conclut 


0 


o:  sin  m.r  dx  =:  — 


■K  COS/nTT 


X  sinx  dx 


77  /  a-        a'' 

,  =  -     a h  ^ 

2a  cos^  -{-  (X-        a  V  2         3 


-l{\  +aj. 


(4o 


irjQ      f"^    ?:\x\x?,\nmx  dx 

'  Jq     I  —  2acos^  -f-  oc} 

Le  même  développement  donne,  en  supposant  m  entier, 

^  sin^sinm^fl^:c         7: 


/  "   sin 

Jo      ï  — 


2acos^  +  a^        2 


153 


Si  dans  cette  équation  on  pose  a  =  i -,  h  étant  un  nombre  positif,  et  o^  =  ^ , 

elle  devient 


m  sin  —  s'mzdz 
m 


A' 4-  4  w'  sin* 4  w7i  sin'  -^ 

2  m  2  wi 


z  2 


r  /  h  \"— ' 


I.    Crr/f.  ////. 


20 
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et,  en  faisant  croître  m  indéfiniment,  msin—  tend  vers  z,  msin^  —  vers  zéro, 

Am^  sin'-^  —  vers  z\    i )       vers  e~^,  et  l'on  a 

2  m  \  mj 

z  smzdz       T.       , 
—  -  e  "*. 


L'équation 

o     "l 


cosmx  dx 


2  a  cos  .r  4-  a^        i  —  a' 
donnerait,  par  une  transformation  toute  semblable, 

cos  zdz        Tt 


e' 


z'  1 


Nous  retrouverons  ces  formules,  qui  sont  importantes,  par  des  méthodes  plus 
rigoureuses  que  l'indication  précédente,  qu'il  serait  aisé  cependant  de  compléter. 


/        sin^  col -arc^:r 
190.    /  ^ 


I  —  la.  cosx  -f-  a- 
On  a,  comme  on  le  vérifie  aisément,  quel  que  soit  le  nombre  entier  n, 

X 

cosfan  -+- 1)  - 

col  -  X  =^  2(sni^  +  sin  ix  -\-.  . .-{-  sxnnx)  H 5 

2  ^  .     X 

sm  - 

2 


par  conséquent,  en  ayant  égard  à  la  formule  (4o), 

/TT             .                          I                                                                                                                                                                                                                                     X 
sm,rcot-^                                                               ^_          .        ,           cos(2nH-i)- 
2            ,            ,                                       >        /             ?>\x\x  dx                               2 
i/^  =  7rH-a  +  a'  +  ...+  a"-'H-  /      ■ — ; 
^o                                      sm - 

2 

Lorsque  n  croit  indéfiniment,  le  second  terme  du  second  membre  tend  vers  zéro, 
comme  on  s'en  assure  en  le  considérant  comme  une  série  à  termes  alternativement 
positifs  et  négatifs, 

TT  jr"  3  TT  OC 

C0S(2«-f-l)-  non-^i  •  ,  C0S(2/i-f-l)  - 

/  „         /  -«-t-i  smx  dx  2 


r^"-^'  smxdx  ----V—   ■   -/^         /' 

Jq  i  —  2  a  cos X  -h  oc'  .    .r  j 


I  —  2û:C0S^H-a''  .    X 

sin-  -_ji_  sm - 

2  2  «  -(- 1  2 


La  somme  de  tous  les  termes  pris  en  valeur  absolue  serait  finie,  car  ce  serait  l'inté- 
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grale 


rv;; 


sin'^r  cos'(2n  H-  ij- 

.^ d^ 

—  -J.CC  cos  X  +  câY    .   ^  X 
sin-  - 

7. 


dont  aucun  élément  ne  devient  infini.  Or  la  différence  de  deux  termes  consécutifs 
est  infiniment  petite  évidemment  par  rapport  à  chacun  d'eux,  et  la  somme  de  ces 
différences,  infiniment  petite  par  rapport  à  une  somme  finie,  a  nécessairement  pour 
limite  zéro. 

On  a  donc  enfin,  en  remplaçant  la  série  i  +  a4-«^H-...  par  sa  valeur. 


-  X  dx 

2 

:43) 


f       sma:col- 
0      I  —  2  a  cos 


X  -{-  a'         I  —  a , 


I       sin^clang-. 
I  —  2acos^ 


X  dx 

'a? 


On  a,  quel  que  soit  l'entier  n, 

tang-  X  =.  2(sni^  —  sin2^  +  sinix  — . . .)  rt ^ •> 

et  l'on  en  déduit,  en  raisonnant  comme  précédemment, 


sin  l  rt  +  -  )  ^ 

2, 


X 

cos  - 

2 


/       s\nx\ixn^-  xdx 
Jq      I — ■ia.cosx  -+■  ix'- 


(44)  /     7     ;-j:^-^7TT)- 


En  ajoutant  cette  formule  a  la  précédente,  on  a 

dx  "  r. 


(45) 


i:^. 


•i.  a  cosx  -f-  a'        I  —  ol'- 


résultat  compris  dans  la  formule  (38). 


192. 


'•Jo     (T 


•i.OL  cos^-  +  oC-)[\  —  2(3  COS^  -h  [î') 
On  a 

^^"'"^  '^•"^  (sin:j:  +  ;3sino.x  +  [î^sin3^  +  ..   ), 


(I  — 2acosx  +  a')(i  — 2[3cosx+(3')       i  — 2acosa;  +  a' 

20. 
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et  par  conséquent,  en  ayant  égard  à  la  formule  (4o), 

a  et  p  étant,  bien  entendu,  plus  petits  que  l'unité. 

J^'^      dx 

On  a,  en  supposant  a  plus  petit  que  l'unité, 

l                         01?                         en?  \ 

l[\  —  ic/.  cosmx  +  «')  =  —  2  la  cosmx  H C0S2mi'  4-  -^  cos3mx  -\ |  • 

D'ailleurs  (189) 

J^  '^  ces  p  mx  ,         T. 
dx  =  -  g-/""  ; 
0        i-hx'  2 

donc 


(47)      f^^^ 


- — » dx  =—  T.a.  e-'"  —T.  —  e-'""  —  .  .  .=  7:  l  (i  —  oce' 


2 


Si  dans  cette  formule  on  fait  a.  =  i  et  a=  —  i  successivement,  et  que  l'on 
retranche  les  résultats  obtenus,  on  trouvera 


/       /  sm  -  m 

/    — L^ 

^Q  l-h-       X'' 

/       /ces  -  mx 

] dxz=  -  l 

Jq  1  +  X'  2 

/tang-/;? 

.1  +  ^' 


(48)  /       .^ ..  dx=^-r-^=^ 

(49)  '  ^  ,7.,!+.- 


(50)  -  / ±_rf^::.!^/^!LzI 

■      ■■  2    e'"  + 1 

dx 


0      (i4--r^)(i 


I  +  2  a  CCS  m^  H-  a^  ) 
On  a 


\-\-  Q.CC  cosmx  -h  x''        I  —  a. 
par  conséquent 


-  (  I  —  2  a  ces  w;r  +  2  a-  COS  2  m^  -+-...); 


■K,\         C^  ^^  I        / t:        2 «t:  .,  ■'^       „„  \ 

01  j  / i:z:  ( e~    -+-  2a   —  e~^"H-    .  .  I 

Jy      f  I  +  a;^)(i  +  2a  C0SW,3;  H- a')         i  —  a^  \  2  2  2  / 


I  —  oce' 

2(1  —  a'j  \i  4-  ae' 
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195 ,    ,  ^    ,, 

On  a  trouvé  (I,  386) 


oc  s\nmx 


I  +  2a  cosm:r  +  a? 


o(.smmx  —  ûûsxvï'i.mx  +  a}s\n2>mx 


par  conséquent  (190) 


mx  dx 


7r 


2(XC0Smx  -hX^)  2a 


Te' 


2  (i  ~+- ae~"')        2(a4-e"'j 


— — —  smmxdx, 

e~^^  étant  plus  petit  que  l'unité,  on  a 


gOXg  71 


TT^  „  —  TTX 


_g<.x(g-7rx_^g-37r^_^g-57r^- 


e  "    —  e 


157 


=  —  (a e-"  —  a' g- 2"'  +  a'  e'""  —  .  .  . ) 


et  de  même 


37:a- 


e'"^—  e 


;^=:e-"(e-^-''+e"--^~-''+e-^^^  +  .  ..J. 


Mais,  lorsque  k  est  positif, 

(K) 

par  conséquent 

e" -\-  g" 


X 


e"^-'  sin  6.r  c?.r  =  ~, ^  : 

0  k'-hb^' 


i      smmx  dx  =  > ^ u  y ^„ 

Jo     e^-^'— e-^-*-  ^[  2w  — ijr  — ap+ w=       ^  [(an  —  1)7:  +  a?4- » 


n  devant  recevoir  toutes  les  valeurs  entières  et  positives. 
Mais  on  a  trouvé  (I,  408) 


e'"-{-  e-"'-h  2 


2(1  +  CCS 


^0^  _  r        4  'n'  1  r         4  ^'   1 


En  différentiant  les  deux  membres  par  rapport  à  m,  après  avoir  pris  les  loga- 
rithmes, on  trouve 


e'" —  e~"' 


e'"+  a  cosfl  +  e-" 


^     2  m  ^  2  m 

~"  ^  [( 2»  —  ijTT  — «j'+m'^'  "^  -^  [(T/7  —  I )"^r:p « j M^7;7i ' 
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'et  par  conséquent 

(53)  / '- smmx dx  =:  ~ 


'o      e"    —  e 


1  e^-t-  acosa  H-  e' 


OÙ  il  faut  supposer  a<^T.,  afin  que  la  formule  (K)  soit  applicable  lorsque^  — a— tt. 
En  remplaçant  dans  cette  formule  m  par  a  \J —  i ,  elle  devient 


e" -h  e~")[e"-^— e~ '-'■■'*')    ,    sina 


dx  = 


Q-KX g— ttj:  cosa  +  cosa 

et  en  remplaçant  ensuite  a  par  msj  —  i 

Ç"^-  {e-'-^-e-'"'^)  ,  sina 

(54)  /       ^ -cosm;j7rf^= 

^   ^'  Jq        eT-c_g— Tra,-  e'"^- 2  ces  a  H- e-" 

En  faisant  m  =  o,  on  a 


(55)  "_^Z^ dx  = 


Jo      e^^ 


_g    c,x  tang  ^  oc 


Si  dans  la  formule  (53)  on  fait  a  =  o,  elle  devient 


r°°    s'mmxdx    i 


e'" —  g-'"  I  e    —  e 


4  e"'  +  2  4-  e-'"       4    -        —  - 
e^  +  e     ^ 


et  en  faisant  a==n 


(57)  -     ^^  J^Si 


I  e''  +  e 
sinm^=  - 


2       w 

e"  —  e 


197,  Développons  les  deux  membres  de  l'équation  (56)  suivant  les  puissances 
de  m.  Nous  aurons  (I,  388),  en  remarquant  que 


rn  m 


I  e  "■*  —  e     '^  s/ —  I  /  ^    / \ 

=  —  ~—  tang    —  V'—  I     ' 

r"^        xdx  m'       C"^  __x^x 

I    /2'—  I    „  2*—  I      „         ^  2'^—  I  „ 

B,  m ,--T  B,  m' H ^j-^^- z^  B,  wî^ 

.2  1.2.0.4  1.2.5.4.3.0 
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et  en  égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  m 


58: 


198.  Les  formules  des  paragraphes  précédents  permettent  de  calculer  des  inté- 
grales analogues,  dans  lesquelles  figure  en  dénominateur  sous  le  signe  /  la  somme 
de  deux  exponentielles. 

Si,  en  effet,  on  remplace  successivement  dans  (53)  a  par  a  -h  -  et  par  a—  --> 
on  trouve,  en  retranchant  l'une  de  l'autre  les  équations  ainsi  obtenues, 


/ 


^ 


^9^  f smmxdx=z  ^ '- 

TT-»  7r.i'  e-'"  -h  2  cos2«  -t-  e- 


0       e  -  -\-  e 


On  déduit  de  (54),  par  un  artifice  semblable, 

la^^  •     r'"^(e''-^+e-'^''")  ,  {e'"+ e-")  cosx 

(ooj  -    / cos  mxdx=:  — ~ 

2    I  TT^        _  77^  e''"+ 2C0S2a  +  e- 


o         e  ^  -\-  e 


En  faisant  m  =  o  dans  les  équations  (6o)  et  (54),  on  trouve 

I  î!f        _îLf  cos  a 


*.'o      e 


En  faisant  dans  (6i)  e     ^\=  z",  ^^  =m,  et  dans  {62)  e-^-^  =  z",  — =  m,  on 
trouve 


J   o    ^     ~   ^ 


'f,-i\'                                          r   z'"—  z  -'"  dz         T.            m  7: 
'"^'  ' —  —  lang ; 

2/t  2/t 


'+  Z-'"  dz 


(64)  f'îl 

J„       2  "  H-  2  -«      z  2/1  W  TT 

COS 

2« 


En  faisant  n  =  -,  m  =  a  —  -,  on  â 


/-»  j  „  fl_, 


'65)  /•■2»-'-z-'» 


" —  f/2  =  rr  cotrtr. 

0         '  —  -2 
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On  peut  de  cette  formule  déduire  la  suivante,  déjà  démontrée  (141), 

(66)  ■       r^!i!±j^^^=_jî_. 

Jo         1  +  ^  sinav: 

Dans  la  formule  (65),  remplaçons  z  par  z^  et  a  par  -,  nous  aurons 


(07]  / -, —  az=- coi -a-; 

Jo  I  —  -2  2  2 


en  mettant  i  —  «  au  lieu  de  « 

J^  '  2  -" z"  71  I 
~  dz=  -  tang  -  «tt; 
^       ï  —  z'                2        "2        ' 

et  en  ajoutant  les  formules  (67)  et  (68) 

{'  2"""'  -4-  2""  •^ 


smaTT 


ce  qui  équivaut  (144)  à 

199.  L'intégrale 

(70) 


Jo       ~^ 


0       ^- 


dz 


r 


smar 


dx 


A  cos^  —  B  sin.r 
aisée  à  calculer  directement,  est  égale  à 


s/i— A^— B' 


en  supposant  toutefois  que  A^H-B^  étant  moindre  que  l'unité,  le  dénominateur  de 
la  différentielle  ne  devienne  jamais  égal  à  zéro.  Si  A  et  B  désignent  des  constantes 
imaginaires,  la  formule  est-elle  encore  applicable  et  quelle  est  la  valeur  de  l'in- 
tégrale? 

Le  développement  en  série  est  nécessaire  pour  distinguer  les  différents  cas. 

Soit  

A  =  «  4-  rt'  v'—  I  >    B  =  6  +  6'  sj~^, 

le  dénominateur  ne  s'annulera  que  si  l'on  a  en  même  temps 

a  cos^  +  b  s\\\x  =  I, 
a'  cosx  +  b'  s\x\x  ■=^  o, 


c'est-a-dire 
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b' 

COS^  =  — n i—Tî 

ao'  —  oa 

—  a' 

sin  X  =  -~r, j—,  y 

ao  —  oa 

équations  contradictoires  si  l'on  n'a  pas 

(ab'  —  ba'y=a''  +  b'\ 

Nous  supposons  que  cette  condition  ne  soit  pas  remplie  et  que  l'intégrale  soit  par 
conséquent  finie  et  déterminée.  Posons 

A  —  «6'  —  ba'  ; 

on  peut  toujours  supposer  A  positif,  car,  en  changeant  x  en  27:  —  x,  les  limites 
restent  les  mêmes  et  les  signes  de  b  et  de  b'  sont  seuls  changés. 
On  a  identiquement 


I  —  Acos^-  — Bsin^       „  _  ^' ^_i  V  i  ^  Ce'v^        1  —  C'e-W 


+ 


I  b 


OU 


n—n  V  —  I  =  v'i  —  A'  — B^  =  sj i  —  [a  +  a'  sj  —lY  —  [b  -\-  b'  y/" 
„  A  -  B  v'-^ 


1+  v^i— A'^  — B» 

A  4-  B  v/—  I 


+  \J\  —  A^  — B'^ 


Le  signe, du  radical  sJi—K^  —  B^  étant  arhitraire,  nous  supposerons  que  n  soit 
positif. 

Avant  de  développer  la  fraction  (71),  il  importe  d'examiner  si  les  modules  de  G 
et  de  C  sont  plus  grands  ou  moindres  que  l'unité.  On  a 


ce 


dont  le  module  est 


v'; 


I 

—  n  -\-  n'  y/— 

-I 

I 

+  /t- 

-n'  sj- 

-I 

'(• 

—  n) 

■'  +  n'^ 

(  i  +  n  )^  +  «' 


évidemment  moindre  que  l'unité,  et  l'un  des  modules  au  moins  est  par  conséquent 
moindre  que  l'unité. 

I.    Cale.  int.  ai 


dG2  DEUXIÈME  PARTIE.  -  CALCUL  INTEGRAL. 

Ces  modules  sont  respectivement 


V  [i  +  nf+n'-'  '      V  (i-H/z)'+  n'^  ' 

et  puisque  A  est  positif,  c'est  le  second  qui  est  le  plus  petit.  Le  module  de  C  est 
donc  moindre  que  l'unité;  celui  de  G  peut  être  plus -grand  ou  plus  petit  que  l'unité 
suivant  des  cas  qu'il  faut  distinguer. 

Le  produit  des  carrés  des  modules  de  C  et  de  C  est 

I  4-  «=  -h  n"'—  in  _  (a'+a'^-f  />'+  6'')'  — 4A' 
I  +  w^  4-  n'2  +  2 Ai  ~"       {i  ■+■  n}  +  n""  +  iny 

On  a,  par  conséquent, 

{à'  +  rt"  +  6'  +  6'^)^  —  4A'  =  (1  4-  n'  +  n'^y  —  ^n\ 

et  l'on  voit  que  suivant  que  A  sera  plus  petit  ou  plus  grand  que  n,  à^  +  a^-\-b^  +  b'^ 
sera  en  même  temps  plus  petit  ou  plus  grand  que  i  -h  n'  ■+-  n'%  et,  à  fortiori, 
a^ -h  a'^ -\- b"^  +  b'^ -i- 2  A  plus  petit  ou  plus  grand  que  i -h  n' -h  n'"^ -h  2n,  et  le 
module  de  C  est  par  conséquent  plus  petit  ou  plus  grand  que  l'unité,  suivant  que  A 
est  plus  petit  ou  plus  grand  que  n.  Mais  on  a 

[n  —  n'  y/- 1  y  =  i  —  {a  +  a'  s/—!)'  ~  {b -h  b'  y'— 7  }\ 

et  par  suite 

n'  —  n"=i  —  a'  -h  a"  —  b'  -^  b'\ 

nn'  =  aa'  +  bb'  \ 

d'où  l'on  conclut,  à  cause  de  la  valeur  de  A-, 

(A'  4-  n")  (  A^  —  n?)  =  A'  4-  A'  {a}  -h  b' —  a''  —  b")  —  {a'  -h  b'){a"  +  b") 
=  (A^4-a'4-è^)(A^— a'=— 6'^); 

d'où  résulte  que  A  est  plus  petit  ou  plus  grand  que  n,  suivant  qu'il  est  plus  petit 

ou  plus  grand  que  sja'^-^  b'\  et  la  condition  cherchée  est  par  conséquent  la  sui- 
vante : 

Le  module  de  C  est  toujours  moindre  que  i; 

Celui  de  C  l'est  seulement  lorsque  ab'—ba!  est  plus  petit  que  sjal^'^U'^ .  Le 
module  de  C  étant  moindre  que  l'unité,  on  a,  dans  tous  les  cas, 

— î Tirr  =  I  4-C'e-^\/^  4-C"e-"v^'  +  ..., 

I— C'e-'v-' 
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et,  suivant  que  le  module  de  C  est  moindre  ou  plus  grand  que  l'unité, 

I  =:Cé'v^  +  Oe"v'^  4-.  .  ., 


ou 

1 


—  I  =:  —  (  I  +  C-'  e-'v/-'  -f  C-^  e-"v^ 


I  —  Ce'v^-' 
et  par  conséquent,  lorsque  [ab'  ~  a' bf  est  plus  petit  que  a'M-  b'^,  on  a 

n  —  n'  y/^  i 

!—(«  +  «'  sj  —  if  cosx  —  {b  -\-  b'  y/'^j'sinr 

=  I  4-  Ce^v'^  +  Oe"^'-'  +  . . .  -I-  C'e-'V-'  +  C"e-"v^-^  + 

Mais 

/       e'-^v-'  dx  =  o,     el       /       ^-2*^\/-i  ^/jc  =  o; 
par  conséquent,  dans  ce  cas, 

( 72 )  f' " ^ ^ ^^J^-^^  =  "^      _  . 

Jo      I  —  Acos.r  —  Bsin.r       n  —  ti'\l~i        y/i_A^— B' 

Si  l'on  a  au  contraire 

{ab'  ~ba'Y'^a"-hb'\ 
on  doit  écrire 

.  - 1 7o"J~i ,,„ ,  =  ( G-  -  c-  )  e-->^  +  ( c-  -  C-)  .-^>-^  +     .. 
et  dans  ce  cas 

(73)  r      j^     ^„. 

Jo      I  —  Acos.3:  —  B  sin.r 

Ou  voit,  par  cet  exemple,  combien,  avant  d'employer  les  développements  en  séries, 
il  importe  de  s'assurer  de  leur  convergence. 

200.  Presque  toutes  les  intégrales  définies  précédemment  obtenues  par  le  déve- 
loppement en  série  ont  été  choisies  parmi  celles  dont  l'intégrale  indéfinie  corres- 
pondante n'est  pas  connue  explicitement.  Le  développement  en  série  peut  s'appli- 
quer élégamment  à  d'autres  cas  pour  simplifier  les  calculs  ou  l'expression  du 
résultat.  Nous  en  donnerons  un  exemple  emprunté  au  Cours  d'Analyse  professé  par 

21  . 
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M.  Hermite  à  l'École  Polytechnique.  Cherchons  l'intégrale 

OÙ  F(^)  désigne  un  polynôme  entier  quelconque.  Les  réductions  successives  indi- 
quées (63)  montrent  que  l'intégrale  indéfinie  est  de  la  forme 

rFix)(ix       .  .  ,- ^^.  r  dx 

j    sJ^-x^        '  Jsji-^' 

r^{x)  étant  un  polynôme  entier  en  x  et  A  une  constante.  On  en  déduit  évidemment 

J—,      s/t—x''  J—i    s/i—x- 

et  toute  la  question  se  réduit  à  déterminer  la  constante  A. 

Or  cette  constante,  facile  d'ailleurs  à  calculer  directement  dans  chaque  cas,  est 

égale  au  terme  constant  dans  le  produit  de  F(^)  par  le  développement 

_  j^ 
I  \    ^  II  r  .3    i  I  .3.5.  .  .(2/1  —  i)    1 

I :  =H rH 7—  H h 


dx 


X'  J  VL  X-  -2.^  X*  2 . 4 .  .  •  2  Ai  X 

Reprenons  en  effet  l'égalité 

r¥{x]dx      ,  .  , :     ,  r  i 

J      S/Ï-X'  J\l\ 

et  développons  dans  les  deux  membres,  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x, 
les  fonctions  placées  sous  le  signe  intégral,  ainsi  que  le  terme  algébrique 
tf[x)  V  i  —  x^;  il  faudra  pour  cela  les  écrire  sous  la  forme 

F(^)    ^  F(^  (,_1\'\ 

Sj'l  —  x'^        X  s/ — I  V         -^'^ 
(^{x)\,'T^x'^  =  x^icf{x)(^i--~l    ^ 


1 


I 
I ; 

X- 


\/i  — x'^       X  s/- 

T{x)  étant  supposé  de  degré  a,  on  aura 

F(.)(i-^,)    ^  =  .,..^  +  «_.^.— +...+  ^  +  g 
a^.,  a„._,,...,  a',...  étant  des  constantes. 
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En  multipliant  les  deux  membres  par  ^J^  et  intégrant,  on  formera  le  déve- 
loppement de  fïM^  sous  forme  d'une  série  contenant  dans  un  nombre  fini  rie 
termes  les  puissances  positives  de  x,  un  terme  de  la  forme  ^§=  te,  et  des  termes 
en  nombre  infini  contenant  les  puissances  de  '-■  Le  produit  9  (^)  v'T^^'  tr^-ité  de 
la  même  manière  donnera  un  développement  purement  algébrique,  et  l'intégrale 
A   T-J^  (,-.r')"' donnera  pour  premier  terme -=/x,  tous  les  autres  étant 

algébrC'es;  en  sorte  qu'en  égalant  les  coemcienis  des  deux  termes  logarith- 

miques,  on  aura 

A  =:  a; 

c'est  précisément  le  théorème  énoncé,  dont  la  démonstration  directe  résulterait 
d'ailleurs  aisément  des  formules  (63). 

201.  Plusieurs  intégrales  se  transforment  en  séries  par  décomposition  en  un 
nombre  infini  d'intégrales  partielles,  dont  les  limites  embrassent,  à  elles  toutes, 
l'intervalle  compris  entre  celles  de  l'intégrale  cherchée. 

Soit,  par  exemple,  à  chercher 

J^^  sin,r  dx 

On  a  évidemment 

r-^s\nxdx  _  r^sin^^        f"--^\uxdx    ^     r^^sin^r/.r^ 

Si  l'on  pose 

on  aura 

/*^«^      sin,rd'^_  f^       —  sinr . 

l      >  '    '^   '~Jo  (2^-0^  +  r 

et,  en  posant  a?  =  (2Ai  —  i)  71  —  j, 

H'"-')^  s'xnxdx  _   r^ sinrffr . 

par  conséquent 

c'^^sxuxdx     C"  •     I  (    ^  '    -^     '     .: '- h    V 
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c'est-à-dire  (I,  4-09) 


<? 


(74) 


La  formule  précédente  déjà  obtenue  (179),  et  que  nous  retrouverons  par  d'autres 
méthodes,  peut  se  rattacher  à  la  formule 

^       «  f  ^'^      ,    sinSo       sin5c»  \ 

donnée  (I,  382).  Soit  en  effet  cp  =  dx,  on  a 

77  ,     l%mdx       sinSrf^       sin5f/^  \ 

-  =  2  ilX       i 1 ■ 1 -4-  .  .  .    1  . 

2  \    dx     ^     idx     ^     5dx  ) 

Le  second  membre  est  la  somme  des  rectangles  inscrits  dans  la  courbe  dont  l'équa- 
tion est 

sin^ 

X 

et  ayant  pour  base  2dx.  La  somme  de  ces  rectangles  est  évidemment,  lorsque  dx 
est  infiniment  pelit, 

/'^  sinx  dx 

Jo  ■*' 

'  J  o      «'  +  •*■"'   ' 

On  a  évidemment 

r'^  cosxdx  ^  r'""  cosxdx        r^^  cosxdx  r{-->i-^2)n  cosx dx 

Mais  en  posant 

X  =  -zm:  +  j', 
on  a 

r^'"-^''^^  cosxdx  _  n^       cosx dr 

et,  en  posant  ^=  (2/i-f- 2);r— j, 

ri-2n-^2)n  cosxdx  ^  r'^  COSX  dr 


•f^- 
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par  conséquent  , 

Jin^            "«' +  ^''  ~  ^-  X  «^  H-  (  2 «t:  +  XY  ~^  ^  Jo     «'^  +  [2/1  +  2)7:-  rl^ ' 
et 


I =        I        dr  cos  r     — ;  H :^ ; — 


;:+j)-       a=  +  (27r— j)= 


+ 


On  en  conclut,  en  différentiant  la  troisième  formule  (I,  408),  après  avoir  pris  le 
logarithme  des  deux  membres, 

"^cosxdx        I      r'^'^  (e"  —  e-'')cosxdr 


J^"*  cosx  dx I     / 
0      a'  +  x'  "'^aj^ 


e"  —  2C0S/+  e- 

Mais  on  déduit  de  (I,  386) 

e"  —  e-" 


e"  —  2  cos/  H-  e~" 
d'ailleurs 


I  +  2e-''cosj  +  2  6-2"  cos2r+  le-^"  cos3r  -+-•••, 


cos  «/  cos/  c?r  =  o, 
cos'j-  dy  =  TU, 

0 

et  par  conséquent  enfin 

,   ^,                                                       C^  cosx  dx       t: 
75)  /       — =  -6-". 

203.  Soit  enfin  l'intégrale 

J^  "*  tang  X  dx 
0  ^- 

On  a 

J^*  lang^  rfa;  _  /*  '  tang.ii:  J.r        T^  tang .3;  dx        Ç  ^  1 

2 

En  posant  x  =  nn  —  y, 


devient 


""^         lan^xdx 


J^^  tangr^r, 
0      «7:—/  ' 
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et  en  posant  œ  =  nn  -+-y, 


S 


^  lang^  dx 


devient 


L'intégrale  cherchée  est  par  conséquent  égale  à 


I     langj  fi(r  (  ;^.  +  ~^ ^ ^ 1 ^ ^^-  + 


I                           I                 I 
1 1 \ V  ■ 

Vj  ■^+J  27:-t-J  7T—  J  277—/ 


c'est-à-dire  (I,  414; 

On  a  donc  enfin 
(76) 


/     langjcot7fi(r=  /     ^/ 


Formule  générale  de  Poisson. 

204.  Désignons  par  F(«)  une  fonction  donnée  de  la  variable  a,  soit  x  un  angle 
quelconque,  et  faisons  cos^  -f-  ^''—ismx^q;  si  le  théorème  de  Taylor  est  appli- 
cable à  la  fonction  F,  nous  aurons 

F(a  +  ^)  =  F(a)  +  ^-A_J  +  |_-_--+^-^^  +•••• 

En  changeant  le  signe  de  V -^»  »  on  aura  une  autre  équation  qui  se  déduira  de 
celle-ci  en  y  mettant  -  à  la  place  de  q;  en  ajoutant  et  retranchant  l'une  de  l'autre 
les  deux  équations,  et  en  ayant  égard  à  la  valeur  de  q,  on  aura 

t      /  ,\        I  _  dF(oc)       cosix  d^¥{a) 

(•)     ^p(-  +  -^-)-^F(--  +  ^)  =  F(=')  +  ^^^^-j^--^--7:."-^7^  +  ''-' 

4/— 7      /  i\        v/^T  .        dF(x)       sin2x  d'F{ix) 


a        V         î 
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Mais  on  a  (I,  386) 

,_,  I— »cos.r 

(3) ='  i  -^  PCOSX  -h  p^  COSQ.X  -h  •  '  •  i 

^  I  —  ip  COSX  -{-  p'  r  .         r 

p  sin  X 

l  —  ip  COS  X  -h  p'         r  f  i  -r- 

Multipliant  l'équation  (i)  par  l'équation  (3)  et  l'équation  (a)  par  l'équation  (4), 
multipliant  ensuite  les  produits  par  dx  et  intégrant  entre  les  limites  o  et  n,  on 
trouvera 


T.  Jo  i  —  ip  cosx -\- p^  \^i^r     ^^ 

i-     y  flJ  ^  _]  _  ^      d\<(a.)       jy  d'¥(a) 

I  —  2pC0S.r  H-  »'  P~   ily_        ~^     9.         dry'        "^ 


P^—\ ^ 

Jo  i  —  ipcosx-hp'  ~^'dy.        '     2       d 

c'est-à-dire 

I 


I  —  7.p  cos.r  H-/?' 

/>  \J—_[    fF  (a  +  e-^v^  j  _  F  (a  +  eV-')  smxdx 


"«>'-V7-'-X 


1  —  2j5  cos.r  +  p^ 


¥{oi-^p)-F{x). 


La  fonction  F  reste  indéterminée,  et  ces  résultats  ont  par  conséquent  une  grande 
généralité;  mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  les  séries  dont  on  fait  usage  doivent 
être  convergentes,  et  que,  sans  cela,  la  démonstration  n'a  aucune  force;  p  par 
exemple  doit  être  plus  petit  que  l'unité,  sans  quoi  les  formules  (3)  et  (4)  seraient 
inexactes. 

Soit  par  exemple 

F(^) 


ax' -h  IX  -\-  a' 


dans  laquelle  a  est  une  constante  donnée;  supposons  de  plus  qu'on  fasse  a  =  o, 
on  aura 

F(o)=:o,     F(e- V=^)  =  F(e-V^)= \ 

2(i  +  acosa;) 

Le  premier  membre  de  l'équation  (78)  est  donc  nul  et  le  second  se  réduit  à  F  {p)\ 
cette  équation  est  donc  inexacte. 

I.    Cale.  int.  22 
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L'équation  (77)  devient  dans  ce  cas 

I    /*" dxii  —  pcosx) p_ 

7T  Jq    {i  —  -zp  cosx  -h  p') [i  +  a  cosx)~~  ap^+i.p  +  a 

équation  inexacte,  comme  il  est  aisé  de  s'en  assurer  par  l'intégration  directe. 

Il  est  aisé  de  voir  en  effet  que  les  séries  (i)  et  (2)  ne  sont  pas  dans  ce  cas  conver- 
gentes. Soient  A  et  ^  les  deux  racines,  évidemment  réelles  si  a  est  moindre  que 

l'unité,  de  l'équation 

■j. 

a-  H oc  +  ^  =0. 

a 

On  a 

On  en  déduit,  pour  la  valeur  particulière  a  —  o, 

da"  a[li  —  li)  ^ 

et  en  observant  que  hk  =  1,  les  séries  (ij  et  (2)  sont  dans  ce  cas  : 


I 


. ^  [(//  —  k)  COSX  +  {ll'—  h')  C0S1X  +..  .j, 

a{h  —  /r  ) 

— j^ — j^  [{h  —  Il  J  sin  .r  +  (  h'  —  /. - )  sin  2 x  +  .  .  . ] , 
(i  {/i  —  /(  ) 

l'une  des  racines  A  et  A-  étant  plus  grande  que  l'unité,  ces  séries  sont  évidemment 
divergentes. 

205.  Soit  encore  F  (a j  =  a",  en  faisant  i<  ==  i,  et  supposant  l'exposant  a  positif, 
les  séries  (i)  et  (2}  ne  sont  plus  divergentes  et  l'on  a 

,  „  X  1         ax         : .     ax\ 

jr(,  +  ^^\/-'j  =  (i  +  cos^  +  \j—i  smx J  -—  1"  cos"  --  I  ces 1-  v— i  sm  —  u 

et  l'on  déduit  des  équations  (77;,  (78),  en  retranchant  de  la  première  la  formule 
obtenue  par  l'hypothèse/?  =  o  et  mettant  ^x  à  la  place  de  x. 


2[i  —  p')  Ç  ^     cos"a:  cosa^t-  dx     /  '  "*"  P\" 

''9^  7:  J^^       1  —  -i-p  COS-i-X  -\-  p^  \       1       j 

^p  r  ^  cos°^  sina^  s'ynix  dx /i  -i-  pX"       i 

^  ^^  T.  Jf,        i  —  T.pcosQ.x -h  p^     ~\     2     y        2" 
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Si  l'on  développe  les  deux  membres  suivant  les  puissanee?  de/>  et  qu'on  égale 
de  part  et  d'autre  les  coefficients  de  p",  ou  aura 

„  4    r'        »  ^         a{a—\)...{a—n-i-\)i 

(oi)  -    1     008°.^  cosa.r  cos2rtr  a.r  =: -— '- ^ '^  . 

t:  J^  i.i.  ..n  2" 

TT 

(  02)  -   /     ces"  X  sm  «.r  sm  2  «.37  «jr  —  — ^ -^ ;r^ ^ —  — , 

7r  Jo  1.2.5...//  2" 

et,  en  prenant  la  somme  et  la  différence  de  ces  résultats, 


'''      i£ 


a{a  —  \)...{a  —  n  +  ^)^ 
cos"xco?>[a  —  -itijx  clx  =  — 


I ."?...    n  2" 


.(84)  /     cos"x  cos{n -{- '?.n)x  dx  =z  o. 

n  peut  désigner  un  nombre  entier  positif  quelconque,  le  cas  de  az  =  o  doit  être 
exclu.  Mais  en  faisant  dans  (79)  p  =  o,  on  a 


(85)  -    /     cos" X  cosax  dx  ^= — 

2" 


Formule  d.  Ahcl. 
206.  Soil  F  (^  -h  a)  une  fonction  développable  suivant  les  puissances  de  e-",  et 

et  en  supposant  le  développement  étendu  aux  valeurs  imaginaires  de  a 

F  (x  -f-  a/  y/— I  )  -I-  F  (a:  —  a/  y/— i  )  =  2A  +  2B,  cosa/  H-  2B,  ros2a/  +•  •  . , 

on  en  déduit  (202) 

(86)  r*F(j;-|-a<v/^^)H-F(j7~«/ v^— 7J  ^^ 

=  7:  (  A -+- B,  p- "- -f- B,  ^- -  =^ -^  .  .  .  )  =  7:F(^  4- a). 

22. 
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Soit  par  exemple  F  (x)  =  -5  on  a 

dt  TT 


.( 


ce  qui  est  exact,  comme  on  s'en  assure  par  l'intégration  de  la  fraction  rationnelle. 
Soit  encore  9  [x)  =  — „»  on  aura,  en  posant  cf.t  =  z  sin©,  x  =  z  cosy, 

o{x-\-at\  —  1)  -\-  o{x  —  at  \J—\) 

-i— î^ i-^ =2-"  005/19, 


et  comme,  d'après  les  hypothèses, 


la  formule  (86)  devient 

(87)  r 


1— a.t 

z=.^x'^ -^  y}  P ,     C2  =  arctang — , 

Y  '  .  ^      X 


at 
„  ,  CCS /z  arc  tang  — 
"^     dt  ^  X  7: 

i  +  t-  1        ~  2  (^  -+-  a)" 

[x^  +  aH^f 


Si  l'on  veut  prendre  9  pour  variable  a.u  lieu  de  /,  on  a 


t  : 

—  -  tang9, 
a 

dt 

= 

ax  c?9 

1  +  /' 

a'cos=9  H-  x^  sin 

=  9 

cosn  arc 

lang 

at 

—  =  cosn 

X 

9» 

I 

ces" 

0.— n  

9 

et  la  formule  (87)  devient 


■K 


„  a       r^    cos"9  cos/19  û?9 TT 

^      '  ^"~' Jo    -^^  sin' 9 -h  a' ces' 9        2(:c  +  a)" 

Si  l'on  fait  a  =  œ,  on  en  déduit  la  formule  (85) 

j      COS"9COSAZ(pC?9=^.- 
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Formule  de  Jacobi. 

207.  On  a  trouvé  (157),  (160),  en  nommant  m  Qi  n  deux  entiers  positifs  tels 
que  m^  n, 


I     sin 

Jo 


"".r  cos-"T  dx 


(2 m  —  i)(2/n  —  3)...  I .(?./?,  — i){in —  3).. .  t 

(2/n  +  2/l)(2WH-2«  —  2).  ..2 


(> 


Jcos-"'a:  cosv>.nx  dx  :^  ( — i)"  /     s\n^'" x  cos  inx  dx 
0  «/o 


I     'im{'2.m  —  i). .  .{m  +  n  +  i)  T. 
2""  1.2.3. ..  (m  —  n)  1 


Jcos^'""^'a:cos(2n  ■A-\)x dx  ^=[—\Y  1     sin-"''^'xsin{9.n  -+■  i)xdx 
0  «-'O 


1      (am  +  ijam.  .  .  (m  +  n+ 2)  7: 

—  ^.„;ïT  1.2.3. .  .{m—  n]  2  ' 


les  deux  dernières  sont  comprises  dans  la  formule  plus  générale 


f 

«/o 


cos^.r  cosix  dx  = 


,,(,-„.. .^  +  . 


9.P 


1.2.3... 


j>—i 


qui  suppose  seulement  que  la  différence  p  —  i  soit  un  nombre  pair.  Cette  formule 
peut  s'écrire  encore 


f\,osPxcosixdx  =  P±P^'^-^P-l±-^  (;^-^-0(;>-/-3).....(2/-T)(2/-3)^i  ^ 
.'o  i.3...(2.i  — i)  2.4.6. . .  (;?  4- 0  2' 


qui,  à  cause  des  formules  (i),  donne 


(2: 


Jcos''.r 
0 


CCS  ix  dx 


I  .  3  .  .  .  (  2  /  —  I  ) 


Jsïn-'xcosP-'xdx. 
0 


Cette  équation  suppose  que  la  différence/?  —  i  soit  un  nombre  pair.  Si  l'on  double 
la  limite  supérieure,  les  deux  membres  doubleront  et  resteront  égaux,  et  comme 
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ils  sont  tous  deux  égaux  à  zéro,  lorsque  la  différence  p  —  i  est  impaire,  la  formule 
ainsi  modifiée 

r~  ■  I      p(p  —  i)--(p  —  'H-')r~.  I 

(3)  /       COSP.X  CO^lxdx  :=  i—'i- :^ r^ ; /      ?,\x\-' X  co%P-' X  dx 

^    '  Jo  r.2.3...(2/-  I)       J^^ 

a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  entières  des  nombres  p  et  i,  tels  que  l'on  ait  /?  —  f  >  o. 

208.  Jacobi  a  déduit  des  résultats  précédents  une  formule  très-générale  pour  la 
transformation  d'une  classe  d'intégrales  définies. 

Soit  9  (s)  une  fonction  développable  suivant  les  puissances  entières  de  s  et 

9  (  z  )  =  An  +  A ,  2  +  A.  ^'  H-  •  .  .  -+-  A^  z^  + 

En  désignant  par  9'  (z)  la  dérivée  d'ordre  i,  on  a 

et  d'après  l'équation  (3)  on  en  conclut  immédiatement 

f  Q(cos^)cos/.rf/ar=  "Va^  /     cos''^  cos?x^.r  =  — ^ — ^. ;/     dxsWx q^'{cosx). 

Cette  formule  déduite  du  développement  en  série  est  vraie  d'ailleurs  dans  tous  les 
cas  et  applicable  au  cas  même  où  la  fonction  n'est  pas  développable. 
On  a  trouvé  en  effet  (I,  143),  en  supposant  cosa?  =  ^, 

O.i —  I 

d'-'  (i—  z')    ^'        ,        ,,  ,      ^   ^        ,    .  s'mix 


dz' 


=  (  —  t)'-'I.3.5.  ..    (2i  —  t) 


Mais  une  intégration  par  parties  i  —  1  fois  répétée  donne,  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion 9>(z), 


"Xl 1 


Si  l'on  pose  z  =  cosa:-,  cette  formule  devient 
;89)  r''cp'(cos^)sin='\rc?^=:3.5...(2/— i)    /     çicosx)  cosix  dx . 
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Formule  de  M.  Kummer. 

209.  Soit  <f{x)  une  fonction  quelconque  à  laquelle  soit  applicable  le  théorème 
de  ïaylor,  en  sorte  que 


9  (.r  4-  a)  =  o{x)  +  a 


dx  I .  ■}.      dx^~ 


Posons 

ce  qui  donne 

par  conséquent 


y.  —  xe'^'\'~' , 


.r  +  a  =  X  (i  H-  cos5c^  +  y/— i  sin2(^)  =  2 


X  ZQ'Àve's 


9  ( 2 a;  cos t'e''\/-'  j  =  9  { .r  )  +  xé"'\-'  o'{x)  +  ^^e "\'-'  9" ( x ) 


xMultipliant  par  e^"""^'-'  dv  et  intégrant  les  limites  v 


I       ,  I 

-^n  e{  v=  -  T.,  on  trouve 


-  7r 


O'    X      4- 


('*  -^  ')    '  I.2.(/i  H-  ■?,) 


,,  // 


ï>"{x) 


De  même,  en  posant  a=  —  xw,  on  a 


c^{x  -  x<v)  =  ^{x)-~  r^'  {x)  +  :^-^%"(,r) 

1  1.2 

Multipliant  par  (P"-V/(r  et  intégrant  entre  les  limites  w  =  o  et  «'  =  1,  on  trouve 
la  même  série  exprimée  par  cette  autre  intégrale 


j     (v''-'9(x  —  xw)dw=:-  ^{x) 


9'(x) 


et  en  égalant  les  deux  expressions  de  la  même  série 


9"(-^) > 


90 


j    ^o{2x  cos(^e'v'=^  j  e^-V"  ,/^  ^  ^i„,^_  ^  "  ^,^„_,  ^^^_  xa')div. 
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Si  l'on  pose  w  =  i  —  u 

(gi)  /       (^  {2X  cosve's'-^)  e^'""^-' di^  =  sinriT:  j     (i — u)"-' cf>{xu)du. 

t-  TT  »-  0 

2 

Soit  <p  {^)  =00'".  Cette  formule  donne,  quand  on  a  chassé  les  imaginaires  et 
divisé  par  a;'", 

n 

(g2)  I        {icosv)'"  cos{m -h  in)  udif  =^  sinni:  I     u"'[i — a]"-' du. 

J      ■jz  *^  0 

a 

210.  Lorsque  dans  la  formule  (91)  on  attribue  à  n  une  valeur  entière  k, 
sïnmt  devient  nul,  et  le  premier  membre  est  en  général  égal  à  zéro.  Je  dis  en 
général,  car  il  faut  excepter  le  cas  où  l'intégrale  qui  figure  au  second  membre 
serait  infinie.  Lorsque  cela  n'a  pas  lieu,  divisons  les  deux  membres  de  (91)  par 
sin/iTT,  puis  donnons  à  w  la  valeur  entière  k;  le  premier  membre,  d'après  ce  que 

nous  venons  de  dire,  prendra  la  forme  -?  et  l'on  aura,  en  le  remplaçant  par  sa  vé- 
ritable valeur,  égale  au  rapport  des  dérivées. 


— ^ — i —    /       o  ^2j;  cosfeV-'    e-^V-' t^r/fizz  /     (1  —  a)*~'o(.rw) 
■ncoski:  J     _^  Jo 

Si  l'on  fait  k  =  i, 

2/^2  __  pi 

(gS)  — -=^   j       o{ix  Q,osve'^~')  e^'^-^  vdv:=^  \     o{xu)du. 

2 

Soit  <p  (^)  =  ^•"~' ,  on  aura 

TT 

2 
et  en  fa'isant  disparaître  les  imaginaires 

TT 

(g4)  /     {iCO?>v)"-'s\i\{n  +  \)vdv=z  ^^ 


du. 
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211.  M.  Kummer  a  fait  connaître  d'autres  formules  qui,  en  établissant  des 
relations  entre  certaines  intégrales  définies  et  la  somme  de  séries  qui  s'en  dé- 
duisent, permettent  de  calculer  les  unes  lorsque  les  autres  sont  connues. 

Soit 

f   \}f{u,k)du 

J  <i 

une  intégrale  définie  dans  laquelle  U  désigne  une  fonction  quelconque  de  u\  sup- 
posons que,  par  un  choix  convenable  de  cette  fonction,  on  ait  trouvé  une  relation 
de  la  forme 


r  U/(  M,  h )  du  =  Bk  f    U/(  H,  o  )  du, 


Ba  étant  une  fonction  connue  de  k. 

Posons 

A„/( ?«,  o )  +  A, / (m,  I  )  +  A,/(  M,  2 )  + . . .  =  9  (  a ), 

et  supposons  que  9  [u)  soit  une  fonction  connue. 
On  aura 

r>b  f*h  r^l) 

I     (^{u)\]du=  A,  j    f{u,o)\]  du-h  k,  j    f{u,\)\}  du  - 
et  d'après  la  relation  [a)  qui  a  été  supposée 

r   \]^[u)du—i     U/(w,  o)^m(AoBo+A,B, +...  +  A„B„ 

J  a  J  n 


■\ 


c'est-à-dire 


Ao  Bo  -t-  A,  B,  + .  .  .  -f-  A„  B„  +  . .  .  = 


I     \]  O  {u)du 

Ja 

I     U/(m,  o)du 


M.  Kummer  a  employé  élégamment  cette  formule  pour  la  détermination  de 
plusieurs  intégrales  définies. 
L'intégration  par  parties  donne 


/■ 


^_„^^a  +  A-i 


du 


e-''u''~'  du. 
o 


Posons  donc  dans  les  formules  précédentes 

U  =  e-«it"-',     f{u,k)=u*, 
I.   Cale,  int 


23 
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nous  aurons 

B*  =  a  (  a  +  I  ) .  .  .  (  a  -I-  /*■  —  I  ), 

et  il  en  résultera  le  théorème  suivant  : 
Si  l'on  connaît  la  somme  de  la  série 

Ao-h  A,u  -+-  A^iû-h. .  .-h  A„ii"-j-. .  .=  o(u), 
on  aura 


r*  00 


du 


212.  Posons  par  exemple  dans  la  formule  précédente 

o{u)-=z  Qos{uVàn^x). 


On  aura 


Ao=:l,       A,=  0,       A2  =  — ,        Ao^rO,       A^  ^=^  ^ 

1.2  1.2.3.4 


et  par  conséquent 


a(a  +  i).       ,       ,    a(aH-i)(a  +  2)(a +  3) 


Jl      e-"  u''     '  cos(w  lang^j^M 
o 


e-"n''~Wlif 


Mais  le  premier  membre  est  le  développement  de  (cosa7)'^cosaa:;  le  dénominateur 
du  second  membre  a  été  désigné  par  r  (a),  par  conséquent 

Jr*oo 
e-"  II"-'  cos(nlan^  se)  du  =zT  {oc){cosxf  cosax. 
0 

En  posant 

o  (/^)  =  sin(?/ lang.r), 

on  trouverait  de  même 

Xoo 
e-'M"--'  sin(?nang^)f/w  =T{a)  {cosx)'' sinax. 

213.  Prenons  encore 


9  (  M  )  =  ces  (2  JXU)  =  I XU  H ^—r  X' U' 

1.2  I.  2.3.4 


v*^*^ 
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nous  aurons 


Ao  - —  I  >      A, 


»        A: 


X-' 


I    3 


-  •  I 

2 


et  par  conséquent 

ax        X  i  X  -]-  i  )  x'' 


1  I    3 

-1  1.2 

2  2    2 


=- — -    /       ^  ~"  w  ''^  ■"  '  ces  (  2  \/xu  )  du . 


Si  l'on  prend  a  —  75  le  premier  membre  devient  le  développement  de  e  ""•,  on 

a  d'ailleurs 

dx 


donc 


e"-^  -  -_  =  2  I      e~-'  dz  =  y'TT, 
sjx  Jo 


/*  ■x.  _  2 

/       e~"  «    ^  CCS  (2  v/x;<  j  (/«  =  y/7:  e 


Si  l'on  pose  a  =  ç^-,  a?  =  :;-, 


r 


?"'''cos2  zv  di>  = 


v/tc  e,~-' 


ce  qui  s'accorde  avec  le  résultat  obtenu  (182) 


2^. 
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CHAPITRE  YIII. 

DIFFÉRENTIATION  ET  INTÉGRATION  SOUS  LE  SIGNE  j- 


214.  La  valeur  d'une  intégrale  définie  ne  dépend  pas  de  la  variable  par  rapport 
à  laquelle  s'effectue  l'inlégralion,  mais  elle  est  fonction  des  paramètres  indépen- 
dants de  celte  variable  qui  peuvent  figurer  dans  la  fonction  intégrée  et  que  l'on 
considère  comme  des  constantes  dans  l'opération.  On  peut  différentier  ou  intégrer 
une  intégrale  définie  par  rapport  aux  lettres  dont  elle  dépend  de  cette  manière,  et 
il  existe  pour  cela  deux  règles  importantes  dont  les  applications  font  le  sujet  de 
ce  chapitre. 

Différentiation  sous  le  signe  i  • 

215.  Soit  une  intégrale 

(  I  )  «  =    /      9  (  ^ ,  a  )  dj:, 

a  eib  désignant  deux  limites  données  indépendantes  de  a.  Cherchons  la  dérivée  ^  • 

Si  l'on  change  a  en  a  4-  A  a,  on  a,  en  nommant  Au  l'accroissement  correspondant 
de  u, 

«  -f-  Am  =  /     9  (^,  a  +  Aa)  dx, 

J  a 


(2) 

et  par  conséquent 


Au=j     [o{x,  a  +  Ax)  —  c!^{x,  (x)]dx, 

J  a 


\u  __  Ç    o  {x.  Cf.  -^  Aa)  —  o(x,  a)    . 


et  en  passant  à  la  limite 

du        r''do{x.  Cf.)   . 
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216.  11  est  important  de  signaler  une  difficulté  que  laisse  subsister  la  démons- 
tration précédente  et  qui  explique  certaines  anomalies  que  l'on  rencontre  dans 
l'application  du  théorème. 
La  fonction 

( 4 )  y  (.r,  g  +  Aa)  —  cp(x,  a) 


a  pour  limite,  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  oo,  la  dérivée     '^  ^ j  "  ^ ' ,  mais  il 

peut  arriver  qu'a  chaque  valeur  de  Aa  correspondent  des  valeurs  de  x  a.-sez 
grandes  pour  que  la  différence  entre  la  fonction  (4)  et  sa  limite  soit  aussi  grande 
qu'on  le  voudra.  Soit,  par  exemple, 


Jr^  Cos.y..T    , 
dx. 
0       '  +  •^' 


On  trouverait,  en  appliquant  la  formule  ('3), 

du 


du             i      X  >>,\wy.x  j 
-r-  =^  —  / .r  dx, 

da  Jo        '  +  ^ 

JC'^  x' co?,  ax   , 
::—  dx, 
0          '  +  ^' 


dut 
~da' 


I 


<7^  serait  par  conséquent  indéterminé,  puisque,  pour  une  valeur  infinie  de  x, 

If        ,•        .rVosar  ,    .  ,  •      i  ,  -.ri 

la  tonction     ^  ^^,    est  évidemment  indéterminée.  Le  théorème  est  donc  en  défaut, 
et  cela  tient  à  ce  que,  quelque  petit  que  soit  A  a,  la  différence 

sin  [a.  +  \x)x  —  sin  ax 
X TT^ x^  cosa.r 


peut,  pour  certaines  valeurs  de  x,  devenir  aussi  grande  qu'on  le  voudra,  quoique, 
pour  toute  valeur  de  x,  elle  tende  vers  zéro  avec  A  a. 

217.  Lorsque  les  limites  a  et  6  dépendent  du  paramètre  y.,  la  règle  de  différen- 
liation  est  moins  simple.  Posons  encore 

u  =z  j     o{x,  x)d(x. 

J  a 

Si  l'on  attribue  à  a  l'accroissement  Aa,  a  et  6  se  changent  en  a  -+-  Aa  et  en  6  +  A^, 
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on  aura 


o{x,  OC  +  Asc)  dx, 

«-r  A« 

Jpù-i-Ab  ,-^0 

'  o  {x,  y:-+-  \y.)  dx  —   /      q{x,  a)  dx  ; 

a-\-  \a  J  a 


mais  on  a  identiquement,  quelle  que  soit  la  fonction  désignée  par  P, 

Pdx=^        Vdx  —  j  Pdx  +  Vdx. 

Lorsque  A«  tend  vers  zéro,  les  limites  des  deux  dernières  intégrales  se  rappro- 
chant indéfiniment,  chacune  d'elles  peut  être  remplacée  par  un  seul  élément,  et 
l'on  a,  à  la  limite, 


du         i      do{x,a:    ,  ,  du  , 

(5)  -r-  —  /      -^—, dx  —  o[  a,  y.) r  o  [b,  a) 

^    '  dot.      J  do(.  da.        ' 


V ariation  finie  cV an  paramètre. 

218.  On  a  quelquefois  considéré  utilement  la  variation  produite  par  le  change- 
ment fini  attribué  à  la  valeur  d'un  paramétre  en  faisant  usage  d'une  formule,  com- 
plètement évidente  d'ailleurs,  qui  peut  être  considérée  comme  la  généralisation 

du  théorème  de  la  différentiation  sous  le  signe  /  • 

Si  l'on  pose 

U  =:    j       o(x,  oc)  dx, 

les  limites  a  et  b  étant  indépendantes  de  a,  on  aura,  en  désignant  par  le  signe  A 
l'accroissement  qui  résulte  d'un  accroissement  A  a  attribué  à  a, 

(6j  Au=  j     Ao{x,  oc)  dx. 

'y  a 

On  a,  par  exemple, 


^^z/        e-'^'^dx. 


Si  l'on  attribue  à  a  un  accroissement  égal  a  l'unité,  on  en  déduira 

A-=: r-^ :=    f  ^  e' ''■' {^-^  -  l)  dx, 
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et  l'application  répétée  de  la  même  formule  donnera 

y.     Jo 
c'est-à-dire,  en  supprimant  le  facteur  commun  \ .i.?>.  ..n, 

219.  Considérons  les  deux  intégrales 

C^  k 

I       e  -^'"'  cos  (  9.  a  —  m  )  x  dx  =  ■ .-  , 

J/l  00 
I      e  ''^  s\n[iot.  —  m)x  dx  r= -. 

Si  l'on  donne  à  a  un  accroissement  A  a,  et  que  l'on  égale  les  différences,  c'est-à-dire 
les  accroissements  des  deux  membres,  on  en  conclura 


J/^OO 
'      e-''^  iS.  c 
0 


cos  (  2  a  —  m)  X  dx  r=  /S. 


{la  —  m)-+  Ir- 

J,'»00 
e ~'^ àsin{-2oc-m}xdx  =  ^  , '^3^Z2^^        . 
o  •                                                          (  2  a  —  m  )^  +  /,  ^ 

L'application  répétée  de  la  formule  donne 

«-  o 

JE'-''"  dx  A"  sin  (  2  a  —  m  )  x  =  A" 
f)  (2a  —  m  )'  +  /,  2 


2a  —  m)- H-  /(• 
2  a  —  ni 


220.  Si  l'on  suppose  m  entier  et  égal  à  n,  et  A  a  égal  à  l'unité,  ces  formules 
prennent  une  forme  remarquable. 

Supposons  d'abord  n  pair  égal  à  2/?,  on  a 

AVC0s(2a-2/;)a;  =  C0S(2a+2/?)^-2/>C0S(2a  +  2/;~2)^r  +  .  .      H- cos(2a  -  2p).r, 

c'est-à-dire 

A'/'COS(2a  —  2y?)^=  C0S2a^    C0S9.px  —  ?,^cos(2/?—  2  )  .r 

+  -  j^~ C0S{2p  —  4)X  +.  .  .-f-0OS2/?.r  U 

—  sin2a:r[sin2/îjc—  9.p9,in{9.p—  ■x)x  +.  .  .—  s'mapx]. 
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Le  coefTicient  de  coscia.r,  dans  lequel  les  termes  se  doublent  deux  à  deux,  est 
égal  ([,  385)  à  (— i  j/'a'^' sin=/'^r,  et  celui  de  sin2a^a  zéro,  parce  que  les  ternies 
également  distants  des  extrêmes  se  détruisent;  on  a  donc 

A'/"  cos(2a—  2/>).r  =  (—  i)P  -i'P  cosiaxsln'Px, 
et  par  conséquent 

(7)  f     ^-'^cos2a^sin^/'^^^=-=-^A'^— — — -^7— ^r 

*^  0 

Si  l'on  suppose  n  impair  et  égal  à  2p  -+-  r,  on  a 

A=/'-^'sin(2a  — 2;?  — i).r  =  sin(2a  +  2/?  +  1)^  —  (2^  4- 1)  sin(2a  +  2/î  —  i)  ^ 

_|.  ii^jf  l3-^  sinf  2a  +  2/7  —  3 )  ^  — .  .  .  —  sin( 2a  -  2/?  —  I )^, 
1.2 

c'est-à-dire  ^ 

A'/'+'sin(2a— 2/?  — i).r=:sin2aT[cos(2/?  +  i)^  — (2/?  +  i)cos(2/7— i)j;-h...  — cos(2/7  +  i)^] 

+  C0S2a.r    sin(2/?  +  1)^  —  2/?sin(2/>—  i)x 

_^(^Z±_îll£sin(2p-3)^-...+  sin(2/>+i)^l- 
1.2  -        I 

Le  coefficient  de  sinsa^  est  nul,  car  les  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  se 
détruisent,  et  celui  de  cos2a^  est  égal  (I,  835)  à  (-  jY^""^'  sin^''-'^,  et  l'on  a 

J^=c  {—i)P  .  2a  —  2»  —  I 

e-''cos2a^sin^^-^6?^  =  -^-  A^/'-  ^zi'^  y_^^. 

o 

La  différence  indiquée  dans  le  second  membre  étant  prise  par  rapport  à  a  et 
correspondant  à  un  accroissement  égal  à  l'unité.  On  a 


^"'  ( 2 j,  _  2pY-h  /,'  ~  ^''  L ( 2a  +  2/7 Y+h'     [2a  +  2/>  -  2)^+  /.-^ 

1p{1p-  l) 


_...+ 


"*~(2a  +  2^  — 4)^+/r'  (2a  — 2/7)^  +  , 

Si  l'on  suppose  «  =  o,  les  termes  à  égale  distance  de  celui  du  milieu  deviennent 
égaux,  et  la  somme  devient  égale  à 


k'{¥+o?)[k'  +  f^'):..  [k'-{-{ipy\ 
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coinine  l'on  s'en  assure  aisément  en  déeomposant  cette  fraction  en  fractions  simples. 
On  a  donc 

/      e~'^  shi^'x-  dx  =  -, — i , — =■— ^ — '4. 

Jo  /.•(/r'+4)(/.-+i6 


6)..    (A^+4/>^) 
On  trouvera  de  même,  en  faisant  a  =  o  dans  la  formule  (8), 


t/O 


e~*-^  si  n'y-*-'  X  dx  =-. 


1,2.3.  .  .(2^  H-  l) 


comme  on  l'a  obtenu  (165). 

Intégration  sous  le  signe  /• 
221.  Considérons  de  nouveau  l'intégrale 
(0  u=  I     (^{x,  a)dx, 

dont  les  limites  a  et  b  sont  supposées  indépendantes  de  a.  On  a 
(2)  judu=f    \  i^{x,a)do^dx. 

En  effet,  d'après  le  théorème  démontré  (215), 

j^J      Yj^{oc,x)dcc\dx  =  j    ci>{x,oc)dx  =  n, 

et  par  conséquent  le  second  membre  de  (2),  ayant  pour  dérivée  par  rapport  à  a  la 
fonction  u,  est  égal  \\  i  iida.. 

222.  Si  l'on  substitue  à  l'intégration  indétinie  par  rapport  à  a  une  intégration 
définie  entre  deux  limites  a^  et  a,  l'équation  (2)  devient 

(^^  1     iidx=  I     \  oix,  a)  dx]dx, 

et  les  deux  membres  sont  égaux,  car  ayant  même  dérivée  par  rapport  à  a,  ils  sont 
nuls  tous  deux  pour  a=  a^. 

223.  Les  deux  membres  de  l'équation  (3)  résultent  l'un  et  l'autre  d'une  double 
intégration  effectuée  sur  la  fonction  9  {x,u). 

I.    Cale.  iitt.  ,,/ 

m. 
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On  voit  que  dans  cette  expression  que  l'on  nomme  une  intégrale  double,  lorsque 
les  limites  relatives  à  chaque  variable  sont  indépendantes  l'une  de  l'autre,  on  peut 
changer  l'ordre  des  intégrations. 

224.  Quelle  que  soit  la  fonction  bien  détinie 

on  a  (I,  dbO) 

dPclQ 
dx        dy' 

dy  dx  "' 

par  conséquent,  en  nommant  a,  jS,  a  et  b  des  limites  quelconques,  on  a 

La  première  intégration   pouvant  s'effectuer  immédiatement,  on  aura  ainsi  des 
relations  parfois  importantes  entre  des  intégrales  de  formes  très-différentes. 
Soit  par  exemple 

9  (•*■  +y  v'— 0  '-^  e-^^+/\/^)'  =  e-^'  er'  {cosixy  —  y/^  sin  2xj). 

On  a 

P  =:  ft  ~-^'  e^'  ces  2  xy\ 

Q  =  —  e~^'  e^'  sin2^7^'. 
L'équation  (5)  devient 

j     dx{e-'''-e'^'  cos2.^x  —  e-'^'e"^^  cosixx) 

=  —   /     dy  (  er-  e.-''-  sin  2  by  —  e^' e,-"'-  sin  2  ay). 
Soit  a  =  o,  a  =  o  et  Z>  =  oc  ,  le  second  membre  deviendra  nul,  et  l'on  aura 

(e--'V^'  cos2[3^  —  e-^')  dx--=  o, 
par  conséquent 

e^'  \       e~^'c0S9.^x  dx  =   /       e-^V/j-, 

t>0  i/o 

ce  qui  s'accorde  avec  les  formules  (153),  (182). 
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Cas  remarquable  dexeeption. 

225.  Il  faut  toujours  (4)  excopter  le  cas  où  les  différentielles  que  l'on  intègre 
passent  par  l'infini  dans  l'étendue  des  intégrations.  Les  intégrales,  dans  ce  cas, 
n'ont  pas  toujours  de  signification  déterminée,  et  les  théorèmes  dans  lesquels  elles 
figurent,  n'étant  pas  suffisamment  démontrés,  peuvent  conduire  à  des  contradic- 
tions. 

On  n'a  pas,  par  exemple. 


'  a^  4-  X'' 


parce  que,  pour  a  =  o,  l'intégrale 

'fa'  —  x"^)  dx 


£ 


'.'-hx'Y 
devient 


'dx 

=  00 


L'application  pure  et  simple  des  règles  ordinaires  aux  deux  membres  de  l'équa- 
tion (j)  donne  en  effet  un  résultat  absurde.  On  a 


/' 


x^  )  dx 


et 


^x'-^-a'y  oc^-hx' 

r'(x'—x')dx  _     I 


On  trouverait  de  même  * 

/•  '         /"    a-  —  r' 

et  les  deux  membres  de  (i)  sont  par  conséquent  inégaux. 

226.  Réciproquement,  si  en  renversant  l'ordre  des  intégrations  d'une  intégrale 
double  on  obtient  deux  valeurs  différenles,  on  peut  affirmer  que  la  fonction  inté- 
grée devient  infinie  pour  des  valeurs  des  variables  comprises  dans  les  limites  do  lo 
double  intégration. 

4^ 
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Gauss  s'est  servi  très-ingénieusement  de  cette  remarque  pour  prouver  que  tmite 
équation  algébrique  a  coefficients  réels  admet  une  racine  de  la  forme  a  +  6  v'-  •  • 

Soit  l'équation 

(2)  X"'+  k^X"'-'-\-k,X•"'^'  +  .  .  .4-  A„=0. 

Posons 

a:  =  p(cosM  +  s/— isino)). 

Le  premier  membre  deviendra 

p  +  Qy/ZIT, 


ou 


P  =p"'cosmo)  H-Â,p"'-'  cos(m  — i)o-.  +.  .  .  + A™, 

Q  =  P'"sinmo)  +  A,  p'""' sin(m  —  i)o)  +.  .  •  + A,„.  ,  osm^. 


Posons 


on  aura 


V  =  arc  lang  ^-  : 
J^)""       P'+Q' 

O^-P^^ 

f/y  _  ^  dp di 


—  1 


et  la  dérivée  ^^  a  pour  dénominateur  (P^  +  Q^)^  Si  donc  nous  prouvons  qu  elle 
devient  infinie'!  p''et  Q  devront  s'annuler  en  même  temps,  et  l'équation  aura  une 


racine. 

Écrivons  l'équation 


rf^V 


qui  est  exacte  nécessairement,  quel  que  soit  R  (223),   pourvu  que  ^^  ne  de- 
vienne pas  infini.  Nous  allons  calculer  les  deux  membres  en  supposant  la  valeur 
de  R  très-grande,  et  nous  verrons  qu'ils  sont  inégaux. 
On  a 


/ 


d'\     ,  d\ 


dodM  dp 

dV 


Si  l'on  remplace  ..  par  zéro  et  par  2n,  les  valeurs  de  ^^  sont  égales;  par  conséquent, 
quel  que  soit  R,  le  premier  membre  de  (3)  est  égal  à  zéro.  Calculons  le  second 
membre. 
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On  a 

r  d'Y     ,         dY       ^  do^  dM 


J  dp  do)     " 


d(o  P'  +  Q' 


Q  -T-  et  P  -7^  sont  nuls  tous  deux  pour  p  ■=  o,  et  pour  /3  =  R,  puisque  R  est  supposé 


très-grand,  on  peut  les  réduire,  ainsi  que  P  et  Q  à  leurs  premiers  termes.  On  trouve 
ainsi 

r^    d'Y         _      m  R""{cos'mM  -+-  sin'ma))  _ 
J^     dpdo)  ^  ~        R^'"(cos^m&)  -f-  sin^  m  m)    —~"^' 


et,  par  conséquent, 

r^ ,    r^  d^Y  , 

Jo  Jo    dpdo^ 

Les  deux  membres  de  (3)  sont  donc  inégaux  et  il  faut  en   conclure  que 


dpd(t) 

devient  infini;  que,  par  conséquent,  P  et  Q  deviennent  nuls  en  même  temps  et  que 
l'équation  (2)  a  au  moins  une  racine. 

Intégrales  déduites  de  la  différentiation  sous  le  signe  f- 

227.  La  différentiation  d'une  intégrale  définie  par  rapport  à  un  paramètre 
qu'elle  contient  "permet  d'obtenir  des  formules  nouvelles  dont  la  détermination 
directe  serait  quelquefois  moins  facile. 

On  a,  par  exemple, 

r*         ^         ' 

Jo  « 

On  en  déduit,  en  différentiant  n  fois  de  suite  par  rapport  à  a, 

,.\  r^  ,  ,       ,      1.2.3... ( 71  —  i) 

Jo  «" 

formule  déjà  obtenue. 
La  formule 

/       e~'"'-(lx=  -  i/-- 
Jo  ?•  V  <i 

donne  de  même,  par  la  différentiation  n  fois  répétée  par  rapport  à  a. 


r^    -»    ~„r'  j         1.3.5...  (2/1 — 1)    .- 

«'o  —    — 


,2) 

•2"+'  a 
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On  a  (182) 

/       e-^'  cos 2 hx  dx  z=  -  Jti  e-^' . 
On  en  déduit,  en  différentiant  par  rapport  à  k, 

e-^'x  sin  2  hx  dx  z=  -  /,•  y  7:  e~''' , 

o  2 

et,  en  différentiant  de  nouveau  n  fois  de  suite, 

(4)  r  e--x"-^  sin  ('2/rx  +  ^  ^  W^  ^  ^.  ^^1^. 
Jo  \  2      /  2"+'       f;^/)" 

Si  l'on  fait,  par  exemple,  n  =  î ,  k  =  1 , 

(5)  /      e-^'x^cos'2xdx  =  —~^- 

Jo  4^ 

228.  On  a 

Jx"  dx  =z 

En  différentiant  k  fois  de  suite  par  rapport  à  n,  on  en  déduit 

(6)  f\x"  {Ixf  dx  =  (-  if  -■'^■^  •  -  -^ . 

229.  La  formule 

(7)  f"^  x'-'dx  _  TTa"-' 

Jo      a  +  .r         sina?: 

s'obtient  immédiatement  en  posant  (141)  £c  =  «s. 

On  en  déduit,  après  n  différentiations  par  rapport  à  a,  et  faisant  a  =  ], 

f  8  )  f^  _5_!ll^^  —  (  —  ^  ^"  "^  (fl  — i)(a— 9.)...  (^  — ;?.  ) 

Jo    (I  H- .rj"-^'  ^    sin^r  T.2.3...n 

L'intégration  par  parties  donne,  en  supposant  m </z+  r,  la  formule  de  réduction 
,    ,  r'^    x"'dx    w        r^    x""-' dx 

^  Jo  (T  +  .r)"  -";r=~rX  rr+^^p' 

et,  par  conséquent, 

(10)  r'^    ■r''^"c?J7     _         a{a-\-j)   ..{a+n)  Z*^   a:°- r/x 
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c'est-à-dire 


(lO 


Jo      {» 


"°    J7"+"  djc     _  TT  (  —  0"  a  {a'—  I  ) .  .  .  {a'  —  n^ 
_l_  ^jta+ï  —    sinar       i  .2.3.  . .  (2n  +  i) 


230.   L'intégration  directe  donne 


,     ,  f  dx 

12)  /     

jy  5C'C0S-^ 


[3'sin'x-       2  a  [3 
On  en  déduit,  en  différentiant  par  rapport  à  a, 


Jo    («' 


La  différentiation  par  rapporta  /3  donnera  de  même 

et  en  ajoutant  les  formules  (i3)  et  (i4),  on  a 

(i5)  P ^   ^  iL   /l  ,  _î_ 

Jo    (a'cos'.r  +  ;3'sin^^)'       4«[3  \a^' "^  j3' 

En  opérant  sur  cette  formule  comme  nous  l'avons  fait  sur  (12),  on  en  dédui 

(16)  r 'h ^  iL  /  j_ ,  j_ ,  _^\ 

Jo   («'cos-^j;  + [3' sin-^ .*•}■■'        16  \a(3^       ;3a*       «' (37' 
et  de  celle-là 

(17)  f\         '^^ =  jl(A.,^      7        7\ 

231    On  a  (99) 

o  ' 


ra 


h  ■r"+"'    ^/:C  _  TT 

2  n  CCS  — ^ 
2/4 
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On  en  déduit,  en  diffeien liant  par  rapport  à  m, 

.    m-K 

J,                TT^sin  — ■ 
^  '  —x"-"'  +  x"-^"'  ax  ,                       9.n 
—  lx= 

in 

La  formule  (198) 


Jo  ï-^" 


lang 


X         in 
donne  de  même 

x"-""  +  x"+'"  (Ix 


('9)  /  ,  —  x^"        X   ''^        ,    ,  miz 

^^  An^  cos^ 

En  faisant  m  =  o,  elle  devient 


0 

232.  La  différenliation  sous  le  signe  f  permet  quelquefois  de  déterminer  une 
intégrale  inconnue  en  la  rattachant  à  sa  dérivée  par  rapport  à  un  paramètre. 

Soit,  par  exemple, 

r^  fi?.r  arc  tang  r.r 

u  r=z  \      —  • 

Jo        X  \j\  —  x'' 

On  en  déduit 

(lu  _  r'  dx  ^  -n        1     ^ 

dr  ~ Jo    [i  +  r^x')  sjT^'x^'        '^  \/ 1  +  r' 

et  par  conséquent,  u  étant  évidemment  nul  pour  r  =  o, 

(21)  «=:^  ^--£^=^/(r+v/7T7^). 

^      '  2  Jo    y/,  +  r'        2 

Si  l'on  fait  par  exemple  r=  i,  on  aura 

J'*'  r/.r  arc  lane.r        -  ,  /     ,      ,- , 
0  X  V\  —X'  ^ 


233.  Soit  encore 


on  aura 


f"^  arc  langrj;  dx 


["^  arc  lar 

M   =     /- 7— 


1  ï  +  r 
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et,  par  conséquent, 

/  23  )  /       '- —  dx  =  -T.   /     —  -  /  I  +  r  . 

234.  Posons  enfin 

Jo  ^   +  -^ 


on  a 


du r^  lax'  ,    _ 

da^Jo 


lax''  ,    ^      . 

{b'-h  x''){i  -ha'x')    ^  ~"  I  +  al) ' 


par  conséquent,  m  étant  nul  pour  a  =  o, 

""     da 


>4) 


/       -^ ^  dx  =  ~  / r  =  ~l{i  +nb 


235.  La  méthode  suivie  dans  le  paragraphe  précédent  revient  évidemment  à  une 

intégration  sous  le  signe  /  ^  appliquée  à  une  intégrale  que  l'on  forme  de  manière  à 

obtenir  le  résultat  désiré.  Il  arrive  quelquefois  que  la  dérivée  n'étant  pas  connue, 
non  plus  que  l'intégrale  primitive,  on  aperçoit  entre  elles  une  relation  qui  sert  à 
les  déterminer  toutes  deux. 
Soit,  par  exemple. 


e  *'  dx. 


On  a 


du 
dâ' 

=  —  ia  1       e               — 1 
Jo                      ^' 

et  en  posant   -  =  s, 

du  _ 
(1(1  ~  " 

-  2  /      e           "  dz  =  —  liu. 

t/o 

On  en  conclut 

du               , 
—  =  —  ida, 
u 

lu  =  —  la  -\-  c. 


c'  étant  indépendant  de  a.  Pour  a  =  o,  on  a  (153] 


u  =  -  \Jt:; 


I.    Cale.  int.  a5 

4> 


^94  DEUXIÈME  PARTIE.  -  CALCUL  INTÉGRAL, 

par  conséquent 

a' 

e  -^  dx^-sjr.e-'-". 

o 

236.  Soit  encore  Tintégrale  plusieurs  fois  considérée  déjà 


u=f       p-"' '■'ces  5  [3  .rc?.r. 
i/o 


On  n 

I  /»  00 

et,  en  intégrant  par  parties, 


On  en  conclut 


du 

d^- 

-£ 

— ^  e^"'''' cosi^x dx  =  - 
a' 

du  _      9.|3rfp 
u                 a" 

lu  =—  i-,  +c. 

• 

Pour  |S  =  o,  on  a 

et  par  conséquent,  dans  le  cas  général, 

_       ^' 

Jo  •  ^^   V   « 

Intégrales  définies  déduites  de  V intégration  sous  le  signe  j. 

237.  L'intégration  directe  donne 

Je-"''  s'xnbx  dx 
o 


a^  +  6" 


Multiplions  les  deux  membres  par  da  et  intégrons  entre  les  limites  ûî  =  «,  fl  —  /5. 
Nous  aurons 

j      sini.rJ.r  =  arclang^  —  arc  tang^- 


LIVRE  PHEMIER.  —  INTÉGRALES  DÉFINIES  ET  INDÉFINIES.  195 

Si  l'on  suppose  a  nul  et  |3  infini,  cette  équation  devient 


26: 


résultat  déjà  obtenu  (179),  et  qui  suppose  seulement  b  positif;  dans  le  cas  con- 
traire, en  effet,  arctang  |  serait  égal  à  —  -•  11  est  évident,  d'ailleurs,  que  l'inté- 
grale (a6)  change  de  signe  sans  changer  de  valeur  absolue,  quand  on  y  remplace  b 
par  —  b. 

238.  Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  (26J  par  db  en  intégrant  entre  les 
limites/?  et  q  de  />,  on  en  déduit 

,      ,  C^  cospx  —  cosqx   ,         ~,  ^ 

(27)  j^      ■  x^  dx=-{q-p). 

239.  On  a  évidemjnent 

7' 

«/o 


X'"  dx  = 


m  -hi 


On  en  déduit,  en  multipliant  par  dm  et  intégrant  par  rapport  à  m  entre  les  limites 
m  =  a,  m  =  /3, 

(28)  Ç'^^il=^dx  =  l^^^. 

Multiplions  l'équation  (28)  par  c?/3  et  intégrons  entre  les  limites  /3  et  7.  Nous 
aurons 

Par  des  changements  de  lettres,  on  en  déduit 

j^    ■ Jt^y ^^=(«-f-i)/(^  +  i)-(7+i)/(y+i)-(a-y)[.+/(.3+i;], 

j^    • (7^)V- ~     dx  =([3  ^  ,)  /([3  +  i)-(a  +  I)  /(a  +  .)-(;3-a)[i  +  /(y  +  .)]• 

Ajoutons  ces  trois  équations  après  les  avoir  multipliées,  la  première  par  a,  la 
seconde  par  p  et  la  troisième  par  7,  nous  aurons,  en  ayant  égard  à  l'équation  (28), 

(29)  r(jL:-fi).r-^  +  (p-y).r---+(y-a)^/^^^ 

.-(y-M)(^-;3)/(y^-i)  +(a-+-i)(;s-y)'(a+0  +  (.3+i)(y-3^)/(;3  +  ij. 

^- 
20. 
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Soit,  par  exemple,  7=2,  «  =  i,  /3  =  o.  On  aura 

pour  -y  =  3,  «  =  I ,  p  =  o  : 


:3i)  j       /l"'w^^^-^  =  ^4- 


(/^; 


240.   La  formule 


ax  =  / 


/jT  a  -f- 1 

est  équivalente  à  celle  qui  a  été  donnée  (176).  Posons  en  effet 

j3  =.  m  \J —  I , 
a=^  n  s/ —  I , 

x'^  =:  jc"'v/-i  =r  e"''^\'-'  =.  ces  mlx  -+-  y  —  ï  siii  /?i  /x, 

X"-  =  X"^~'  =  e"''\/-'  :=  COS«  Ix  H-  y/ —  I  Sltlulx, 

et  nous  aurons 

"  (cosmlx  —  cosnlx)  +  y/ — i  (sinm/.r  —  sinnlx) 


f 


tx 


dx 


I  -\-m\J — I  /  ^  +  '^^  -+-  {m  —  n)  v/ — i 

et,  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires, 

„   ,            r^  cosmlx — cosnlx   ,          i  Ji  +  mnY-\-  (m  —  nV        i  ,(iH-mM 
32)  / V dx=-l -^ ;— =  -  / —  : 


,'  ^ ,  /      sin  m  /j;  —  sm  n  Ix    ,  m  —  /t 

(33  /      , «^=:arclang  =  arc  tansr m  —  arc  langui, 

Jo  Ix  I  H-  mil  "  "    '       , 

ce  qui  s'accorde  avec  les  formules  (176). 
241.  On  a 

/       e-'-'''dx  =  -- 
Jo  ^ 

On  en  déduit,  en  multipliant  les  deux  membres  par  dy.  et  les  intégrant  ensuite 
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entre  les  limites  u  et  /5, 


^34)  / ^ dx  =  11^-1 


a. 


Si  l'on  multiplie  l'équation  (34)  par  de;,  et  intégrant  entre  les  limites  «  et  y,  on 


trouve 


(35) 


Jo      L  ^^  ~  ■ X J  ^^  =  ^y  -  «)  ^(3  -  yly  +  ocl^.  +  y 

Si  l'on  fait,  par  exemple,  i^  =  i ,  jS  =  2,  7  =  2,  on  aura 


et,  en  faisant  a  =  n,  fi  =  i,  7  =  1, 

'       2 


dx  :=  -  Il  -{-  n  In  ^ ,1 

242.  On  trouve  direetement 

dx 


Jo     I 


+  aUang='j7       2(1  + a) 


Multiplions  les  deux  membres  par  do:  et  intégrons  entre  y.  =  oQio:  =  a.  Nous 
aurons 

Si  l'on  fait  «  =  I, 

(39)  ['"J^ÎÉL^^I^ 

Jo    lang.r       2 
t:n  inlegrant  par  parties,  et  considérant  ^^^^  comme  la  différentielle  de  lûnx, 

n 

/•2  ^ 

/     Isinxdx  =—  -  /a, 
résultat  déjà  obtenu  (175). 
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243.  On  a  (144 


I      _ clx  =^ 

Jo  ï 


X"  .      niTT 

nsin 

n 


En  multipliant  les  deux  membres  par  dm  et  intégrant  entre  les  limites  zéro  et  k, 
on  en  déduit 

(io)  I     >—  =  log  lang 

^^"''  /  I  +  .r"  Ix  DO  2,i 

i/  O 

Soit,  par  exemple,  n  =  /\,  k  =  i.  Ou  à 

JC^  \  —  x'  dx       ,  t: 

244.  On  a  (98),  a  étant  moindre  que  l'unité, 

^                   f*"^         dx                     I                        (     II  —  a  i\ 

fin  / =     ^  arc  lang  I  1/ tang  -  a     • 

En  multipliant  par  dy.  et  intégrant  entre  les  limites  zéro  et  k,  on  a 

J^'^    r/r  r^       da.  (h  —  a  I       \ 


Soit  a  =  -: 
2 


(43) 


-^^^Z(/rcos^  +  i)  =  2        -.=..  arc  lang  i /  ■— - 


Pour  calculer  le  second  membre,  posons  a  =  cosw.  On  aura 


doL  1 

■=.  —  au, 


sji  —  a? 

/i  —  a         I 
arc  lang  \  /  — ■ —  =  -  «> 
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et  par  conséquent 

(44)  £-^,nl>co,.-..)=l[^-i^rccosky} 

Si  dans  la  formule  (/p)  on  fait  a  =  ?:,  elle  devient 

-i:— /  ( /,- CCS  :c  +  I  )  =  TT  arr  sin  A . 
„    cos^- 

245.  On  a  trouvé  (234) 

ty  o 


I 


Posons  x=^  -^  \\  vient 

r 


[ 


/  I  -h 


et,  en  posant  a  =  \, 


ylLdy  =  \l{i+ab); 


/(i+- 


4=^/(1  + A 


/o  /)^  j^f  -i-  I        •"  ^ 

Multiplions  cette  équation  par  ihdh,  et  intégrons  entre   les  limites  zéro  et  k, 


nous  aurons 


En  effectuant  l'intégration  par  rapport  à  h  dans  le  premier  membre  et  remplaçant 
le  second  par  sa  valeur, 

r  i{x  +  h-rn ^  (i  +  -^)  '^'  =  27: (.  +  k)  /(.  +  /.•)-  ^Z' - 

z  R  . 

Soit  y  =  ^,  A •=  -5  il  vient 

•^  p  a 
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246.  On  déduit  aisément  de  la  formule  (23)  fâSS) 


r 


dx      arctang.r^^ t.I[i-\-o(.) 

a' H-  X'-  X  î 


<x' 


Multiplions  par  de/,  et  intégrons  entre  a  =  ^  et  a  =  ce  ,  nous  aurons 

dx      arc  lang^       ::    C^  H^  -\~  oc)da 


r<i4  ,  . 

Jk  Jo       «••  +  -^' 

Le  premier  membre  est  égal  à 

r^arciang.r</.r  /"^     dy.      __  r 
Jo  ^'  Jk     ^'-^-^'^Jo 

t/O 


[X t:    r^  /(i  -ha) 

'~  "^  Jk  «' 


arclang^  i 


arc  langoo 


arc  lang-  I  ax 


xl 


arc  tanff.r  x   , 

■—-  arc  lans  T  dx. 

x^  If 


Le  second  membre  est  égal  à 


On  a  donc 


:r/(i  +  /,-)  /  I 


r^arctai 


lanff^  X   j 

arc  lang  y  dx 
II 


^[^-(-^)J 


Si  l'on  pose  x  —  -■>  k  ^^  i- 


Y  y^  dv  •     T.  \  \ 

arc  lanff  -  arc  tang  - — ^  =  -     - 


P 


o 

Si  l'on  pose  «  =:  jS  =  i , 


/(i  +  ^U-/(i 


^./    [i 


arc  lang  r\  ' 


r 


\  d^  =  T:  It.. 


217.   L'intégration  sous  le  signe  /  ,  appliquée  d'une  manière  moins  immédiate, 

conduit  à  des  résultats  importants.  On  a  déterminé  un  grand  nombre  d'intégrales 
simples  en  décomposant  la  différentielle  placée  sous  le  signe  d'intégration  en  deux 
facteurs,  dont  l'un  est  remplacé  par  une  intégrale  définie  prise  entre  des  limites 
constantes  par  rapport  à  une  variable  nouvelle;  l'intégrale  simple  devient  ainsi  une 
intégrale  double,  dont  le  calcul  devient  quelquefois  facile  par  le  changement 
d'ordre  des  intégrations  équivalent,  comme  il  a  été  dit,  à  l'intégration  sous  le 

signe  I  • 
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248.  Cherchons,  par  exemple, 


On  a  (153) 
par  conséquent 


X 


Sjx  y/TT  Jo 


/      ■ ;^~=T^    /       (^osxdx  \       e"''^doL  —  -~    \      doc  e- ''■'■'  cosxdx, 

'^o  sjx  S/~  Jo  Jo  \7:  Jo  Jo. 

c'est-à-dire 

(48)  '  C^  cosxdx  _    2      Z*"-^'   a'o'a   _  s/t: 

Jo  \l  X  v'TT  Jo      I  +  ^*  ~  y/a 

Si  l'on  pose  x  =  y-,  on  en  déduit 


(49) 

X 

C0SJ-(/j  = 

2  y'2 

249.  L'intégrale 

.^0              \J  X 

s'obtient  de  la  même 

manière. 

On  a 

r-^sinxdx     2   r=^  .  ■  .   r-  _,., . 

e/o  V'"^  V~  «^o  Jo 

y-  Jo  Jo  \It^  Jo      ^~^°'- 

c'est-à-dire 

r   ,  C^  s'xwxdx       vr 

Jo  Jx  Jo. 


et  on  en  conclut 

(5i) 


250.  Soit  l'intégrale 


On  a 


v/ 
/       smy-dy=z — ~ 

Jo  2  V^2 

J'°°  cosnixdx 
0    "iT"^"" 


,  A»CO 

:^=\        iy.e-''-^"^^-^dy., 

'  -^  •*"       Jo 

I.    Cr^/r.  ////.  26 
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par  conséquent 

— ^ =  a  /      cosnixdx  j      ae    ^■''^'~^-*^  'dx  =  2  f      e    "ady.  \      e    ''■'^' cosmxdx, 

c'est-à-dire  (235),  (236) 
251.  Considérons  l'intégrale 

x 

ix    _  r 

X  —  1  .  /, 


2        /  2 


'"^-  x"-'  /x    , 


On  a 

dcx. 


'o      (■îf  + a)(i  +  a) 
par  conséquent 

"^-x^-^lx    .  /"-'-  ,      r^-  </a  r'^     ^a       r'-^^x'-^dx 


c'est-à-dire 

(53)  /■='  ^::^ ,/.  =  ^^.  fî-"^»  =  ^^ . 

^      ^  Jo       -^  —  '  sin«7:j      I  H- a         sin'ar 

252.  Soit  l'intégrale 

dx. 

On  a 

^      Jo 
par  conséquent 

dx  =  j       (  cosx  —  e-'"-")  dx  j       e~  ''''dx 

=  i      dx  (  COS.X-  —  e -"■'  )  e^'^-^dx. 

Jo  Jo 

!':■- 

i  ^\-^'"-^'^-> dx 


X  -h  X 


Mais 


"'^  COS  j:.'  dx  =  : 

I  +  X' 


I 

m  -+■  X 


LIVRE  PREMIER.  -  INTÉGRALES  DÉFINIES  ET  INDÉFINIES.  203 

donc 

253.  Considérons  encore  l'intégrale 
(55)  j^     -^-^^' 

n  désigne  un  nombre  entier  quelconque  qui,  bien  entendu,  ne  doit  pas  être 


ou     /«     .^v.c..g, 

inférieur  à  m. 
On  a 

X'"  1.2.3 


■ r 

par  conséquent 

(56)  r"5L"l^rf:r= ^'. .    Ç"  ^m"xdx  r  e-^^z-^dz 

^      '  Jo        ^"'  I.2.3..  .  (m  — i)  .;„  Jo 


T .?, .3. .  .  (m 
Mais  on  a  (165),  si  w  est  pair, 


z"'-' dz  i      e~"s\n"xdx. 

Jo 


C"^  ,  T.2.3...71 

I       e~"  ?,\n"  X  dx  = 


z{z'-h^).  .  .[z'-hn') 

et  si  n  est  iiupair 

r-^  ,  i.?,.3...« 

Jo  (2^+i)(z'+9)...(^=+/i^) 

L'intégrale  (55)  sera  donc  réduite,  dans  tous  les  cas,  à  l'intégrale  d'une  fraction 
rationnelle  que  l'on  pourra  calculer. 

Soit,  par  exemple,  n  —  ^,  m  =  -?..  On  aura 


r^^sln'xdx       C'^     1     ("^      -r  ■  ,     ;  r 

I -  =1      z  dz  j      e^'  sm^xdx  ^=1  j 

t/o  '*^'  Jo  Jo  Jo 


dz     _r. 

Jo      z'  +  4    "2' 


ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  connue,  démontrée  (237)  et  (179).  L'intégration 
par  parties  donne  en  effet 


/s\n-xdx            X     .                 rsmxcosxdx            '     •  ,      ,     Tsin^j 
—  = sin'.r  +  9.  1   = sin^r  +  I  ■ — 
X'                           X                                                     X                                  -^                         J  ^ 


s'\n'?.xdx 
26. 
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et  par  conséquent 

Si  l'on  pose  n  =  ?>,  m=  \ ,  on  aura 


Cette  formule  peut,  comme  la  précédente,  servir  de  vérification.  On  a,  en  effet 

sin'^;  =  -7  sinx  —  y  smi.r, 
4  4 

r^^^.=^  r^^^./.-i  r^-^^.=f 

Jo      ^  4Jo      ^  4Jo       -^  4 

Si  l'exposant  m  n'était  pas  entier,  la  môme  méthode  serait  applicable;  mais  le 
résultat  nécessite  l'intervention  des  fonctions  appelées  F,  et  nous  en  renverrons  le 
détail  à  un  autre  chapitre. 

254.  Posons,  pour  indiquer  une  dernière  application, 

e"^'  dx  =  Jf. 

0 

La  valeur  de  k,  déjà  obtenue  (153),  peut  se  déduire,  de  la  manière  suivante,  du 
procédé  d'intégration  sous  le  signe  /  • 
On  a,  en  posant  x  =^y\  r. 

Jo  '  )J  r 

En  multipliant  les  deux  membres  par  e"'  dr, 

dr  \       e-'^C+z)  rtj=  n r;—  • 

Jo  ^r 

Intégrons  par  rapport  à  r  entre  les  limites  r  =  o,  r  =  ce  ,  nous  aurons 

Jo    >+r'  "^  Jo 


'dr 
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mais  en  posant  r=  z-,  on  a 


par  conséquent 


et 


i/o  v''"  «^o 


9. 


Exemple  remarquable  de  discontinuité 

255.  On  a  identiquement 
(5n)  r"^  (^osbxsinnx   ,    _^    f"^  sin(a  +  b)  x  jr_    f*"^  s\n(a  —  b}x 

Jo  ^  ^^  ~  '^  Jo  -^  ^  0.  J^  X 

Lorsque  (a  -+-  h)  et  [a  —  h)  sont  positifs  tous  deux,  on  en  déduit  (237) 

/gn,  f"^  cosbx  smax   ,    r 

^      Jo  ^  '  "^  "~  2  ' 


-  dx 


mais,  s'ils  sont  de  signes  contraires, 

(59)  r 

J  o 


^  CCS  6.27  s\r\ax   , 

dx  =  o. 


L'intégrale  (Sy)  change  donc  brusquement  de  valeur  au  moment  où  b,  variant 
d'une  manière  continue,  vient  à  surpasser  la  valeur  a. 

256.  On  a  utilisé  cette  singularité  d'une  manière  fort  ingénieuse  pour  trans- 
former certaines  intégrales  et  en  obtenir  la  valeur.  Posons 

(  6o  )  •  u=  n  ^os^-^^'"^^  ^^^ 

Jo  ^ 

u  est  nul  pour  les  valeurs  de  a  moindres  que  /;,  et  égal  à  ^  lorsque  a  est  plus 
grand  que  b.  On  a  donc 

u  e-"  du  r=  /      ~  e-"  da=~  e  K 

0  c/^         ^-  2 
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ue'"^  da  est  égal  à 

o 

I       ax    I      sm  ax  e-"  (la  =  1      dx; 

./o  -^  Jo  Jo       '+^' 

et  par  conséquent 

r^  cosbxdx       r 

/ =  -  e-^ 

résultat  déjà  obtenu  (202). 

257.  Reprenons  la  formule 

C'^        ,     s\nax   , 
(oi)  n=  j       ros/>.r ax, 

Jo  ^ 

M  est  nul  lorsque  h  surpasse  «,  et  dans  les  autres  cas  égal  à  -•  On  en  conclut,  en 
supposant  h  plus  grand  que  a, 

C''      ,,       Tra        C^'  s,\r\ax   ,     C'        i      i,        C^  s'max  sinbx    , 
/      H  do  ^=  —  =  I       dx  I      cosbx  do  =  i dx, 

Ja  ^-        Jo  ^  Jo  Jo  ^' 

et  cette  formule  s'applique  seulement  lorsque  h  est  plus  grand  que  a.  Si  b  est 
moindre  que  a,  on  a,  d'après  la  forme  de  u, 


f" 


M--^: 


et  par  conséquent 

^  ,  r^sinaxsïnbx   ,         tJ) 

(62)  / dx= 

J^  X'  1 

On  voit  que  l'intégrale  (G2)  est  égale  au  produit  de  -  par  le  plus  petit  des  deux 
nombres  a  et  h.  * 


258.  L'intégrale 

COS«:r 


o  ^^ 


dx 


se  déduit  de  la  précédente  et  présente  comme  elle  une  discontinuité  remarquable. 
On  a 

_ dx  =:  I [sm {\-\-  (i)x  -+-  sin [i  —  a)x] dx. 

o  ^'  ^o        ^'•^'' 
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Si  (i  +a)  et  {a—  i)  sont  tous  deux  plus  grands  que  l'unité,  c'est-à-dire  si  a  est 
plus  grand  que  2,  le  second  membre  est  nul  (257);  si  au  contraire  a  est  positif  et 
inférieur  à  2,  on  a 


f 


sin^'  s\n(a  -h  i):v 


dx  =1-  ^; 


JC^  s\w X  s\n { n  —  i)^    ,         7: 
„    — ="5= .&=^  («-,), 

et  par  conséquent 

et  cette  intégrale,  qui  s'annule  pour  a=  -2,  conserve  la  valeur  zéro  lorsque  a  sur 
passe  cette  limite. 


259.  Posons 


-1 


dx. 


Intégrons  les  deux  membres  par  rapport  à  a  entre  les  limites  zéro  et  a;  si  a  est  plu; 
grand  que  2,  on  a 

/     uda=-z  I      y  (2.  —  a)da=  -■ 
Jo  Jo     4  2 

L'intégrale  du  second  membre  est 

Z*"^  sin^^   ,      /•"                         /"^sin-.r  sinr/.2;    , 
/ —  dx    f     cosax  du  =z  /       dx, 

et  par  conséquent 

lorsque  a  est  plus  grand  que  2. 
Si  a  est  moindre  que  2,  on  a 

/     H  du  =         y  {:>.  —  a)  da  z=~  —  ^, 

et  par  conséquent,  dans  ce  cas, 

(65)  f"^  sin'.rsin«.r    ,  ira       -a- 
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CHAPITRE   IX. 

QUELQUES  INTÉGRALES  DÉFINIES  OBTENUES  PAR  DES  MÉTHODES  DIVERSES. 


Nous  réunissons  dans  ce  chapitre  quelques  intégrales  définies  obtenues  par  des 
artifices  fort  simples  qu'il  serait  difficile  de  rattacher  a  aucune  théorie  générale. 

260.   /    /sinx-.  Pour  calculer  cette  intégrale  déjà  obtenue  (175),  posons 

/^  '2 

(i)  u  =^  j      l  sinx  dx. 

ty  O 

En  posant  x  =  -  —  y,  on  a 

TT 
,-.0  /»i 

«  =  /     —  /  cos  r  df  =  I     l  cos  j  dy, 

J -j  J  o 

2 

et  par  conséquent 

i^.)  u  =z  î     l cos^" dx. 

J  o 

En  ajoutant  les  équations  (i)  et  (2),  on  a 

TT  11  - 

/.2                                             r^    sin?.^  C'^  C^ 

■2u=        {Is'wx  +  lcosx)dx=        r —dx=         tsinixdx—         1-2  dx. 

Jo  Jo  ^  «^o  «^o 

En  posant  2x=^z,  on  a 

n 
Is'inixdx  =  -   /     lsh\zdz=^-'         Isinxdx. 

La  courbe  dont  l'équation  est  j=  sina?  étant  symétrique  par  rapport  à  une  parai- 
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lèlo  à  l'axe  des  r,  dont  l'abscisse  est  ^,  l'intégrale  de  l^mxdx,  entre  les  limites 

zéro  et  tt,  est  double- de  celle  dont  les  limites  sont  zéro  et  -,  et  l'on  a  par  consé- 
quent 


c'est-à-dire 


111=  u  —   I      dxh==:u  —  ^  11, 


3)  ..  =  -'/2=!^/l, 

2  2      2 

261.   /    xlûwxdx. 

En  posant  x^m  —  y,  on  trouve     , 


/     xUs\n.Tdx=        (û—xYlsinfdx, 


et  en  remplaçant  y  par  x  dans  le  second  membre,  et  supprimant  les  termes  com- 
muns, 


Mais  on  a 


o  =  r.'        Isinxdx-  o.~        xlsinxdx. 


/     isinxdx  =  -2  /     /sin^r/^  =  7T/-. 

^0  Jo  2 

Par  conséquent 

^^'  I     xls'mxdx  =z-r.''l- =:— ~rHi 

Jo  2  2  2*' 

2C2.  Si  l'on  fait  croître  x  au  delà  de  la  limite  tt,  sin^  devient  né^Uif  et  Umx 
imaginaire.  Mais  l'intéL^rale 


&' 


j       .r/sin^ 


dx 


est  toujours  réelle,  et  nous  allons  en  calculer  la  valeur. 
On  a  :  pour  n  =  i, 

J     xlsm'x</x=^.        xldnxdx  =  ~T.Uo.; 

1.    Cale.  int.  , 

27 


210  DEUXIÈME  PARTIE.  -  CALCUL  INTÉGRAL, 

pour  11=^1, 

xls\n''xdx=  i     xls'm^x  dx  +  l      xlsin^x  dx. 
Faisons,  dans  la  seconde  de  ces  intégrales,  oc  =  n  -i-y,  elle  deviendra 

(t: -h  x)lsin'^Xdf=  2-  j     tsin^^dy  -\-  2  j     ylsinydf  =  — ^r.U-i  —  r.-l2  =— 'S-n^li, 

et  par  conséquent 

xlsin''xdx  =  —  ^r.U^, 
0 

On  a  en  général 

xlsin^xdx=  j     xlsin^x  dx  +  j        x l s\n^ x dx -\-' .  . . -{-  j  xls'xu'^x  dx 

0  fJ  o  J  Cl  J  {il  —  I  }  TT 

xls\n^x  dx -\-  i     {-;+j')/sin'/r//H-  /    (2- +  r)/sin^/ri'j'  + . . . 

0  «''^0  »/  0 

et  à  cause  des  formules  (3)  et  (4).  en  remettant  pour  chacune  des  intégrales  sa       ] 
valeur,  j 

(6)  /       xlsïn'x  dx=^  — n'T.'^H.  \ 

°  I 

oftQ     r^.rsin^rf^  | 

En  posant  a;  =  n  —  y,  on  trouve  | 

I 
r^ xsinxdx  _  /'^(t:  —  r)  sinjûfj r^    sinjc?j  ^^  jsinr(/r  I 

X     iTcos^^  ~  Jo         I  +  cos=j       ~  '■  Jo     •"+  cos^/      Jo     I  +  cos^j  I 

Si  l'on  fait  passer  dans  le  premier  membre  le  second  terme  du  second  après  y      | 
avoir,  comme  cela  est  permis,  remplacé/  par  x,  on  en  déduit  | 


^xs'mxdx  r^    slnfdy 


r^xsinxdx r'^ 

^J^     I  +  cos^o:  ~  '■  J^     '  +  cos^j 

et  enfin 

J^^  X  sino:  dx r.- 
o    I  +  cos^^•  ~  4 

résultat  déjà  obtenu  (181  ).• 


^2 


=:  —  -( arc  lang  005  77  —  arc  langcoso;^:  — , 
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264.  f    xsin"x  doo,  n  étant  entier. 

En  posant  dans  cette  intégrale  comme  dans  les  deux  précédentes  oo=n-y, 
elle  devient 

Jo 

Si  donc  on  désigne  sa  valeur  par  A,  on  aura 

A  =  Ht: sin" j dy -  jr sin'T dx=^T:        sin«j df-k, 

Jo  Jo  ^o 

et  par  conséquent 

2A  =  71  /     shï'fdr- 

J  o 

On  aura  donc,  si  n  est  pair  et  égal  à  im, 

r^  ,          7T-  1.3.5.  . .  {im—  1) 

(8)  A=j^    xs^n-^xdx=-       ,..4.6. ....m    "' 

et  si  n  est  impair  et  égal  a  2m -M , 

/•^  ,  2.4-6. ..  2/n 

265.  f'^-i^.^". 

En  posant  x=  tangip,  on  trouve 

7  ^7  /.Â    25107  COSly  —  9 

En  posant  ^  —  9  =  w,  on  trouve 

/     /ces  (^  —  9)  ^9  =  /     IcosMdo), 

et  par  conséquent  les  deux  derniers  termes  de  l'équation  précédente  se  détruisent 

27. 
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elle  se  réduit  à 


(lO) 


f     — ; —^ —  =  ^2Sin-/     </.  =  v/v2  =  Tj/2. 

^  o  '  -^  -^  4  /o  4  8 


266.   I     /(i  — 2acosj7H-a*)  <£r. 

Cette  intégrale  offre  un  exemple  remarquable  de  discontinuité;  elle  est  nulle 
lorsque  y.  est  moindre  que  l'unité  et  égale  à  -la}  quand  y.  surpasse  l'unité.  Pour 
le  démontrer,  posons 

9(^)=/     /{i  —  2acosx  T- a*]</j:. 

c/o 

En  faisant  x=  ~— v,  on  trouve 

Jo 

Remplaçons  V  par  x  dans  la  seconde  intégrale  et  ajoutons  les  deux  valeurs  de  9  (a), 
nous  aurons 

=»?(^}=/     /(i— 2acosx-i- 2^^{I-^2acosx-H2';</x=  /     /(i  —  2a»  COS2a:  H- a*)  dlr. 
et  en  posant  :2x  =  ^, 

^?(a^}  =  -J       iii  —  :ix'COSz-hai*)dz=j     iii  —  2ar  cosz -h  x*]dz  =  o{x'), 
et  par  conséquent 

On  déduit  de  cette  relation,  qui  a  lieu  quel  que  soit  «, 

3Iais  si  «  est  moindre  que  ranité,  «**  a  pour  limite  zéro,  et  comme  f{o)  est  évi- 
demment nul,  on  a  dans  ce  cas 

(")  9(a]=ro. 
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Le  cas  où  a  est  plus  grand  que  l'unité  se  ramène  au  précédent.  On  a 

?(«)=/     l{\—i.a.ZQSX-\-a})dx=.\     loc' l—^  —  -  cosx  ^  i\  dx  =  j     lx'dx+(fl-\ 

et  9(  -  j  étant  nul, 

J  0 

267.  En  intégrant  par  parties,  on  trouve 

//(i  —:Lacosx  +  a')dx^xl{i  - '.>.a  cos.z-  +  aM  —  aa  Ç -rsino^  j^_    ^ 

J  J    \  —  lOCCOSX  -h  Ot? 

On  en  conclut,  en  supposant  a  moindre  (jue  l'unité,  et  prenant  les  intégrales  entre 
les  limites  zéro  et  n, 

Jq    I  —  2acos.r  +  a* 
et  en  le  supposant  plus  grand  que  l'unité, 

I   2         If     ,      ,-,  f'^        .rsin.r 

T.lx^-=r.l{i  +  ocY—ia\ 

Jo    I— aacos 
On  a  donc,  lorsque  «  est  moindre  que  l'unité, 

(•3)  r        •^-^Jl^'^:__    =JLlu+:,Y 

./„     I  — 2acosa:  +  a'       aa    ^      ^     i' 

et  lorsijue  a.  (;st  moindre  que  l'unité, 

(•4)  /'^        xavnxdx        __■"■/  iV 

Jo    I  —  2a  cosa;  +  i'  ~  2a    V  ~^  â/ 

Si  l'on  (ait  a^  i,  les  deux  formules  s'accordent  et  donnent 

(,5)  /'"   rsmxHx  n^    x dx  t: 

/      -...lang- 


dx 

X  -<r  ac* 
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X 


et  en  posant  -  =/» 


(''■'■  ydy 


flGl  ■  /        -^^'-^^^  =:  -   /2, 

^     >  Jo   langj       2 

formule  déjà  obtenue  (242). 

Si  dans  l'équation  (  1 2 )  on  fait  «  =  —  i ,  elle  devient 

J/(2  4-  2  cos^)  dx  =  o, 
0 

c'est-à-dire 

(li-j  /        l{l  -+-  COSX)dx=  ~T.l'2. 

fJ  o 

En  faisant  a  =  i ,  on  trouverait 

(i^j  1     /(i  —  cosjc)^/^'  =  —  77/2, 

»/ o 

et  en  ajoutant  les  équations  (17)  et  (i8j,  puis  remplaçant  /sin'-^  par  lUmx, 

/•rr 

1      /sin:r^:c=: — 77/2, 

formule  déjà  obtenue  (175). 
268.  Considérons  l'intégrale 

c/ O  ^ 

dont  la  valeur  est  tinie  et  déterminée,  en  supposant,  bien  entendu,  a  et /3  négatifs, 
parce  que,  pour  ^  =  o,  la  différentielle  placée  sous  le  signe  /  ne  devient  pas  infinie. 
Si  nous  remplaçons  la  limite  inférieure  zéro  par  s,  l'intégrale  variera  infiniment 
peu;  mais  cela  suffira  pour  qu'on  ait  le  droit  de  la  partager  en  deux  autres  qui, 
sans  cela,  seraient  toutes  deux  infinies,  et  on  l'écrira  sous  la  forme 


^e/^'*' -«='-"■  r^(a-[3)e 


Mais  l'intégration  par  parties  donne 


c/.x 

—  dx. 


5.f_^aA^'         r-^-  ^el^-^—  ae""-^' 


f-  e^lz^  u.^-  (^'^-'"T  +X 


dx. 


X 
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Le  terme  intégré,  lorsque  s  s'annule,  se  réduit  a  /3  —  a,  l'intégrale  est  donc 


eeale  a 


et  l'on  a  par  conséquent  (241  ) 

(19)  «  =  ^_._^/ê. 

269.  Cherchons  encore  l'intégiale 


dx, 


x^ 


dont  la  valeur  est  iinie  et  déterminée,  en  supposant  toujours  a  et  jS  négatifs,  parce 
que,  pour  x  =  o,  la  différentielle  ne  devient  [)as  infinie. 

En  remplaçant  la  limite  zéro  par  la  limite  infiniment  petite  £,  l'intéiçration  par 
parties  donne 


'  oD  „  „  a  X 


/      — .-  dx— h  /      ^— —  dx, 

/  ; dx  = -I I  ^ (ix 


X 


dx. 


et  rintegrale  cherchée  devient 


't> 


—  -) -| . 

e  11'  2  s 


f- 


2  f^'  2  f^  2  , 


ar 


en  développant  les  exponentielles  qui  figurent  dans  les  trois  premiers  termes,  fai- 
sant £  =:  o  et  réduisant  l'expression  placée  sous  le  signe  d'intégration,  l'intégrale 
proposée  devient 

(.0,  «=:..+^p,_^^^^-|«i:-^,^^,     3         5.  3, 
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et  l'on  trouveront  de  même  l'intégrale 

f  r  ,2  1.2.3 


270.  f'—l(\-x). 

En  posant  œ  =  i  —  y,  on  trouve 

c'est-à-dire  (168) 

dx  r'i  —  K  dy^iy,  ~2 


(Jx. 


I  —  r 


Mais  l'intégration  par  parties  donne 


J'^,  =  -'r:.-r)^j 


Par  conséquent,  le  produit  lyl[^—  y)  étant  nul,  comme  il  est  aisé  de  le  voir, 
pour  j=  o, 

Si  donc. on. pose 

/    --- '('  — ^)  =  ?(«)' 
l'équation  (21)  devient 


—2 


0(^)4-9(1 —  a)  —  la  l{i  —  a)  =  —  —-, 


et,  si  l'on  fait  v.  = 


(23)  29 


,(i)=.f^,„-.i=(,^y_|.,.. 


b 


271.  La  même  intégrale  peut  être  calculée  pour  deux  autres  valeurs  numériques 
de  la  limite  supérieure. 
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Posons 


On  aura 


Cp'(x)  =r  —  /(l  —  x], 
'  X 


cp'(-^)  =  -   -/(I  +  X), 

à_    f^jK  \_      — >     ^//— -^X  '         //  -r    \  _        I  I 

par  conséquent 

et  il  n'y  a  pas  de  constante  à  ajouter  parce  que  le  premier  membre  s'annule  comme 
le  second  en  même  temps  que  x. 

En  ajoutant  les  équations  (24)  et  (aS),  on  a 

Dans  cette  équation,  remplaçons  x,  qui  est  arbitraire,  par  •  Nous  aurons 

(.6,  ç(-£_)  +  ,(_.,  =  l(,_^y=lr,(,  +  .,l.. 

On  a  d'ailleurs 


(ù{x)=         ~l[i  —  x)  =  —        dx{ 
^'0      ^  Jo  \ 


X        x^ 


ou 


,  '  ,  /  x^        x^ 

9(0:)=- ^.t-f--  +  -  +  . 

par  conséquent 

I.    Cal( .  int.  28 
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L'équation  (2G)  peut  donc  se  mettre  sous  la  forme 


9\-^^^j^^9i^')-'^i^)='-ui'  +  ^)y' 


Donnons  à  x  une  valeur  telle  que  l'on  ait 


c'est-à-dire 


On  aura 


2       2  ^         ' 


^o((3-^)-9([3)  =  ^[/(.  +  [3)P 


c'est-à-dire,  à  cause  de  p^  =  i  —  p  et  1  +  |S  =  g, 


(a8^ 


^cp(i~^)-ç(^)  =  ^(/pr. 


On  a  d'ailleurs,  en  vertu  de  l'équation  (22;, 

(29)  ■9('-;3)  +  9(^)=:-|  +  /(3/(i-[3j=-|  +  2(/,5)% 

et  l'on  déduit  des  équations  (28)  et  (29; 

cp((3)  =  -  -^+(Iog|3)S 


c'est-à-dire 


3o;, 


X 


9(i-P)  = 

V5  — I 

'^     l(î  —  x)  dx 

X 


10 
"i5 


log[3j% 


^  log  -5^ 

10       \     "       2 


•^      Vs 


(3i) 


/-•^      2       i[^  —  cc)dx  t:'       /,       v'5- 


■V 


272.  Lorsque  dans  l'intégrale 


L 


'  "'•  dx  l{\  —  x) 

X 
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on  suppose  a  plus  grand  que  runité,  la  soiniue  contient  des  éléments  imaginaires 
et  devient  elle-même  imaginaire,  mais  elle  reste  déterminée.  On  peut  la  calculer 
pour  la  valeur  particulière  a  =  2. 
On  a 

r''-  dxl{ï  —  x)  __  r'  dxlii-x)        Ç'^  dxl{v  —  x)       _\  ^^       Ç""  dxlji  -  x) 

I  —  X  étant  toujours  négatif  dans  la  dernière  intégrale,  remplaçons  /fi  — x)  [)ar 

/(— i)(^  —  i)=:/( —  i)  -{-  l{ao  —  i)=7rv— I  -h  l(x  —  i),  nous  aurons 

r-'dxijA-x)  _     i  ^        __/-=' ^      r^dxUx  —  i) 

Jo  d^         —      tjTi       rV     ij^      ^,       j  X  ' 

Posons  dans  la  dernière  intésjrale  -  =  y,  nous  aurons 


X'^- (ix  I  . I  c 


t'..-r)= 


mais 


/■f..-.)^x'f"-'-rf 


et  enfin 

?(«)  +  ?  ^^j=-y+^  V -~^  /  «  +  ^  (  /  «  )  ' . 

Si  l'on  fait  a  =  2,  il  vient  enfin,  à  cause  de  la  valeur  trouvée  pour  9  (- V 

/•i   \  ,    s        r"^  dx  l (i  —  x)  I  - —  , 

(32)  (f{l,)=    I        ^ _^=:._        ;:î+-^_,/2. 

Jo  ^  4 

273.  L'intégrale 

J^^  dx    i  +  x 

poul  aussi  s'obtenir  pour  certaines  valeurs  de  la  limite  x. 

28. 
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Posons 


On  a 
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C''  dx  j\-¥x 


d    .  (\  —  X 


I       I  -+-  .r 

—  / 1 

-xx      I  —  X 

I  —  X 


^+'7 


Ix 


dx^\\-\'X)  {\^-xY^\\+xl        i  —  X- 

par  conséquent 


H :  ]  dx  —  -  Ix  l  — — -  +  C. 


En  faisant  ^  =  [,on  voit  (173)  que  la  constante  est  égale  à  ^ 
On  a  donc 

(33)    •        ^(-)-+{^:)=i-i'-^-'-:^- 

Si  l'on  donne  à  oc  une  valeur  telle  que 


I  —  X 


c'est-à-dire 
l'équation  (33)  donne 

c'est-à-dire 

(34) 


X=  ^2.—  \  =:y, 


n'"'  dx^  I  + 

.L  X      I  — 


^'■^     ^  dx  ,  \  -\-  X       t'^        ^  { if  r        \i» 


^"■X'(^ 


I  —  .r« 


^j:*. 


Cette  intégrale  est  indépendante  de  a,  car  elle  ne  change  pas  de  valeur  si  l'on 
attribue  à  ce  paramètre  une  autre  valeur  h.  La  différence  des  deux  intégrales  est 
en  effet 


et  en  posant  dans  le  second  terme  ce"  =  r,  il  devient  identique  au  premier,  et  la 
différence  est  par  conséquent  égale  à  zéro. 
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L'intégrale  étant  indépendante  de  a,  on  peut,  sans  changer  sa  valeur,  y  supposer 
a  =  i;  elle  devient  alors 


J  V  — ■*• 


nx"-'  \   ,  ,1  —  .V' 

dX  zrz  I 


3Iais  on  a 

ru-— 

I  —  X" 

et  par  conséquent,  en  remarquant  que  pour  œ  =  r 

1  —  X" 

n, 


—  X 


et  aussi 

(^ 1^ \dx  =  ln. 

Formule  de  FrnUani. 

275.  Frullani  a  fait  connaître  une  formule  très-générale  qui,  malgré  quelques 
restrictions  auxquelles  elle  est  soumise,  contient  un  nombre  infini  de  résultats 
particuliers. 

On  a,  quelle  que  soit  la  fonction  9, 

f"^  Q[ax)  —  ^{bx)  h 

I ! ax  =  0(0)  l -• 

Jo  X  '  '    '    a 

Posons 

h 

J  Q  X 

Si  l'on  fait  ax  =  :;,  on  aura 

Jo  2 

U  étant  indépendant  de  a  conserve  la  même  valeur  si  cette  constante  est  remplacée 
par  une  autre,  h  par  exemple,  et  l'on  a 


r 9 («^) ~ 9(0)  ^^ ^  r' ?(/>.r)-cp(o)  ^^^ 

Jo  *■  Jo  X  ' 
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et  par  conséquent 

h  h_  h  h  h 

m  r^j^\i.-  rii^'rfx=  r'iiJL'rf.^  r îi^rf.=  r'Md.=.(o)it 

Le  premier  membre  peut,  s'écrire 

h  h 

Jo  ^  Jh  ^ 

a 

et  si  l'on  suppose  h  infini,  on  a  enfin 

• 

37 )  /       ^ — -' '— — ^'  dx  =  o{o)l  ~; 

c'est  la  formule  de  Frullani. 

La  démonstration  est  fondée,  on  le  voit,  sur  ce  que  h  devenant  infini,  l'in- 
tégrale 

■  '1 


Jh  ^ 


dont  les  deux  limites  deviennent  infinies,  se  réduit  alors  à  zéro.  Il  en  est  quelque- 
fois autrement,  car  ces  limites,  infinies  toutes  deux,  sont  infiniment  écartées  l'une 
de  l'autre.  Il  y  a  donc,  dans  chaque  cas,  un  examen  à  faire  avant  d'appliquer  la 
formule. 

276.  Soit,  par  exemple, 

(p(^)  =  cos.r. 
h 

')X 


£ 


cosb: 

X 


dx 


étant  évidemment  nulle  lorsque  h  est  infini,  on  a 

s. 


^  cosax  —  CCS  6.3;   ,         ,b 
(Ix  =  l  -■ 


c'est-à-dire 


X  a 


.     ,«  +  ^\        .     (h  —  a\ 
sm  I X  sm X  , 

^ ^     "      ^      dx=l^. 

X  a 
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,  a  -\-  b              b  —  n 
OU,  en  posant =  p,  1=  q, 


Jo  ^ 

277.  Soit  encore 


—  dx  =:  -  l 

1     p-q 


L'intégrale 


o{x)  =  l{p  +  qe-'). 


'ip^qe-''^ 


a 

ne  tend  pas  vers  zéro  lorsque  h  augmente,  x  ne  recevant  que  de  très-grandes  va- 
leurs, /  [p  +  qe-'^-')  diflère  très-peu  de  Ip,  et  l'intégrale  (39)  peut  être  remplacée 
par 

On  a  donc,  en  rétablissant  dans  la  formule  (3;)  le  terme  qui  a  été  supprimé, 

278.  Considérons  encore  l'intégrale 

\      —  (arc  langrtx  — arc  lang6.r}. 

La  formule  de  Frullani  lui  assigne  une  valeur  nulle;  mais  elle  est  en  défaut, 
parce  que,  pour  des  valeurs  croissantes  de  h,  l'inléqrale 


/'   arctang6.x- 
Jh  ^ 

a 

n'a  pas  pour  limite  zéro.  On  a,  en  effet,  en  intégrant  par  parties 

r^toA^n^bxdx       ^     ,        ,     ,         ,    r  dxl.T 
I  —  :^  arc  tangoo^-  ix  —  b  1 

J  ^  ./   I  4-  b-x-' 


et 

h 


L    ^-- =arctangA/^-arciang  — /-  -/>  /    Jlf^Ll^  . 

a  - 

a 
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L'intégrale  qui  forme  le  dernier  terme  du  second  membre  a  évidemment  pour 

limite  zéro.  Quant  aux  deux  premiers  termes,  on  peut  les  écrire 

arciang/j  llj  —  /-]+/-  (arc  tangA  —  arc  lang  —  u 
c'est-à-dire 

"(■-- 

,  ,  a        ,  h  \  (i 

arc  tang/i/  j  —  l  -  arc  lang  - 


'^    a 


Le  premier  terme  a  pour  limite  -lj->  et  le  second  tend  évidemment  vers  zéro 

lorsque  h  augmente. 

On  a  donc  entin,  en  suivant  la  méthode  et  non  la  formule  de  Frullani, 

r^"  fix  ,  ,     .        T.  ,a 

(40  /      — (arc  lang«^- —  arc  tangos)  =-/ T- 

Jq      oc  10 

279.  Le  mode  de  démonstration  de  Frullani  s'applique  à  des  cas  analogues.  On 
peut,  par  exemple,  calculer  l'intégrale 


dans  le  cas,  bien  entendu,  où  elle  a  une  valeur  finie. 

Soit 


h 

'  ax 


z —  ax. 

0  ^' 

On  en  conclut  (217) 


h 

r/u  _ 
da 

o{/>) 

h 

Or,  d'après  la  formule  (36),  dans  laquelle  on  suppose  b  —  i, 

h 

donc 
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et  en  intégrant  par  rapport  à  a 


>h  ... 


J  Q  -^  Il 

en  changeant  a  en  h  et  retranchant  membre  à  membre  les  deux  équations, 
h  h 

Jo  ^'  Jo  -^'^ 

—  [a  —  o)  j (-  (^'{o){ala  —  blb  +  b  —  a)  ■+■  -~^ — - • 

J  o  -^  Il 

Le  premier  membre  équivaut  à 


Si  donc  on  suppose  h  infini,  en  admettant  que  la  seconde  de  ces  intégrale?  se 
réduise  alors  à  zéro,  on  aura 

^* 

(4.)      r^A^lz:JAMd, 

Jo  -^^ 

=  {a-b)  f     '^^''^dx  +  :^'{o){ala-bIb-+  b-a)  4- (6  _  «)  lim. ^^ 

t/o  ^  Il 

280.  Soit,  par  exemple,  9  [œ)  =  cos^.  On  aura 

r*cos«.r  — cos6.r  f"^  ainx   ,         r.    , 

/       -, (Ix  =  {b-a) dx  =  ~{b  —  a), 

Jo  X  •     Jo         ^  2  ^ 

c'est-à-dire 

n^  ,    n-^b      .    b~  a 
>     /       sin ^sm X 

^/        -— ^ '--—  dx='^^ib-  a) ; 

et  en  posant  «  =  -T. A,  g  =  *  ~^, 
2        ■'  2 


(43) 


J^°°  sin  px  sin 7^   , T:g 
0          ■^'            ~  4  ' 


q  étant  le  plus  petit  des  deux  membres  p  ot  g,  car  a  et  ù  sont  supposés  positifs. 

I.    Ca/r.  int.  2(^ 
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281.  La  formule  (/p)  ne  fait  d'ailleurs  que  ramener  une  difficulté  à  une  autre, 
et  il  est  quelquefois  plus  aisé  d'obtenir  l'intégrale  proposée  par  une  recherche 
directe. 

Soit,  par  exemple,  à  calculer 


(44, 


X 


^"^  dx  f  a. 


[5  • 


que  l'on  obtient  en  faisant  dans  la  formule  (42; 

9  .^ ) 


e'^ —  e' 


L'expression  (/j/i)  est  finie  et  déterminée,  quoique  les  deux  intégrales  dont  elle 
est  la  différence  soient  l'une  et  l'autre  infinies.  Pour  la  calculer,  cherchons 
d'abord 

dx  f       X 


r 


On  a  identiquement,  comme  on  le  vérifie  aisément, 


^cMe-^ —  e"^       2 


xxe-' — I       X       2 


I  /       I  I  I 

-    — 1-  -  e~ 

X  \  e" —  I       IX       2 


par  conséquent 

J'^'-^  dx  f        X  i\ 

0      ^''  \e'— e~*        2/ 

2Jo      ^  Jo      .^  \e^-i      X      2       /      J^     x\e^^—i      IX      1        ] 

En  posant  ix  =  z,  la  seconde  et  la  troisième  intégrale  coïncident. 
On  a  donc  f241j 


''^'  dx  ,  i 

X  '2 


par  conséquent,  en  changeant  successivement  r  en  as,  puis  en  fiz, 


dz  := a/2, 


ru 

f-l-,-»-.-^  Ma 


2  ' 
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et,  en  retranchant  les  deux  dernières  équations  l'une  de  l'autre, 


45) 


f'-^'  clz  (a.  S  \        I 


2*7 


Théorème  de  Caiicliy. 
282.  Si  l'on  connaît  pour  toute  valeur  entière  de  n  l'intéi^rale 

0 

on  peut  en  déduire  l'intégrale 

(47 )  j      x'"vUx-~ ] '     dx  =:--  C,„. 

On  a  en  effet,  d'après  l'équation  (46j, 

/        z"^Y[z')dz  =  o.k,„. 
Posons 


Z  =^  X 


Aux  limites  —  oc  et  qo  de  z  correspondent  les  limiles  o  et  ^o  de  r,  et  nous  aurons 


On  a  d'ailleurs 


car  le  premier  membre  devient  identique  au  second  si  l'on  v  reniidace  .r  par  -, 

I  y 

pour  mettre  ensuite  x  à  la  place  de  y.  On  en  conclut 


Mais  on  a 

005(2/2  -M]  M  =  cos« 


i;(~~)F(.-i.)'^^  =  .a„. 


{2n  +  l     2«      .  2/i-+-4     2nH-2    2/J    2;i— 2       . 

2  1.2.3.4 

29. 


4- 
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Si  l'on  fait 
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>«i/— I  — 


É>"v-'  =  X, 


sin  II  = 


X 

X 

1\l —  I 
I 


X  ~+- 


cos  a  = 


X 


"**■■ 


on  aura 


C0S(2«  4-  Ij" 


[n-\-\)n(          \y      («4- 2; 
I  +  : \x -\ 

1.2         \  XI 


X 


Si  l'on  multiplie  les  deux.membres  par  F 
^  =  o  et  ^  =  o^  ,  on  aura 

(  «  H-  I  ')  Al  (  n  -f-  2  ;  (  w.  H-  I  )  n  (  n  —  1  ) 


i.'i.3.4  \         ■^7  J 

-)     — et  que  l'on  intègre  entre 

X  j  \    X  ^  "- 


(48; 


C,„  =  A  0  +  ' ^-  Aa 

I.  2 


1.2.3.4 


A,  H +  A,„. 


283.  Soit,  par  exemple,  F  [x]  =  e    °'^. 
On  aura 


'  -m  — •    / 
I/o 


X"'  e 


dx  =: 


[ .  3 , .  .  '  2  n  —  I 


\lr.. 


,«+!„"--  2 


A„  = 


2  y/a 


et  par  conséquent 

(49)      r"....-K-""^-i) 


o 


flf.r 


1 

_  r  '  e"~  ^^  r         '  «  +  I  -•  n  j_       -n  +  2)(n  +  i)w(n  —  i)  /  _i_\  ^ "1  _ 

~^V«     L'  1-2        2a  2.4  \2ay  J 

Formule  de  Foiiricr. 
284.   L'intégrale 

Jf  'sina.r  , 

I     • (û[x)ax 
0     sin.r 

se  présente  dans  plusieurs  théories  importantes,  et  la  limite  vers  laquelle  elle  tend 
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lorsque  a  augmente  indéfiniment  est  remar(|uable  à  la  fois  par  sa  foime^simple  et 
par  les  conséquences  qui  s'en  déduisent. 

Si  l'on  pose  aa7=j,  l'intégrale  proposée  devient 


sm  - 


rj.  augmentant  indéfiniment,  ou  peut  remplacer  sin  -  par  -  et  œ  f -^  nar  o  fo      el 
l'expression  devient  ainsi 


9(o)sinr^r       7T     ,    , 

• ' — -  =  -  o  !  o 


y  2 

La  démonstration  précédente  est  loin  d'être  rigoureuse.  Pour  qu'il  soit  permis 
en  effet  de  remplacer  sin  ^-  par  ^,  il  faut  que  l'arc  ^-  soit  très-petit,  et,  comme  y 

varie  entre  les  limites  zéro  et  a^,  -^  prend  toutes  les  valeurs  comprises  entre  zéro 
et  A.  En  ne  considérant  que  les  éléments  pour  lesquels  il  est  trës-pelit,  on  sup- 
prime une  partie  de  l'intégrale  sans  avoir  nullement  prouvé  qu'elle  soit  néf^li- 
geable.  La  substitution  de  9(0)  à  9  K j  repose  sur  une  méprise  toute  semblable. 

et  la  démonstration,  réduite  aux  termes  simples  adoptés  plus  baut,  n'a  par  consé- 
quent aucune  force. 

Le  résultat  est  exact  pourtant,  pourvu  que  A  «e^M//?«55e/M^  -  Supposons  d'abord 
avec  Diricblet,  qui  le  premier  a  démontré  ce  théorème  en  toute  rigueur,  que  la 
fonction  9(^7)  soit  continue,  finie  et  constamment  décroissante  entre'les  limites  de 
l'intégration. 

Partageons  l'intégrale  proposée 


i 


'  '  sina.r 


en  plusieurs  autres  prises  entre  les  limites  zéro  et  ^,  -  et  --      -,  '^~'-^  et  —,  - 

Cf.    y.         y.  a  y.       y. 

et  h\  -~  étant  le  plus  grand  multiple  de  -  contenu  dans  h,  on  aura  évidemment 


y. 

"^  /  "^u^^   (i^[x)clx+  \      ~~^ —  :p (X  dx 
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Les  intégrales  qui  forment  les  termes  du  second  membre  sont  alternativement 
positives  et  négatives,  car  h  étant  moindre  que  ^»  et  9  (a?)  toujours  positif  par  hy- 
pothèse, le  facteur  Xr^  reste  constamment  positif,  et  le  signe  est  celui  de  sinaa; 

qui  reste  invariable  et  alternativement  positif  et  négatif  entre  les  limites  de  chaque 
intégrale;  ces  intégrales,  de  plus,  vont  en  diminuant,  et  chaque  terme  du  second 
membre  de  (5o)  est,  en  valeur  absolue,  moindre  que  le  précédent.  Considérons,  en 
effet,  deux  termes  consécutifs 

J^      '''      sina.r  , 


et 


(«-H  2)  71 


52)  /  —. (^[x)dx. 


Posons  dans  le  second 


il  deviendra 


7T 

x=  -+  r, 

a. 


'«+0  - 


I  cinL':. -uv  ^^         ^  /  sin    - +.r 


sin  (  ^^  +  j 


'  nn 


où  l'on  peut  remplacer/  par  a;,  et  la  proposition  devient  alors  évidente,  car  les 
limites  sont  les  mêmes,  et  la  fonction  9  ayant  été  supposée  décroissante,  pour  une 
même  valeur  de  la  variable  l'élément  de  l'intégrale  (32)  est  plus  petit  que  celui 
de(5i). 

Cela  posé,  si  nous  faisons 


•/«' 


{Ti-hi)7: 

s'\nax 


o  ix  \  dx  =  dz  Un, 
smx 


on  aura 


(54; 


r^^inax  .  ^„  „  -^  f''^''^'''^  o  X   dx 

/        —. 9    X    dx  =  Ko—  II,  +  U, —  l(r+  ~^\n~r    ^ 

'  sm;r     ^  Jr-K    ^^"^ 
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Dans  la  formule 

(«-f-i)7r 


posons  ax  =  z,  nous  aurons 


'^'^  sin  z  ( z\dz 

.     z  '   \  a  /    a 

sin  -  •    ' 
a. 


a  augmenlant  indéfiniment,  ?(  ^]  a  pour  limite  o  (o),  et  a  sin  -  peut  être  remplacé 
par  z.  Lorsque  a  augmente  indéfiniment,  m„  peut  donc  être  remplacé  par 


?( 


("^'^'^sinzrfz 


et  l'erreur  commise  est  une  partie  infiniment  petite  de  sa  valeur. 
La  somme  des  n  premiers  termes  de  (54)  peut  être  remplacée  par 


J  o  ' 


,    .   ,        ^...iz  dz 

I  (  o  )  /        , 


qui,  lorsque  n  est  très-grand,  diffère  aussi  peu  que  Ton  veut  de  ^  ç)  o; .  Quant  aux 
termes  suivants 

C      "'      sinaa:     ,        , 

« 

comme  ils  sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  et  qu'ils  vont  en  diminuant,  leur 
somme  proloiigéc  autant  qu'on  veut  est  moindre  que  le  premier  d'entre  eux,  qui 
étant  égal  à 


<"  +  ^)'^     iz\s\nz  dz 


z    oc 

(X 


diffère  infiniment  peu  de 

9fo)  /  .., 

et  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente.  11  en  est  de  même  du  dernier  terme  de  ^54), 
et  l'intégrale  considérée  a  enfin  pour  limite  ~f{o). 
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285.  Le  théorème  étant  démontré  pour  une  fonction  constamment  décroissante  et 
positive  est  vrai,  par  cela  même,  pour  une  fonction  quelconque.  Si  la  fonction  (p{oc) 
en  effet  étant  toujours  décroissante  cesse  de  rester  constamment  positive,  on  pourra 
trouver  une  constante  C  assez  grande  pour  que  C-i-'f{ûo)  soit  toujours  positive 
lorsque  x  varie  de  zéro  à  h;  le  théorème  étant  vrai  pour  cette  fonction  nouvelle 
ainsi  que  pour  une  fonction  constante  et  égale  à  C  l'est,  par  cela  même,  pour  la 
fonction  décroissante  'f{cc)  quel  qu'en  soit  le  signe.  Si  une  fonction  o{x)  est  con- 
stamment croissante,  —(p{x)  sera  une  fonction  décroissante  a  laquelle  s'appli- 
quera le  théorème  qui,  évidemment  alors,  s'applique  aussi  à  (p{oo). 

Supposons  actuellement  .que  la  fonction  soit  constamment  croissante  ou  con- 
stamment décroissante  entre  deux  limites  g  et  h  de  la  variable,  comprises  toutes 

deux  entre  zéro  et  -5  la  limite  de  l'intégrale 


£ 


— : (Dix  >  Cl  a: 

smx    ' 


sera  nécessairement  nulle.  Si  l'on  forme  en  effet  une  fonction  F  (a?)  égale  à  ^{x) 
pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  ^  et  A  et  constamment  croissante  ou  con- 
stamment décroissante  depuis  ^  =  o  jusqu'à  x  =  h,  les  deux  intégrales 


X 
X 


^sina^„.    .    , 

— ^ ■  ¥(x)ax, 

^  sina^ 


sin^ 


F(.r)  dx, 


auront  la  même  limite  -©(o),  et  leur  différence  est  par  conséquent  nulle. 

Si  l'on  considère  enfin  une  fonction  quelconque  alternativement  croissante  et 
décroissante,  on  partagera  l'intervalle  compris  entre  zéro  et  h  en  intervalles  plus 
petits  tels,  que  dans  chacun  d'eux  la  fonction  varie  dans  le  même  sens,  et  l'appli- 
cation des  théorèmes  précédents  donnera  dans  tous  les  cas 

,.        r''  sin  OCX  ,         T^     ,    X 

lim.  1      — ; o(^)  ajc=  -  cp(o). 

J^      smx    '  2  ^'    ' 

286.  11  est  naturel  de  se  demander  ce  que  devient  l'intégrale 

(55)  /       —. o  x)ax, 

Jo      sm^    ' 

lorsque,  a  croissant  indéfiniment,  h  est  une  constante  positive  quelconque. 

Soit  nn  le  plus  grand  multiple  de  7:  contenu  dans  h,  l'intégrale  proposée  est  la 
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somme  de  celles-ci 


Décomposons  la  première  en  -m  autres  prises  entre  les  limites  zéro  et  -,  -  et  rr, 

2       2 

3  TT  111  —  r  j 

;:  et  — '  •  •  •  '  — -  —  n  oAnn,  et  dans  ces  intégrales  posons  successivement 

x  =  y;     x^r.—y,     x  =  -+)',     x  =  2r.  —  f,.  .  . ,     x  ^  nr.  —  y. 
Les  limites  relatives  à  la  nouvelle  variable  j  seront  alternativement  zéro  et  -,  -  et 

2       1 

zéro,  de  sorte  qu'en  changeant  le  signe  de  toutes  celles  d'ordre  pair,  on  pourra  les 
supposer  toutes  prises  entre  les  limites  zéro  et  ~  De  plus,  si  a  est  un  nombre  en- 
tier impair,  ^-^^  se  change  en  ^^^  et  dx  alternativement  en  +  dy  et  en  -  dy, 
en  sorte  que  l'intéiijrale  proposée  devient 

X    7Îl^t9(r)  +  9(7:-r)  +  9(7:+-r)-t-.^9(«7r--j)]+[''^|l^o(^),/;,. 
Le  premier  terme  a  pour  limite  (285) 


Quant  au  second,  il  devient,  en  posant  œ^nr^-^-y. 


/: 


— r—  9  «t:  +  Y)dr. 
sin  j    ^  ^  J  I  J 


Si  A  -  HTi  ne  surpasse  pas  -  tt,  il  a  pour  limite 


^  9(/f7r; 


Si  A  -  nn  est  compris  entre  '-  n  et  t:,  on  décomposera  l'intégrale  en  deux  autres  : 
l'une  prise  entre  zéro  et  \.  qui  convergera  vers  \r^{nn),  et  l'autre  prise  de  ;^  n  à 

L     Cale.  iitt.  '>„ 
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h  — nu,  qui  devient,  en  posant  j  =  t:  —  2, 


J'*'^  sina2 

(„_,_,)  ;î_/j  siriz 


9  (  «  +  I  )  71  —  2  </2  , 


et  elle  a  (285)  pour  limite  zéro. 
En  résumé,  on  a 


(56)    lim./     ^î^?(■^)^•^=7:^9(o)+(p(7:)^-9(27:)^-...  +  9(Ai  — i)7:  +  9(/i7:)|, 

lorsque  a  est  un  nombre  entier  impair  indéfiniment  croissant,  rni  étant  le  plus 
grand  multiple  de  n  inférieur  à  h. 


.287.  On  a  (236) 


ces  2  m  xe    ^"  '^'  dx=^  - —  e 
2a 


Si  l'on  fait  successivement  m—o,m  =  \ m  =  n,  et  que  l'on  ajoute  les 

équations  ainsi  obtenues  après  avoir  multiplié  la  première  par  -5  on  aura 


/       (  -  4-C0S2X  +  cos4^"  +. .  .H-  C0S2n;t:j  e~'''-^' dx 

2a  L2  J 

» 

Le  premier  membre  est  évidemment  égal  à 

,    psin(2^+0:r^_,,,.^ 
2  J^  sin^ 

et  si  l'on  suppose  que  7i  augmente  indéfiniment,  il  a  pour  limite  (286) 


On  a  donc 


ttH-  -^e-^'^'^y' ■+■€->' 


s/ 71 

a 


+  e     ''■  +e 


-œ;,,]. 
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Si  l'on  pose  an  =  a,  '  =  b,  celte  équation  devient,  en  remplaçant  tt  par  sa  va- 
leur ab, 

(57)  \Ja  (--t-e-"'-+e-'"''+.  . .  j  =  y/^f-  +  <?-'''+  6-'*'  +  . 

a  et  ^  étant  liés  par  la  relation  ab  =  n,  formule  remarquable  donnée  pour  la  pre- 
mière fois  par  Cauchy. 

Supposons  que  a  devienne  très-petit.  Représentons-le  par  dx,  b  sera  égal  à  -j-^ 

e"'' ,  e""*',. ..  deviendront  négligeables,  et  en  multipliant  les  deux  membres  par 
\'dx,  on  aura 

ce  qui  équivaut  évidemment  à 

r'-^  r    - 

Jo  ^ 

formule  bien   connue,  dont  le  tbéorème  de  Caucby  se  trouve  ainsi  la  généra- 
lisation. 

288.  On  a  identiquement 

f'^smocx    ,    .    j  r''sin.r     ,     ,  sina.r   , 

/       • 9{^]  clx  ==  I      O^^") «^, 

Jo        ^  Jo       X  smx 

et  comme,  pour  ^  =  o,  la  fonction  ^ — ^ se  réduit  à  9(0),  on  a,  en  supposant 

h  plus  petit  que  -■> 

(58)  lim.  /      '-  oix)dx  r=  -  ca{o). 

Jo         ^  n.^  ■    ' 

La  formule  s'étend  d'ailleurs  sans  cbangement  à  toutes  les  valeurs  de  h,  parce  que 

la  fonction 9(0?)   étant  nulle  pour  ^  =  7:,  a;  =  27:,...,  les  termes  qu'il  faut 

ajouter  en  vertu  de  la  formule  (^7)  sont  tous  égaux  a  zéro.  Si  l'on  substitue  à  zéro 
et  h  deux  limites  positives  quelconques  a  et  b,  l'intégrale 

r^sina.^  r'^sinaa.r     ,     ,   ,  r"sina:r     ,     ,  , 

/     ■-~-<^[x)dx-=\     ^  -^^[x)dx-\  -ci>{x)dx 

a  évidemment  pour  limite  zéro,  quels  que  soient  a  et  b.  Mais  il  n'en  est  plus  de 
même  quand  ils  sont  de  signes  contraires. 

3o. 
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Considérons  l'intégrale 


'  x)d.-x 


X    sina^ 
■ ? 
-a       ^ 

a  et  b  désignant  deux  nombres  positifs,  on  a 

(59)  /       -^-—c^{x)dx=  -         c^(a:)dx+ (^{x)dx. 

Mais  on  a,  en  posant  x  =  —  y, 

/°  smax     ,     ,   ,          f^  sinar     ,         ,   , 
oixjdx  =  I —  o (  —  T' )  dr. 
-a        ^                                     Jo             y         '  -^   '     -^ 

Lorsque  a  augmente  indéfiniment,  les  deux  termes  de  (Sg)  ont  donc  la  même  limite 
-  ç;(o),  et  par  conséquent 

r^  smax  , 

Si  les  deux  limites  sont  négatives,  on  verra  facilement,  en  changeant  x  an  —  y, 
que  l'intégrale  a  pour  valeur  zéro,  et  que 


lim.  /         o{x)dx  -=0  , 

J-a  ^         ' 


quels  que  soient  les  nombres  positifs  a  et  h. 
289.  On  a 

=  I      cosiixdu, 


sina^r 

X 


et  la  formule  (58)  peut  s'écrire  par  conséquent 

o{x)dxl      cosux  du  =  -  (f{o), 

o  Jo  ^ 

(60)  -o[o)=  1     du  j     (y{x)c.O'S,ux dx, 

^  '  Jo  Jo 

OÙ  h  désigne  un  nombre  positif  quelconque  et  a  un  nombre  indéfiniment  croissant. 
290.   On  peut  déduire  des  résultats  précédents,  quels  que  soient  la  fonction  ©  (x) 


liVRE  PREMIER.  -  INTÉGRALES  DÉFINIES  ET  INDÉFINIES.  237 

et  les  nombres  a  et  h,  la  limite  de  l'intégrale 

JC>  y.  p  h 

cos  in  du  I     (^{x)cosiix  dx. 
0  Ja 

Lorsque  a  augmente  indéfiniment,  elle  devient  en  effet,  en  changeant  l'ordre 
des  intégrations, 

ou,  en  posant  dans  la  première  intégrale  ^  -  /  =  s,  et  dans  la  seconde  ce -h  t  =  z, 

^^^)  ;  -^-  9(^  +  0  dz  +  -    /  !_«-f  cp(z  -  t)dz. 

Lorsque  a  augmente  indéfiniment,  la  limite  de  chacune  de  ces  intégrales  nous 
est  connue;  mais  il  importe  de  distinguer  plusieurs  cas. 

Les  deux  intégrales  (G2)  sont  nulles  lorsque  les  deux  limites  sont  de  même  signe, 
et,  dans  le  cas  contraire,  il  suffit,  pour  les  obtenir,  de  multiplier  tt  par  la  valeur 
que  prend  la  fonction  ©  lorsqu'on  y  fait  g  =  o. 

Si  donc  a  et  h  sont  positifs  et  que  /  soit  compris  enîre  eux,  on  aura 

(63)^cpf/)  =  lim.  r   costuduf  r^{x)  cosux  dx  =  H  costndu  f\{x)cosuT  dr 
et  si  t  n'est  pas  compris  entre  a  et  h,  on  a 

cos  tu  du  {     cp  (.r  )  cos ux  dx. 
Si  l'on  suppose  «  =  /,  la  première  des  intégrales  (^2)  se  réduit  à  ^-'^(/),  et  l'on  a 


(«4)  ^,(, 


ros  tu  du  /     o  X )  cosux  dx. 

O  .// 


4 


î 


Les  limites  a  et  b  dans  la  form.ile  (G3)  étant  assujetties  à  la  seule  condition  de 
comprendre  t  entre  elles,  on  p(nit,  en  supposant  toujours  /  positif,  les  remplacer 
par  zéro  et  ^o,  et  l'on  a  * 


(65; 


-  9  (  /  )  =  /      ces  tu  du         cp{x  )  cos  ux  dx.  ^g; 
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Soit  par  exemple  (p(^)  =  e""'',  nous  aurons 

r*  oc 

costndui      e-"'' cosux  dx; 


-e-"'  =:  i      cos  tu  du  I 

2  Jo  Je, 


mais 


donc 


£ 


e-'"'  cosM^  dx 


a'  +  w 


^  a  cos  tu  du 


t:  r^  Ci  cos  tu  ci 

-€-"'=    1  ■ 

2  J^        a-  +  W 


formule  déjà  obtenue  (203). 

291.  Des  considérations  toutes  semblables  aux  précédentes  fournissent  la  limite 
de  l'intégrale 

s'mtudu  j    o{x)s[nuxdx, 

lorsque  a  augmente  indéfiniment.  Elle  devient  en  effet,  en  changeant  l'ordre  des 
intégrations, 

Jftb  r*  a 

(^[x)dx  \      smtu  smux du, 
a  ^  o 

et,  en  remplaçant  le  produit  des  deux  sinus  par  la  différence  de  deux  cosinus, 
on  voit  que  l'expression  ne  diffère  de  (62)  que  par  le  signe  de  la  seconde  inté- 
grale, qui  est  nulle  lorsque  a,  b  et  t  sont  positifs.  On  a  donc,  en  supposant  tou- 
jours t  compris  entre  a  et  h, 

(65j  -ç^fj'j^^zj      s'miuduj    <:ij>(  x)  s\n  ux  dx, 

et,  en  prenant  a  =  o,  b  =  x>  , 

sin  tu  du  j      o{x)sinuxdx. 

Les  différentielles  intégrées  dans  les  formules  (65)  et  (67)  sont  évidemment  des 
fonctions  paires  de  u\  en  étendant  à  —  co  et  00  les  intégrations  relatives  à  ces 
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variables,  le  résultat  sera  par  conséquent  doublé.  On  a  ainsi 

/•CO  /'»00 

(68)  7:9(0—/       costudu         o{x)cosuxdx, 

J —  00  J  o 

(69)  .  7:?(0=/       s'm  tu  du  j      (^{x)sin  ux  dx, 

et  ces  formules  supposent  seulement  /  positif. 

Si  l'on  remplace  9(0?),  qui  est  une  fonction  arbitraire  de^,  par  o[—  x),  on  aura 

T^9i-i)=J^^costuduj     o{-x)cosuxdx  =  -  C      costudu  C\{x)cosnxdx, 

et  par  conséquent 

Tr[9(0-9(-/)]=  /       costudu  ^{x)cosux  dx  =  H    H  o{x)  costu  cosux  dudx. 

On  trouvera  de  même,  en  partant  de  la  formule  (69), 

r\<f{t)-^^[~t)]=j^^smtuduj       cf{x)sinuxdx=  j         f      o{x)smtusmux  dudx, 

et,  en  ajoutant  ces  deux  équations, 

^7*^^  ^T.(^[t)=  i         i       (f{x}cosu{i-x)dudx. 

C'est  sous  cette  forme  que  Fourier  a  donné  sa  formule. 
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CHAPITRE  X. 

THÉORIE    DES   INTÉGRALES   EULÉRIENNES. 


Définition  de  la  fonction  r(//). 


292.  L'intégrale 


^i)  /      e-'' x"^^  dx, 

dont  la  valeur  dépend  du  seul  nombre  n,  a  été  nommée  par  Legendre  intégrale 
Eulérienne  de  seconde  espèce,  et  les  géomètres  ont  adopté  presque  unanimement 
la  dénomination  de  T{n)  par  laquelle  il  l'a  représentée.  Gauss,  il  est  vrai,  dans  un 
de  ses  Mémoires  a  désigné  la  même  intégrale  par  Il(«  —  i),  mais  la  notation  de 
Legendre  a  généralement  prévalu. 

L'intégrale  (i)  devient  infinie  et  n'a  plus  de  sens  lorsque  n  est  négatif,  l'équa- 
tion de  définition  ne  s'applique  donc  qu'aux  valeurs  réelles  et  positives  de  n;  c'est 
l'étude  des  propriétés  de  la  fonction  T  qui  nous  permettra  d'étendre  à  d'autres  cas 
la  signification  de  r(/i). 

Quelques  propriétés  de  la  fonction  T. 
293.   On  a,  quel  que  soit  n, 

(2)  r(/i  + 1)  — «!(«)• 

En  effet,  par  définition, 

e'-^  X"  dx, 
0 

et  en  intégrant  par  parties  on  en  déduit,  en  remarquant  que  e-^cc"  est  nul  aux 

deux  limites, 

e   ■"^^■""'  dx  =  nT{n). 
0 


L'intégration  directe  donne 


r(i)  =  i, 
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et  par  conséquent,  a  cause  de  l'équation  (2),  on  a,  en  supposant  n  entier, 

294.  L'équation  (2)  prise  comme  définition  donne  une  signification  à  la  fonc- 
tion V[n)  lorsque  la  variable  est  négative.  On  a  par  exemple 

Les  valeurs  entières  et  négatives  de  n  se  rattachent  par  la  formule  h.)  a  la  valeur 
zéro,  et  comme  la  formule  (2),  applicable  quelque  petit  que  soit  «,  donne 

r(o)  =  co, 

r(_i),  r(— 2),...,  V[  —  p)  sont  aussi  infinis  quel  que  soit  le  nombre  entier /?. 

295.  On  a 

(3)  r(n)r(i  —  n)  =  — ^^. 

Cette  formule  est  fondamentale  dans  la  théorie  des  intégrales  Eulériennes.  et  Ton 
en  a  donné  un  grand  nombre  de  démonstrations. 
On  a 

Jrtaa  . 

,+« 

En  multipliant  les  deux  membres  par  a""'  drx  et  en  intégrant  entre  les  limites  zéro 
et  ce  ,  on  en  déduit 

Le  second  membre  est  égal  (141)  à-^"^-,  quant  au  premier,  en  lui  appliquant  la 
règle  d'intégration  sous  le  signe  \  et  remarquant  qu'en  posant  a.r  =  ^  on  a 

r'^  f-«        .         ciQ       T{n) 

Jq  J  o 

il  devient 

Jr»oo 
x-"  e^''  dx  =  Y[n)Y\i  —  n), 

L    Colc.  int.  ^' 
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et  l'on  a,  par  conséquent^ 


T{n)T{i  —  n)  '^ 


SinAlTT 


296.  Si  dans  cette  formule  on  fait  /i  =  -,  on  a 


ri)  =-^  =  ., 

^    '        sin-  T 

2 

et  par  conséquent 

r(i)  =  ^;. 

La  démonstration  directe  est  facile;  on  a,  par  définition, 

Posons 

l'intégrale  deviendra 

297.  Le  théorème  précédent  conduit  à  une  formule  célèbre  donnée  pour  la  pre- 
mière fois  par  Euler.  On  a,  quel  que  soit  l'entier  n, 

(4)  r(i)r(|)...r('L;^)  =(..)-«-. 

Si  l'on  renverse  en  effet  l'ordre  des  facteurs  dans  le  premier  membre  de  cette 
équation, puis  qu'on  le  multiplie  par  lui-même,  on  obtiendra  son  carré  sous  la  forme 


n]      \         nj      \nj       \         ni  \     n     j       \  n 

c'est-à-dire,  d'après  la  formule  (3), 

/  5  \  

^     '  .     TT     .     271  ,     in — i)7r 

sin-  sm sin 

n  n  n 

Pour  calculer  cette  expression,  écrivons  l'identité 

I— ^'"        /  27:  \   /  47r          A  /  f2«— 2)7r 

=    I  —  237  ces  ■ ha:'    [i  —  IX  CCS \-  x^\  '  •  •  \i  —  '?.x  ces +  x- 

I  —  ^^        \  7.11  \  in 
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En  y  faisant  successivement  a?  =  i  oA  x=:—i  et  remplaçant  le  premier  membre 
par  sa  vraie  valeur  n,  on  trouve 

/      .      TT  \^  /      .    27r\^        /      .     (w  — r)7r\' 

«  =    2  sin  —        2  sin  —     •  •  •     2  sin ? 

\  2/1/     \  2.nJ  \  2n       J 

(  -^  V  i  27r\'        /  (n  —  i)7:\^ 

n  =    2  CCS  —        2  ces —     • .  •     2  ces 


in       \  ml  \  in 


et  en  multipliant  ces  deux  équations  membre  à  membre  et  extrayant  la  racine 
carrée, 

n  —  Oti 


n  =  2"-  '  sin  -  sin  ^ •  •  sin 

n         n 


En  déduisant  de  cette  équation  le  dénominateur  de  (5),  on  trouve 


r(-)r(-V--r('— -'.i^isTD  ^  n 


ni      \n  \     n 


P^aleur  approchée  de  T  {n)  lorsque  n  est  très-grand. 

298.  Nous  avons  donné  (I,  417)  la  valeur  approchée  du  produit  1.2. 3...  n  pour 
de  très-grandes  valeurs  de  n,  la  formule  s'applique,  quel  que  soit  n,  à  la  fonction 

On  a 


0 


dx. 


Le  maximum  de  e  -^ x"  correspond  à  la  valeur  x  =  n  et  on  peut  poser  par  consé- 
'quent 

[6)  X"  e-^  =:  n"  e-"  e-'\ 

Aux  limites  zéro  et  oc  de  x  correspondent  les  limites  —  ce  et  ce  de  /,  et  l'on  aura 

r(/i  +  i)~  n"  e-"  I       e    ''  dx. 

[îl  reste  à  exprimer  dx  en  fonction  de  t  et  de  dl. 
Posons 

X  =  n  -{-  Q  : 
l'équation  (G;  devient 

3i. 
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et,  en  prenant  les  logarithmes, 

,  /         B  \       ,        0'         6'  6' 

f'  =  —  nl[i  +  -)  +  e  =  - T-i  +  T— 3- 

d'où,  par  la  méthode  des  coctricients  indéterminés. 

0  =  f  y'2  /i  -f-  -  /  '  4-   =  H ? 

^  9  V  2  n 

par  conséquent 

dO  =  dx=z  dt  Jin  (  i  H ^^=.  +  ^r \ 

et 

r(/i  +  I  '  =  /i"  e-"  I        e-'-  dt  \jin  [  iH-    --_^  +  ^ 

c'est-a-dire  (154) 

(7)  r^n  +  . ;  ==  n"-"i-  e-"  y^^  (i  +  -^^^  + 

et  à  cause  de  (2) 

(8)  Y{n]=  /i"~'=  e-"  fir.  (  i  +    -  -  +    • 
^^    '  •    -  ^        \         lin 

On  pourrait,  en  poussant  plus  loin  le  développement  en  série,  obtenir  un  plus 
grand  nombre  de  termes  de  (8)  dont  nous  obtiendrons  plus  loin  la  loi  générale. 

299.  Cauchy  a  rattaché  élégamment  a  la  formule  d'approximation  précédente  la 
démonstration  d'une  formule  remarquable  qui  peut  être  regardée  comme  une  gé- 
néralisation de  (4)  et  qui  a  lieu  rigoureusement  pour  toute  valeur  grande  ou 
petite  des  variables  qu'elle  renferme.  On  a,  quel  que  soit  a?  et  le  nombre  entier  n, 

v{x)  y[x+'-)y{x  +  j\^--'v[x+  '-^-^  =  yi-r'  "^  «-"^  r(/i^). 

Pour  démontrer  cette  formule,  écrivons-la  sous  la  forme 
T{x)T(x-h-]'--T(x-^  "'""' 


\  n  \  n     /        ,  ,2 

(9)  »- Tii^r =*"''  ■  "  ■ 

L'équation 

T[x+  i)=xT[x) 

montre  que  le  premier  membre  de  (9)  ne  varie  pas  lorsqu'on  fait  croître  x  d'une 
unité;  il  ne  variera  donc  pas  non  plus  si  l'on  ajoute  à  a;  autant  d'unités  qu'on 
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voudra  et  si  par  ce  moyen  on  fait  croître  x  au  delà  de  toute  limite,  on  pourra  alors 
remplacer  chaque  valeur  de  la  fonction  r  par  l'expression  approchée  réduite  au 
premier  terme  de  (8),  et  le  premier  memhre  de  (9)  deviendra,  après  des  réduc- 
tions évidentes. 


(10)        (2-)  '    n'  e      '      1+  _        "    '     ,  + 


J-  H 


I    Y'-^-n-:.  /      .     ^.  \  /         n—  \ 


nx]  \        nx  j  \  nx 

Si  l'on  fait 


Il  ■>.      \  n  -  T      t 

J-H XH XA 

n  1 


nx)  \         nx 


et  si  l'on  a  égard  à  la  formule 


nx  j        nx 
on  trouvera,  pour  les  valeurs  infinies  de  x\ 


, ,,        I        2  n  —  I        n  —  I 

n        n  n  2 


et 

n  — 


En  substituant  cette  valeur  de  P  dans  l'expression  (loj,  on  obtiendra  le  second 
mendîre  de  la  formule  (9)  qui  se  trouve  ainsi  démontrée. 

300.  La  formule 

permet,  lorsqu'on  y  fait  croître  n  indéfiniment,  de  calculer  l'intégrale 

I         lT[x)dx. 

On  a  en  effet  (2),  en  posant  ndx  =  \, 

nx->t-\ 

J         lT{x)  dx  =  Wm.dx  \  ll{x)  +  lI,x  +  dx)+...+  lI[x  +  [n-  i)  dx]  j, 

c'est-à-dire 

J         lT[x)dx=\\m.dxl\T[x)T{x  +  dx)  +  ...+  T\x  +  {n—i)dx]\. 


Il  —  I       I 

7.  2 
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Mais  puisque  dx  =  -,  la  formule  (9)  donne 

.    ■        T{x)T{x  +  dx)...T[x-hin  —  i)da:]  =  T{nx)?i-"'{27:)''    n, 
par  conséquent 

X-i-r-I                                                              r                                                            fi  I  I  "I 

lT{x)  dx  =  \\m.dx\  II [nx  —  nx  In  ^ liv:  +  -  ^^^    ' 

Mais  on  a,  à  cause  àQ  ndx=\, 


lim.a^ liT.  =^  -  i'2.T., 

2  2 


lim.  -  dx  In  =  o; 
2 


d'ailleurs,  n  étant  infini, 

Y{nx)  =  ^2^  e-"  {nxr~^, 

lT{nx)=l  \'2^  —  nx-h  Inx—  ^|  inx, 

lT{nx)  —  nx  In  =  l  ^27:  —  nx  +  nx  ^^  —  -J'^  —  '  ^"' 
Wm. dx[lT{nx)  —  nx  ln]  =  —  x  +  xlx, 

et  par  conséquent  enfin 


(lO 


f 


lT(x)dx  =  -  I2.T:  -hx  Ix  —  X. 

^    '  2 


Expression  de  T[n)  sous  forme  de  produit  infini. 
301.  On  a,  par  définition, 


r*  00 

r(«)=  /      e-"x"-'  f/^. 

I/o 


Soit 


nous  aurons 


Mais  /  -  est,  comme  on  le  vérifie  aisément,  la  limite  de 

z 

(   -^) 
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lorsque  p,  croît  indéfiniment;  T{n)  est  par  conséquent  celle  de 


|7."-'  /     \i  —  zf^J       dz, 

J  o 
I 

ou,  en  posant  zi'  =  y,  celle  de  » 

c'est-à-dire  (156), /JL  étant  entier, 

(12)  yn  ^-^-S..^ =  V{n), 

^    n(n  +  i)..  .  (n  +  //)  ■    '' 

lorsque  le  nombre  entier  /j,  augmente  indéfiniment.  Cette  expression,  indiquée 
déjà  par  Euler  comme  une  généralisation  du  produit  1.2. 3...  (/î  —  i),  a  été  prise  par 
Gauss  comme  définition  de  la  fonction  qui  nous  occupe;  elle  a  l'avantage  de  pré- 
senter une  signification  déterminée,  quelle  que  soit  la  valeur  positive  ou  négative, 
réelle  ou  imaginaire  de  n.  Si  l'on  fait  par  exemple  /^  =  -,  on  a 

t(~]  =  lim.  s/u.     ^•^•^•'•^•,  =  ^•4-6...2/..2v/;i 

\2y         "  ^  3    2^  +  1     1.3.5...  (2^  +  1) 
22        2 

rf-V=iim        2-2-4-4--- 2^.2^       r 

où   l'on  reconnaît  le  produit  de  ^^  par  l'expression   connue  dont  la  limite 
est  -  (I,  416).  On  a  donc,  comme  il  a  élé  dit  (296), 


2 


^{-.]  =  s/^- 


302.  La  formule  plus  générale 


r(n)r(i-n)=— '^ 
sm/JTT 


se  démontre  aisément  de  la  même  manière.  Si  l'on  remplace  en  effet  les  deux 
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facteurs  du  premier  membre  par  les  produits  dont  ils  sont  les  limites,  on  a 

(  i .  2 . 3 . . .  p.  y-*  p. 

où  il  faut  faire  croître  p.  indéfiniment.  Le  second  membre  peut  s'écrire 

l^  '  ï  


/^■  +  '-'*.,'._„.W\_l^\  /\_'^!\.../i_'L^ 


— -—  •) 


et,  lorsque  p-  augmente  indéfiniment,  - — ^"_     a  pour  limite  l'unité,  et  cette  ex- 
pression devient  (I,  404)  ^j^^* 

303.  On  peut  déduire  enfin  de  la  même  forme  de  la  fonction  Y  la  démonstration 

de  la  formule  déjà  vérifiée  (299). 

Posons 

I  .  2 . 3 . .  .  |y. 

n(/^.,  ^)  =  (^  .^  ,)  ,^  _^  2).  .  .  (:r  +  y.)  ^'^ 

en  sorte  que,  d'après  la  formule  (12), 

U{cc,a:)  =  xT{x)----Tix  -hi), 

on  vérifiera  aisément  l'identité 


n"-  n  (  f/,  x)  n  (  y-,  ^  -  -M  •  •  •  n  (^ f;.,  ^  -  '^-^  "  j 


(l.2.3...f/;"/?^'^    . 


n  y. 


^      '  Jl{niJ.,nx 

(1.2.3...  niJ.)  y. 

en  sorte  que  le  premier  membre  est  indépendant  de  x\  et  comme  on  a 

n(|!/,o)  =  i, 

il  peut  être  remplacé,  quel  que  soit  x,  par  l'expression 

(.4)  n(.,-;;)n(,,-;;-)..  n(,.-"-^), 

à  laquelle  il  se  réduit  pour  x  =  o.  Si  donc  on  fait  croître  p.  indéfiniment,  la  limite 
de  (i/j),  égale  à  celle  du  premier  membre  de  (i3),  sera,  d'après  les  formules  (4) 

et  (12), 

n  —  I 


nj      \         n)  \  n     J  y'/i 
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et  l'on  a  enfin  < 


'■(-  +  ^)r(-  +  ^)--r(-  +  V)rf-  +  " 


(27:) 


ce  qui,  à  cause  de  la  formule 

équivaut  à  la  formule  (9). 

Développement  de  /r(/?, +  1)  en  série  convergente. 

304.  L'expression  de  T{n)  sous  forme  de  produits  permet  de  calculer  celle  de 
lT{n-\-i)  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  n.  On  a,  en  changeant  n 
en  n  -f- 1  dans  la  formule  (12), 


et  comme,  u.  étant  infini, a  pour  limite  l'unité,  on  peut  écrire 

^,  1.2.3...// 

'      ^   (n+  i)[n  +  7.)..  .  (n  +  //; 
d'où  l'on  déduit 

(i5)  IT^n-h  i)  =  nlij.  —  l{i  +  n)  —  ll\-h~\ /  (  i  -f-  -  J» 

en  supposant  toujours,  bien  entendu,  (jue  le  nombre  entier  [i  augmente  indéfini- 
ment- 

n  étant  supposé  moindre  que  l'unité,  on  peut  développer  les  logarithmes  qui 
figurent  au  second  membre  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  n,  et  la 
formule  devient 

/r(/n- 1)  =  —  n  ('  +  -  + 1  ^ h  -  — /,a 

1  /  ri  I 

2  \  1'        '6'  [X- 


('-H^-^^+'-'+^j 


+ , 

I.    Cale.  int.  32 


250  DEUXIÈME  PARTIE.  -  CALCUL  INTÉGRAL, 

et  en  posant,  pour  une  valeur  infinie  de  fjL, 

S„=  lim.  (  n- -^  +  ^  H h -^  ) 

\         2"        3"  y.") 

et 

^  1       I  I       , 

C=iH 1-  o  H --^ tf'-» 

2  3  u.  ^ 

on  aura 

(•6)  /r(i  +  n)  =  -  Cn  +  -  S,  n»-  -'-  S3  n^  +  y  S,  n'  -. .  .  . 

234 

Les  premiers  coefficients  C,  So,  S3,...  ont  été  calculés  très-exactement,  et  l'on  a 

même  donné  (I,  411)  l'expression  exacte  de  So,  S^,  Se, 

On  peut  d'ailleurs  éliminer  les  sommes  dont  l'indice  est  pair  en  remplaçant  le 
développement  par  un  autre  plus  convergent.  On  déduit  de  la  formule  (I,  404) 

/  _ — '.'__  —  Sj  ji'  -\ —  s  /i4  _j_     s«  w*'  +  . . . , 
sin;î7r  2  3 

et  par  suite  l'équation  (16)  devient 

lT{i+n)  =  -l  -~ Un  +  1  S3  «^  +  ^  Ss  /i^  4- . . 

2     sxnnr.        \  3  5 

La  convergence  augmente  encore  en  ajoutant  au  second  membre  l'équation  iden- 
tique 

I    ,    I  4-  Ai  I       ,  I 

o  = / \-  n  -{-  -  n^  +  -z  w  -\-  .  . ., 

21  —  n  6  5 

et  l'on  a  enfin 

,  „ ,  I  ,     n  7r  I  ,  I  H-  n  ,        ^ ,       n*  ,        ^  n^  ^  , 

ZrH-n;  — -/ / ^-n(I  — CH--5-  (i  —  S314-  ^    I  —  S»;  +  ...  . 

2     sinn-       21  —  n  3  5 

En  remplaçant  les  coefficients  par  leurs  valeurs  numériques,  on  a  enfin 
(ir)  /r(i  +  /i)  =  -/  — : — '— / h  o.A.iirSA'in  —  o,o67353o/i' 

'  2        Sin/ITT  21  —  n  '-r        /     -r  7         / 

—  o,oo'j3855n'  —  o ,ooiiÇ)'À'j n'  —  0,00022 3 1  n", 

série  extrêmement  convergente  pour  les  petites  valeurs  de  n.  Il  est  clair  d'ailleurs 
que  la  relation 

T{n  +  ij  =  nT{n] 

permet  de  ramener  le  calcul  de  toutes  les  valeurs  de  T{n)  à  celles  pour  les- 
quelles n  est  moindre  que  1 . 
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Calcul  numérique  de  la  fonction  T. 

305.  La  formule 

(i)  Y{n  +  I)  =  nr(/i) 

montre  que,  pour  calculer  la  fonction  V  pour  toute  valeur  de  la  variable,  il  suffît 
(le  la  connaître  lorsque  celle-ci  est  comprise  entre  zéro  et  l'unité. 
L'équaiion 

(2)  .  Y{x)Y[l—x)=-r^^— 

donnera  d'ailleurs  F  (^)  pour  toutes  les  valeurs  comprises  entre -et  i  quand  on  le 
connaîtra  pour  celles  qui  seront  comprises  entre  zéro  et  -• 

Les  autres  relations  entre  diverses  valeurs  de  la  fonction  Y  permettent  de  réduire 
plus  encore  l'intervalle  dans  lequel  il  est  nécessaire  de  la  calculer  directement. 
On  a  (299),  en  faisant /i  =  2, 

(.8)  r(a;)r(^+a:)  =  ^J^r(2^). 

Si  dans  (2)  on  remplace  iP  par  -^[\^  x),  et  dans  ^8j  par  ^  en  éliminant  ensuite 
r( b  on  trouve 


r        r  '. 
:.9)  r(:r)=:  — ^ 


T.X        i\- 

ces  —  1    •-- 


Lorsque  x  varie  de  ^  à  |'  le  second  membre  de  (19)  ne  contient,  sous  le  signe  F, 
que  des  valeurs  de  la  variable  comprises  entre  ^  et  ^»  auxquelles  pourront  par  con- 
séquent se  ramener  toutes  celles  qui  sont  comprises  entre  ^  et  ^-  Pour  y  ramener 
également  celles  qui  sont  comprises  entre  zéro  et  g.  on  fera  usage  de  la  formule  (18), 

2S/Ç       r(aj:] 


r(x)  = 


r(-  +  x 
2 


X  étant  compris  entre  zéro  et  i^  -  -f-  ;r  le  sera  entre  -  et  -..-,  et  réductible  par  con- 
'  62  2       i 

séquent  à  l'intervalle  considéré.  Quant  a  ix,  il  peut  se  présenter  deux  cas  :  ou 

32. 
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bien  il  surpasse  ^»  et  alors  le  problème  est  résolu,  ou  il  est  moindre  que  ^»  et 
pour  le  calculer,  on  emploiera  la  même  formule  (i8),  en  y  remplaçant  x  par  2x; 
si  ^x  est  plus  grand  que  p?  le  problème  sera  résolu,  sinon  la  même  formule  ra- 
mènera r(4a7)  à  T{8x),  et  ainsi  de  suite. 

Il  est  donc  prouvé  que  r{x)  étant  connu  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre 

p  et  ^,  on  peut  le  calculer  pour  les  valeurs  comprises  entre  zéro  et  g»  et  pour  celles 
comprises  entre  \  et  ^»  et  la  fonction  sera  connue  pour  les  valeurs  moindres  que  -, 

et  par  conséquent  pour  celles  moindres  que  l'unité,  dont  on  peut  déduire  toutes 
les  autres. 

Sur  la  Jonction  4  (•^')  =  j~  -^T  (.r) . 

306.  On  a  trouvé 

I  .2.  3      .  .  U. 

en  supposant  que,  dans  le  second  membre,  le  nombre  entier  [j.  augmente  indéfini- 
ment. 

On  en  conclut 

lTix)  =  xliM  +  l{l.9..3.  .  .  u)  —  Ix  —  l{x  -^i).  .  .  —  l{x  -h  (J.), 


^{x):=llJ.—   -  — 


dx  ^^       ■  ^  X  X  +  l  ^  -h  2  X  +  fX 

Euler  a  calculé  très-exactement  la  limite  de 


I       I  I 

2 


lu. l 5  —  ••• 


Lorsque  /x  augmente  indéfiniment,  cette  limite  est  égale  à 

—  0,57721566490153286060. 

C'est  la  valeur  de  i|>(i). 

307.  Gauss  a  montré  très-élégamment  que  la  fonction  ^{jc)  peut  se  calculer 
sous  forme  finie  toutes  les  fois  que  x  est  un  nombre  rationnel. 
Remarquons  d'abord  que  l'équation 

r(^)r(i-^)=    "" 


^imzx 

donne 

lY{x)-¥-  lY{\  —  x)  =  l7:—  Isw-x, 
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et,  en  difterentiant, 

(20)  '  (^(.r)  —  J>(i  —  .r)  =  —  TTCOlr.r. 

En  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  et  dift'érenliant  ensuite  par  rapport 
à  .r,  la  formule  (9J  donnera  de  même 

(21)  ^(x)-{-'^  (^x  +  ^J  H ^'^  [^  '^-  "■"^)  =  "']^(«*')  —  "  ''*• 


Cela  posé,  considérons  la  fonction  <^  (-)'/?  et  ^  étant  deux  nombres  entiers  et/? 

plus  petit  que  q. 

ij>(j7)  est  la  limite  de  l'expression 


'u  — 


X       .r  -i-  I        X  -\-  1 


X  +  IJ. 


lorsque  [l  croît  indéfiniment.  Or  cette  expressio*n  peut  s'écrire   de  la   manière 
suivante  : 


_  _i_/2 h  / 1-^^  — 

X  X  -\-  l  2.  X  -h  2.  6 


X  -\-  [J.  p. 


La  série  se  prolongeant  indéfiniment  puisque  a  doit  croître  sans  limite,   si  l'on 

,                           .                          \     1            a  —  \     q 
remplace  x  successivement  par  --,  ->•••> •>  -■>  on  aura 


^\^/  ^  q  +  i  2        2^  +  1  3        3^  +  1  4 


"    ^i' 


^\q)  2        ^       q-+--i^  '2       2</-f-2'"'3       3^  +  2         4 


L+z4_^_L^;5____^ 


+  /2 


+  /^ 


+  / 


3        3q  -+-  q  —  \  4 

I        .3        I 


q  +  q  ~  i       '^-     "^q  +  q 


^(.)=_,  +  /.--+/--3 


Posons  -^  =  w,  et  soit  9  l'un  quelconque  des  angles  w,  200,...,  (^  —  1)  w,  on 

aura 

I  =  ces  </ Q  =^  ces  2  ijf  9  =  ces  3  (/ o  = . . . , 
coscp  =  cos(^  +  i)<p  =  C0S(2//  +  1)9  =  ..., 
(  COS9  -f-  COS29  4- .  .  .  +  C0S(7  —  1)9+1—0, 
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et  les  équations  (3.2)  peuvent  d'après  cela  s'écrire  de  la  manière  suivante 


COS9  J>  (  -  )  = —  a  coscs  +  cosc?  /?. —  cos(<7-4- 1)9  +  coso  / •  ■  •  •> 

\qj  ■  ^  +  1'^'^  '2 

cos2cpt|»  f  .--  j  —  —  i  cos2cp  +  COS29  /a "-   -  cos(^  +2)9  +  COS29  / •. 

cosSocL    -  )  =—  4  cosSo  H-eosSo  /2 L  cosf^  +  3)  o  +  cos3o /-  —   ••, 

\(]J  i  q  -+-  ?>  '         '  '  '     1 

= _-  cos(ç  — 1)9  +  008(^  —  1)9/2 ^—  cos{2q  — 1)9  +  005(^  —  1)9/ •> 

.^(,)=-i4-/2-^4-/--^  +  -.-, 

et  en  ajoutant  toutes  ces  équations  membre  à  membre  : 

cos  9  4^  (  -  j  +  ces  2  9  ^  (  -  I  +  •  •  •  +  cos  (  (/  —  1  )  9  J>  (  -  j  +  ^  (  I  ) 

=  — ^1  cos 9  H COS29  H-  -  cos39  +  •  •  •  I  • 

Il  est  clair  en  efiet  que  tous  les  logaritbmes  disparaissent  dans  la  sommation,  et 

que  les  termes  de  la  forme  j  cos kcp  se  trouvent  une  fois  chacun,  quel  que  soit  le 

nombre  entier  désigné  par  k;  la  première  équation  contenant  ceux  pour  lesquels 
k  est  un  multiple  de  q  augmenté  d'une  unité;  la  seconde,  ceux  pour  lesquels  il  est 
de  la  forme  mq  h-  a,  et  la  dernière,  à  cause  de  cos^  9=1,  ceux  pour  lesquels  k  est 
un  multiple  de  q. 
Mais  on  a  (I,  382) 

l{\  —  ax  cos 9  +  x'')^=^  —  lix  cos 9  H —  .a;' cos 2 9  +  -  .r^ cos 3 9  +  • 
par  conséquent 

COS94;  (- )  +  cos2  9^];( -|  H +cos(^  — i)94;(^ ^-\  =—  c]>(i)  +  -  7/(2  —  2  COS9). 

Si  dans  cette  équation  on  fait  successivement,  comme  on  en  a  le  droit,  9  =  co,|J| 
9  =  2œ,.. .,  9  =  (^  —  i)  00,  on  obtiendra  q  —  1  équations  du4)remier  degré  entre 

les  inconnues  «i'f-)'  <}(-V---'  <by-^^^:  ces  équations  sont  faciles  à  résoudre. 
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Pour  calculer  4'  (  )'  il  suffira  de  multiplier  ces  équations  respectivement  par  cospr,), 
cos2/?w,...,  cos{q  —  i)p'jj,  et  de  les  ajouter  ensuite  en  leur  adjoignant  l'équa- 
tion (21),  dans  laquelle  on  fait  a?  =  -■>  n  =  g,  remarquant  enfin  que  l'on  déduit 
aisément  de  la  troisième  équation  (23) 

r  +  cospd)  cos/(  &)  +  ces 2^0)  cosiIfM  + .  .  .  +  cos(</  —  i)pMCos{q  —  ij/cw  =  o. 

k  désignant  un  des  nombres  i ,  2,  3....,  ^  — i,  à  l'exception  de/?  et  de  q—p,  pour 
lesquelles  la  somme  est  ~q,  on  trouve,  après  avoir  divisé  par  -■> 

{ 24  )  'I  (  j  +  'I  (  ^  j  =  2  (^ (  I  )  —  ?,  /r;  •+-  cosp G) / (2  —  2  ces «)  -I-  CCS 2y>  w /(2  —  2  cos 2  w)  h- . . . 

+  CGs(^  —  i)/;w/[2  —  2  cos(çr  —  I  )wj. 

Le  dernier  terme  du  second  membre  est  égal  à  cosyooW(2  —  2cosoj),  l'avant-der- 
nier  à  cos7./?oj/(2  —  2cos2co),  en  sorte  que  les  termes  sont  égaux  deux  à  deux, 
excepté  le  terme  du  milieu  si  q  est  pair;  ce  terme 

C0S-/>0)/(2  —  2C0S-    0)1 

est  égal  à  2/2  ou  —  2/2,  suivant  que/?  est  pair  ou  impair. 

L'équation  (24),  jointe  à  celle  que  l'on  déduit  de  (20)  en  y  faisant  ij:=  ^ 


—  5 


25 


H^)-^(f)="-f- 


permettra  de  calculer  '^\~-~-)  et  '^(^~\  dont  on  connaît  ainsi  la  somme  et  la  dif- 
férence. 
On  trouve  de  cette  manière 
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Développement  en  série  de  la  fonction  4('^)- 

308.  En  posant 

^{a-\-x)=^oi'.  -\-^x-\-yx{x  —  \)  -{-  ^x[x  —  i)(^  —  2)-|-...,- 

on  peut  déterminera,  |3,  y, ...,  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés.  En 
changeant  a^  en  07-4-1,  et  désignant  par  le  signe  ùic^[x)  l'accroissement  qui  en 
résulte  pour  une  fonction  quelconque  9(07),  on  a 

Ùs,^{n -^ x)^']^{a -\- X  +  \)  —  '\){a-\-x)T=^-7-ir{a  +  X'\-\)~lY{a-\-x)^:::  -—  l{a  +  x)= -1 

Ax=^i,     Ax{x  —  i)=:z-2x,    'Ax{x  —  i){^  —  2)=z3x{x — 1),...; 
par  conséquent 

=  ^  -h  9.y  X  +  3  ô  X  { X  —  ï)  +  /^ex  {x  —  i){x  —  2)  +  .... 


En  faisant  x  =  o,  on  en  déduit 


P  = 


a 


En  prenant  de  nouveau  les  accroissements  des  deux  membres,  on  aura 


A   z=  2.y  -\-  'i.'èè  X  +  3  .Ae  X  {x  —  i)  -h  . .  . , 

a-h  X 

A' — ^—  =2.3a  +  3.3.4£a;+..., 

a  -[-  X 

A' =^  ?. .3.4s  +  2.3.4'5/îa;  h-  ..., 

a-\-  X 


et,  en  faisant  a7a=  o. 


ay  =  A  -  = 


I 


a       «  H-  I        a  a{a-\-  i 


2.3ô  =  A'-=A  '  ^' 


a  a{a  +  \)        a{a+  i){a-^  1) 

I  2  —  2.3 

2.3.4£  =  A'-=A 
a 


a  (a  H- i)  (a  H- 2)        «  (a'-f- i)(a  +  2)(«  +  3)  ' 

la  loi  est  évidente,  et  l'on  a 

X        x{x  —  \)         x{x  —  i){x  —  -i)   _  x[x—i)[x—'x){x  —  Z) 
r^(.r  +  ^j_^(aj  +  --  ^.^(^  +  iy+3«(^+,)(«  +  2)       4a(a  +  i)(a  +  2)(a-^3) 
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Si  l'on  donne  à  n  une  valeur  entière  et  positive,  le  second  membre  ne  contient 
qu'un  nombre  limité  de  termes,  et  h\  formule  permet,  connaissant  i{/ (a),  de  calculer 
tj/(<2  -f-  n),  quel  que  soit  l'entier  n.  Le  problème  est  d'ailleurs  bien  facile  à  résoudre 
à  priori,  car  l'équation 

I{x  +  i)  =  xV{x) 
donne 

V{a  -+-  n)=a  {a  +  i).  .  .{a  -h  n  —  i)T{x), 
et.  en  prenant  les  logaritbmes,  puis  les  dérivées  par  rapport  à  a, 

a       a-jr  i  a  -\-  n  —  i 

La  comparaison  des  deux  forinules  donne  un  théorème  d'algèbre  aisé  à  vérifier. 

309.  La  fonction  ^{x)  peut  servir  à  sommer  plusieurs  suites  remarquables. 
Considérons  la  somme 


b        b-h  c      'b  -[-  2c 


On  a  évidemment 
et  par  conséquent 


^        a       (i  /      j  I 


H-  //  -j-  I 


-"bi!î^" 


a 
b  -r  ne 


+  2 


^  [--h  n  ~h  i 


OU 


c  '^  ,  I  f*  \  (i      I  b  \ 


La  différence 


ne  cbangeant  pas  d'après  cette  équation  quand  on  y  change  n  en  /i  H-  1 ,  est  indé 
pendante  de  n,  on  a  donc 


et  par  conséquent 


n       Cl  ,  l'b 


L    Cafr. 


'5:\ 
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On  aura,  par  exemple, 


I       I 

1-4-  -  +  -  + 
3        5 


^ ■    =!-{--  'lli.V-i-  -]  —   -   ^l- 

2^  +  1  2^\  2/  2M2 


310.  Soit  encore 


n  a 


Ox  =  T  — 


+ 


b        b  +  c     -  b  -{-  ic        b  +  6c 


b  -¥[ix  +  i)c 


On  a 


n  a 


(Jx 


b  -\-  "XXC         \b  -\-  C         b  -h  C  ->r  2C 


b  -h  C  -+-  7.XC 


b       b  -h  ^.c       6  +  4  6' 
et  par  conséquent 

a       n    J  b  \       a    J  b         \         a  a    .  (  b        ?>         \        a      l  b        Z 

ou,  en  réduisant, 


2C        \2  6'  2 


ac 


a    ,  /7>  +  3c'\        a    ,  lb  +  ic\        a    ,  /b -+- •?.€ 


+  — V 


'^ 


+ 


h[b-hC)  2  0        \^      2  6'       /  2  6'    ^   \      2  6-       /  2  C    '    \       2  C 

En  supposant  x  infini,  on  aura 

b  -r-  ic         \        ,  /  b  -\-  3  c 


-f-  X 


a    ,  fb  -\-3c 


2  6'    ^  \       2  6' 


,   I  b  -r-  1C  \  ,  I  b  -\-  àc  \ 


et  par  conséquent 


I  I 


b       b  +  c       b  +  -ic 
Soit  h  =  i ,  c  -=  i , 


c  1 

b[b  +  c)       ic 


W  ib  -h  3c\        ,  (b  +  26'\ 


? 


^ 


)J 


1  I         r 

2  "^  3  ~'  4 


^U+(^i-+(!)] 


/2 


Soit  b  ■=  I ,  c  =■-  •)., 


I        I       I 


I    ,  /  5  '\       r. 
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On  a  enfin  (J,  409) 


2o0 


sin^       9        9  —  t:       9-1-7:       9  —  27:       9-1-27:       9  —  3r 
II  I  /      1  I 


9       9  —  7:       9  —  2r 


+ 


9H-7:        9-l-7:-|-7:       o  -h  t:  -\-  '?.?: 


Or  en  faisant  b  =  (p,  c  =  —  n,  puis  6  =  9  -1-  ti,  c  =  7:,  on  peut  calculer,  par  les 
formules  précédentes,  les  deux  sommes  dont  la  différence  figure  au  second  membre, 
et  l'on  a 


sin9       9(7:  — 9)       (9 -h  7:)(9  H- 27:) 


-h 


i^[*(^^)-H^)-^(^-)-+(^)]' 


Soit  (p  =  mn. 


sinw7:       m{i — m)       (m  +  i)(/n4-2) 


ou,  en  posant  —  =  a?  et  remarquant  que  d;(i  -1-  .r)  =  — h  ^{00), 


27: 


81027:  .r 


I 


théorème  facile  à  vérifier.  On  a,  en, effet, 


7: 
sin7:.r 


^[i-^^)^(i-^^  = 


,  I  \        cos7:.r 

SIOTT  (  -  +^ 


par  conséquent 


lT[x)  -h  lT{i  -  X)  =--  It:  -  Isiix-x, 

/r  (^-  +  ^)  -^  IT  (^'-  -  x\  =-- 1~  -  l  cos7:.r, 


et  en  prenant  les  dérivées 


I  /     >        ,  ,  ,  7:cos7:.r 

sin7:.r 


,1  \        ,  /  I  \        7:sin7:.r 

^\-  -h  x]  —  <h{ x]  = 


'  \  2 


cos7:.r 


33. 
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et  par  conséquent 

^  y       T\     /       xy^  /        .  \2  /        ros-x  sinTT.r         sin?.::.^ 

311.  La  formule  démontrée  '308)  donne 

^  ^  2  2  i  2.3  4  2.3-4 

mais 

,„  r/  ('  a  —  I  )     .,       a{a—\)[a  —  '}.) 

1.2  2.3 

donc 

•éir  I  —  (  I  —  x)"  nia  —  I  )  a(<i  —  i  )  (  «  —  2  ) 

X  1.2  2.3 

et  par  conséquent 

Posant  I  —  X  ■=}', 

/-»  I    „ 
(26)  'i>(i  -f-  rt)  ^  /    -"^  ~  '-  dr  +  'i^ •:« ). 

Cette  formule  peut  se  vérifier  plus  directement.  On  a  (306) 

<]^{x)z=z  lij.- ^ 


X         X  -\-  \  X  -\-  u.  —  l 


en  supposant  que   dans   le  second  membre  p.  désigne  un  nombre  indéfiniment 
croissant. 

Mais  on  trouve,  en  effectuant  la  division, 


/     ■  Z'-'  —  2^-^:^-'     ,11  I 

I dz  =: 1 1-  .  •  •  H •, 

Jo  "  —  ^  ^  X  -\-  \  X  -h   U  —  I 

et  l'on  a  (274) 

donc 

ù{x}=  /     dz  -+-  Jim.  / dz. 

Jo         '  —  ^  Jo      ^r^  —  Z  l-Z^)  ^ 

Le  second  terme  est  indépendant  de  x.  Si  l'on  y  cbange,  en  effet,  x  en  .r  -+-  a, 
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raccroissement  qui  en  résulte  est 


2r,i 


X 


'  -  i+a-t-;/.— I ■^x-h'j.—  t 


dzr= 


r'2^+:^-'(z''-— i) 


dont  la  valeur  est  nulle  évidemment  lorsque  /j,  est  infini. 
On  a  donc  enfin 


(/Z 


En  faisant  .r  =  i ,  on  aura 


C=.î;(-^ 


et  l'identité  avec  la  formule  (2G)  est  évidente. 

On  reconnaît  d'une  seconde  manière  que  si  ,x  est  rationnel,  'l>{x)  —  <i^  ;  i;  ppui  se 
calculer  sous  forme  tinie.  On  a,  par  exemple, 

^(;) -^  ^(0  +  r^^^E^'- «(r  =  a>(i)  +  r  — ^.  =- a  - /.. -f- 'KO, 
et  en  posant  r  —  z\ 


Z  -  +  Z  +  I 


7.  () 


312.  On  déduit  de  la  formule  (2G) 


(27) 

par  conséquent 


I?r 


^z  —-  i];  (  I  -h  />  )  —  <j>  (  I  -+■  r/  )  ; 


X'^?:r 


--  dZz=^{l  -h  n) —  (];(i  —  rt)=  --  +  'l(^)  —  ij/(i  —  ^), 


c'est-à-dire  (307) 
(.8) 


//^ 


fi?Z  r=: 7:  C0l<7- 

a 


Kn   niullipjiant  les 'deux  membres  par  da  et  intégrant  ;»   partir  de  «  =  0,  on 

•  ICI 
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aura 

['^  z''-\- z-"— 0.  dz        ,      a  ,1        j     ai: 

(  20  )  /      ■ ,  ~  =  t  -. —  i  -  =z  i  - . 

^    ^'  J^^  i  —  z  h  smrtTT         7:         sinavr 

Soit  a  ==  -■> 

77 

Jo  1  —  2  Iz  .71  '->. 


sin 


En  posant  z  =  x-. 


(3.) 


.r            :r     ,           f  '  i  —  X  (Ix        ,T. 
;—  dx  =^  /      ,—  =  <  - 


I  —  x'        /x  ./^     1  +  X   /.r  2 


I 


Soit  encore  a  =  -•> 
4 


I  I 


(32)  /     !!±.ll^  ll-==/_^_=/ 

t/O  I  ^ 


'—2    f/z         ,      4 


2  /2  .7:  1  dl 

sin  -  * 

4 


En  posant  z  =y\ 

313.  On  peut  enfin  exprimer  i\>{x)  par  une  intégrale  sans  introduire  la  trans-     j 

cendante  numérique  (j/(i).  | 

On  a  trouvé (311)  "     | 

(34)                4^(^)=      -.-^- ^'^  + 'î"^-  /    ( T^r-,  -  rrT^ V^^-  I 

170                                                                                  t/0\                                                                '  J 

lorsque  11  augmente  indéfiniment.  Faisons  dans  la  première  intégrale  z  =y^,  elle   j 

devient  f 


I  —  r'"~''  ..„__,  j /    .IiI_z'.Z 


".  -  «^J' 


et  en  remplaçant  y  par  2.  ce  qui  ne  change  rien,  et  supprimant  le  terme  commun   | 
avec  la  seconde  intégrale  de  (34),  | 


'1(^7)  =  lim. 


^-J ^±^ ]  dz. 


\    l  —  2  I 


r.'>^ 


* 
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203 


c'est-à-dire 


t]/[x)^=  lim. 


^{x)=^  lim. 


1    /'    ■»-  +  :■■  -I 
In       ^  y. Il      "^  \  ^      7^ 


o        \  I  —  w  :'■ 


7.(1    -    H-') 


-  u'"-      du, 
I  —  u  I  u. 


(lu 


Mais  lorsque  /x  croît  indéfiniment,  le  produit  i)\\  —  u^j  a  pour  limite  —lu,  «^^  de- 
vient égal  à  l'unité,  et  par  conséquent 


(35, 


^<^'-X'G^-/^) 


du. 


314.  Nous  ferons  connaître  une  autre  expression  souvent  utilisée  de  la  fonc- 
tion '1  [x). 


On  a 


mais  (241 


donc 


p-3    ;^X~\    ^l^^ 
O 

:  /       e-'  z'^-'lzd 

-i 

=  I  ^  e=z^-'dz.  f 


dT{x 
dx 


Iz 


e-  "  --  e"""' 


dy., 


~^^=\       e-z^Ulzl       d^. 


En  changeant  l'ordre  des  intégrations 


dY[x)  _  1^"^'  de 
dx 


c'est-à-dire 


dTJx] 
dx 


-  o  .J 

Y\x\  I         -    fi  " , 


que  l'on  peut  écrire 

Rn  intégrant  les  deux  membres  par  rapport  à  x  entre  les  limites  i  et  a\  on  en 
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déduit,  en  remarquant  que  iT{i)  =  o. 


J  o      L 
Si  l'on  l'ait  x  =  2,  on  a 


I  +  oc)-'—  (1  H-  a)- 


/(i  + 


■p/     \  /r/     \  f  I  +  a)    '  —  (i -f- a)~^ 


et  par  conséquent 


f^     e-  1  +  5,-^ 


et,  en  retranchant  cette  équation  de  la  précédente,  après  l'avoir   multipliée  par 
X  —  I  , 


tr{x) 


r[^^- 


0('  +  a)' 


.^        (i  -ha)-'  — (1  -ha)-^ 


(1 X 


En  posant 


l  -T-  X  :=^  e\ 

X  :=  e'' —  I, 
(ix  =:  e"  (h', 

cette  é({uation  devient 

(36)  ITU-]  -.J^  [(.r  -  ,)^   ^-  ^^-i;-J  ^- 

et  Ton  en  déduit,  en  difterentiant  par  rappoil  à  a:-, 

(37)  -   rl^  =  l      (V-Ï-Ï--^^''"- 
En  posant  c  '' =  ;,  l'expression  (3G)  devient 

315.   En  remplaçant  c  par  a,  ce  qui  est  évidemment  permis,  on  a 

dx 


38  j 


•  /i  —  s"^-'  \  d: 


I  — e-"    J    X 


le  second  membre  peut  se  partager  en  deux  parties,  dont  l'une  se  calcule  sous 
forme  tinie  et  l'autie  tend  vers  zéro  avec  x. 


I 
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Si  l'on  pose 


^      .  1       \  ^" 

p  =  U-  — I  - 


Q-=-; 


I  —  e 
I 


— a 


—  e-*) 
on  aura 

(3<))  lY{x)=  f     (P  +  Qe— )^/a 


Si  l'on  développe  Q  suivant  les  puissances  ascendantes  de  a,  les  termes  qui  renfer- 
ment des  exposants  négatifs  sont 


a-        2  a 


Posons 


(4o)   F(^)=J"(P  +  Re--)c?a==J"[(|^-i-:^--^,)e-«  +  (^^^^ 


a. 


(4i)    m{a:)=  P  (Q  -  R)e— t/a  =.  T"  (-_J— .^  _  i  _  1 

m 

on  aura 

ir{x)  =  ¥{x)  +  7;5{a:). 

Or,  on  peut  aisément  calculer  ¥{x)  sous  forme  finie  et  s'assurer  que  zs[jc')  tend 
vers  zéro  lorsque  œ  augmente. 

Montrons  d'abord  que  F  (^j  et  z^f-)  peuvent  se  calculer  exactement.  Il  suffit 

évidemment  de  calculer  ^(-)»    puisque  leur  somme  qui  représente  IT  l^\  est 
égale  (296)  à  '  liz. 
On  a  . 


et,  en  remplaçant  x  par  la, 

^  U/  " Jo     V  —  e~'"  ~~  ^  ~  2 /  ^ 
D'autre  part,  on  a  identiquement 


(X 


1  —  e--«        I  —  e-"  ■ 


I.    C«/r.  int.  34 


266  DEUXIÈME  PARTIE.  -  CALCUL  INTEGRAL. 

mais,  en  posant  x  —  i  dans  la  formule  (40' 

r/a 


(43) 


w[i) 


I 


e 


I  —  e~*       a        2 


et  en  remplaçant  a  par  2  a 

(44)  ^^'^""Jo    lvr-:F^«  ~  ^  ~  2, 

par  conséquent,  en  retranchant  les  deux  équations  (43)  et  (44)  l'une  de  l'autre. 


(45) 


^=X^(-^^"^ 


I  —  e-"\  (la 

e-« — . 

1  a. 


2  /  2 


et  en  retranchant  (45)  de  (42) 


c'est-à-dire  (241) 


On  en  conclut 


2  Jo 


I  da.. 


/2 


2  /        2         2 


f(iU1;(.^)--L. 

\2/  2  2 

f(-^  étant  connu,  on  peut  obtenir  F  (a?),  en  calculant  la  différence  Y[x)  —  Y[^- 
ce  que  l'on  peut  écrire  de  la  manière  suivante  : 


ico  e' 


■ ^ — ^i__./a+ir 


et,  par  conséquent  (241  ), 


da. 
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par  conséquent 


(46)  l'i^{^)={^-'Alx~x^UiT.^m{x). 

et  l'on  en  déduit 


(4;)  T{x)  =  e-'^x     ^  sj-ir.  e^^'^K 

Lorsque  x  est  très-grand,  e"t^>  diffère  fort  peu  de  l'unité,  car  on  a  (298)  pour 
valeur  approchée  de  r  (a?) 

:c-l       

T{x)=:e-^x        s/rtv:, 

et  7s[x)  a  par  conséquent  pour  limite  zéro. 

316.  En  remplaçant  dans  l'équation  (4G)  rz{x)  par  sa  valeur  et   remarquant 
que  l'on  a 

lY{x+i)  =  lx-hlY[x), 

on  trouve 


(48)       lY{x  +  y)='-liT.  +(x  ^'^Ix  -  X  :\-  Ç^ 


doL   /  I  II 

le- 


a    \i  —  e""        a        2 


Cette  formule  peut  être  transformée  en  une  série  fort  importante  dans  la  théorie 
qui  nous  occupe. 

On  a  (I,  413),  en  désignant  comme  d'habitude  les  nombres  de  Bernoulli  par 
B,,B„.., 

^\'  —  ^  «  2/  1.2  1.2.3.4  I.?,.3...2/i     ■  I.2.3...(2WH-2) 

B  étant  un  facteur  moindre  que  l'unité. 
D'ailleurs 

t-  O  .* 

et  l'équation  (48)  donne  par  conséquent 


2  .^•        '6.l\x^  (2«  +  i)(2n  +  2)  .r"'-^' 

Cette  série  présente  une  particularité  extrêmement  remarquable.  Elle  est  diver- 

34. 
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gente,  et  le  terme  complémentaire  augmente  sans  limite,  les  termes  de  la  série 
augmentant  eux-mêmes  indéfiniment,  comme  il  est  aisé  de  s'en  assurer  en  remplaçant 
les  nombres  de  Bernoulli  par  leurs  valeurs  approchées  (1,  412).  Le  développement 
est  cependant  fort  utile  et  peut  servir  au  calcul  numérique  delT{x  -h  i),  parce  que 
le  terme  complémentaire,  quoique  très-grand  avec  n,  est  extrêmement  petit  pour 
des  valeurs  peu  considérables  de  ce  nombre. 

Soit,  par  exemple,  x  =:  lo,  on  aura,  en  se  bornant  aux  trois  premiers  termes, 


aux  quatre  premiers, 

aux  cinq  premiers, 
et  aux  six  premiers, 
exact  à  dix  décimales. 


/r( 1 1  )  =  i6, 090B20096, 
/r(ii)  =  i6,  io44i5343o, 

/r(i i)  =  16, io44 125652, 

/r(i  i)  =  i6,  io4i  :2563i, 
Théorème  de  Bernoulli. 


317.  Le  terme  général  de  développement  du  binôme  {p -\- q)^  est,  comme  on 
sait, 

1.2.3. .. u  „    „ 

5 ^o P     Ç 

1 . 2 . 3 . .  .  n .  1 . 2 . 3 .  . .  /n  ' 
OU  w 

r(/i  +  i)r(m  +  i)^   ^  ' 

m  et  n  étant  deux  nombres  entiers  dont  la  somme  est  égale  à  p.. 

Lorsque  m,  n  et  a  sont  fort  grands,  le  calcul  d'un  tel  terme  serait  en  quelque 
sorte  impossible,  même  avec  l'aide  des  logarithmes.  La  substitution  des  valeurs 
approchées  de  chacune  des  fonctions  T  donne  au  contraire  un  résultat  fort  simple. 
En  posant 

r(  p.  H- 1  )  =  e-''-  yy-  v/  2  ^7r , 

r(n +1)  =  e-"n"  v/2W7r, 


la  formule  devient 


T{m  +  i)  =  e--'"in'"  \Jimr., 
e~''^/j!.'^  y/2  a;: 


■m    j-ittl    »  /  r 


e-"  n"  V  2 nz  e~"'  m"'  y' 2 m 7: 
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c'est-à-dire,  à  cause  de  m -h  n  =  a, 

Il"  m'"  sj 9.  mn     \Jr. 

Si  l'on  pose  n  =  (/.[).,  m  =  jS^a,  a  et  p  étant  deux  fractions  dont  la  somme  est 
l'unité,  cette  expression  devient 

318.  Le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est,  comme  on  sait, 

p  n  -h  s 

Le  plus  grand  terme  de  développement  est  évidemment  celui  qui  est  à  la  fois  plus 
grand  que  celui  qui  le  précède  et  que  celui  qui  le  suit;  on  déterminera  donc  son 
rang  n  par  les  deux  inégalités 

CJ  a  —  Ai  H-  1  ^ 


p  n 

q  IX  —  n 


<i, 


p  n  -{-  i 
c'est-à-dire 

(p.  H- i)ry<(/i +  !)(/?  +  (/). 

n  doit  donc  être  la  partie  entière  du  quotient  de  (p- 4-  \)q  par  [p-^q]'-,  l'ex- 
posant m  serait  de  même  la  partie  entière  du  quotient  ~ --?  et,  par  consé- 
quent, lorsque  p.  est  très-grand,  les  exposants  de/?  et  de  </,  dans  le  terme  le  plus 
grand,  sont  à  très-peu  près  dans  le  rapport  même  de  p  à  q.  Si  donc  on  veut  que  l'ex- 
pression (49)  représente  la  valeur  approchée  du  plus  grand  terme,  il  faut  y  sup- 
poser a  —  -P—,  B  =r  — ^—  ,  et  elle  deviendra 
p+q     \        p+q 

(5o)  (-4±4£;. 

319.  Lorsque  p  et  q  représentent  les  probabilités  de  deux  événements  con- 
traires, la  somme  p  +  q  est  égale  à  l'unité,  les  termes  du  développement  de  {p  -h  qY 
représentent  les  probabilités  respectives  des  diverses  combinaisons  qui  peuvent 
survenir  sur  p.  épreuves  dans  la  succession  des  événements  considérés.  L'événement 
le  plus  probable  est  celui  dont  la  probabilité  est  représentée  par  la  formule  (5o); 
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c'est  celui  pour  lequel  les  deux  événements  arrivent  un  nombre  de  fois  propor- 
tionnel à  leurs  chances  respectives.  La  probabilité,  quoique  la  plus  grande  de 
toutes,  tend  évidemment  vers  zéro  avec  le  nombre  p.  des  épreuves. 

320.  Les  formules  d'approximation  qui  nous  occupent  permettent  d'exprimer 
simplement  la  valeur  approchée  du  groupe  de  termes  qui,  dans  le  développement, 
suivent  et  précèdent  le  terme  le  plus  grand,  c'est-à-dire  la  probabilité  pour  que 
les  nombres  d'arrivées  dos  deux  événements  contraires  ne  s'écartent  pas  au  delà 
d'une  limite  donnée  du  nombre  correspondant  au  maximum. 

Soit 

1.2.3...//. 

(5i)  ^ 4 P"^'" 

le  terme  maximum; 

1 .  2  . 3 ...  y.  ,       ,  , 

^^^■>  i.2.3...(n-/r).i.2.3...(m  +  /l)^      ^     . 

le  terme  placé  k  rangs  avant  lui. 
On  aura  approximativement 

1 .  2  .  3 .  .  .  |:z  =  e~'^  p.!^  y/sTTf/ , 

1 . 2 . 3 . . .  ( /i  —  /r )  =  e-''+* {n—  k )"-*  v/arr ( «  — Tj , 

1 . 2 . 3 . . .  ( 77Î  +  /*■)  =  e-'"^^itn  +  k )'"+''  yfô^r.Çm'+lf], 


et  le  terme  (52)  devient 
(53) 


p/  V^/^-  ^n-Z-^m+A 


{n-kY-'{m  +  ky"+''  sJvLT:{n- k){m  +  k) 
On  peut  poser,  puisque  le  terme  (5i)  est  le  plus  grand. 


et  la  formule  (53)  devient  par  cette  substitution 

(54) 
Posons 


V         (IN 

1 

I 

v/27:/u.  \lp  sjq 

(- 

)                 ^» 

,.  =  (/,-«_  !)/(.- A 
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On  a 

lz  —  —  [Jf-n \ ..-  „  +  --.--.  -I-  ■ 


Supposons  (j.  très-grand  par  rapport  k  k'^,  on  aura,  en  négligeant  -^  ot  -^: 

lz= h    /i  +  - 


PIJ.  \  2/  piJ.  ip'  IJ/ 

ou,  à  cause  de  n  =^pii, 

lz=z '—   -H  (  1  H )  /,-, 

z  =  e    ^■''■Pe^     '"'' . 
On  trouvera  au  même  ordre  d'approximation 

/r  \  "' -fi+  -  u 


M. 


et,  à  cause  de  p  -h  q  =  i,  !n  formule  (54)  devient 

sj-xr.asjpsjq  \j 9.t.u.  \J p  \J q  L  \2/i        2m/  J 

Le  terme  placé  à  égale  distance  du  terme  maximum  s'obtiendrait  en  changeant  dans 
celui-ci  k  en  —  k;  leur  somme  est  par  conséquent 


s/2  7:^  S^p  sjq 

Si  l'on  pose 

2^p^ 

on  a 


2  • 


/(■  =  /  sfôÂïpq . 


Il  étant  très-grand,  la  variation  d'une  unité  sur  le  nombre  k  correspondra  à  une 

variation  très-petite  de  t,  égale  à  --.J.^.  La  somme  des  termes  compris  entre  le 

sjiupq 

plus  grand  et  ceux  (|ui  dans  un  sens  ou  dans  l'autre  sont  placés  à  k  rangs  de  lui 
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pourra  être  remplacé  par  l'intégrale 


sj' 


2      cJ-^l'M 

77  t/o 


expression  très-simple  de  la  somme  demandée  qui  tend  vers  l'unité  (153)  lorsque 
ju,  augmente  indéfiniment. 

Intégrales  Eiilériennes  de  première  espeee. 
321.  Legendre  a  nommé  l'intégrale     - 

(i)  /     xv^'[\  —  x)'i-'dx 

J  o 

intégrale.  Eulérienne  de  première  espèce.  Suivant  une  notation  adoptée  par  plusieurs 
auteurs,  nous  la  désignerons  par  B(/?,  q). 

La  fonction  B(/?,  q)  se  ramène  aisément,  nous  allons  le  montrer,  aux  intégrales 
de  seconde  espèce  désignées  par  r. 

Remarquons  d'abord  que  B(/?,  q)  est  une  fonction  symétrique  des  deux  variables 
p  et  q.  Si  l'on  pose  en  effet  x-=\  —  y,  l'intégrale  (i)  devient 

et  l'on  a,  par  conséquent, 

B(^,/>)=:B(p,(/). 

Si  l'on  pose  dans  (r) 


z 

X  = 


1  +  2 
on  a 


et  par  conséquent  aussi,  a  cause  de  la  symétrie  démontrée, 

(3)  np,n)=JJ'^^£i^,dz. 

On  déduit  des  formules  (2)  et  (3) 

I     n'^  zP-' -+- Z1-'    ,  I     /"  2 />-'-!- 21-'    ,  I     r°°2/'-^'+2î-'    , 
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Si  dans  la  seconde  intégrale,  on  fait  s  =  -.  elle  devient 

r 

Les  deux  termes  du  second  membre  de  (4)  sont  donc  égaux,  et  l'on  a 

Jq       {l-V-Z)P+1 

322.   On  a 

.   ■  B(,,,)=îi£mi). 

On  a  en  effet 

comme  on  s'en  assure  aisément  en  posant  c<x  =  z. 
Par  conséquent 

(o)  — — -  /       (yP~^  e~'^'^ doL' 


mais 


Jq  Jo  xp  ' 


et,  en  remplaçant  ~  par  sa  valeur  déduite  de  (6), 

c'est-à-dire,  en  chassant  le  dénominateur  et  changeant  l'ordre  des  intégrations, 

Tip)T{q)=         ocP~'dccf    xP^i--^e-i'^-^')'dx=  f^  —^^^I^  docT(D-^a] 
et  enfin 

323.  On  peut  ramener  aux  intégrales  Eulériennes  de  première  espèce  et  par 
conséquent  aux  fonctions  T  l'intégrale 


JxP-'{i  —  x'")i-'dx. 
0 

I.    Cttlc.  in(. 


35 
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Si  l'on  pose  en  effet 
elle  devient 


On  a,  par  exemple, 


^^H) 


(8)  /     ~^^=-dx=        x^[i-x^Y      dx=-^^^'     .      '  . 

■    ^  Jo    n/i-^^  Jo  4r(| 

et,  en  multipliant  ces  deux  équations,  on  en  conclut  cette  relation  due  a  Euler 

l  v^^^U  Vî^^        .6r(|)        '^r(i  +  i)     ^ 

324.  L'intégrale 

Jsin"'"'^cos"-'^^^ 
o 

se  ramène  à  la  fonction  Eulérienne.  En  posant  en  effet 


on  trouve 


n— 1 


df 


(9)  /     sin"-'^cos"-'^rf^=  /     J'"~'(i— J,  _    , 

En  faisant  m  =  ^i,  on  en  déduit 


,-i  "-,   .  \  2  J     Va 


m  -h  « 
21 


P  .  w 


,/o  ^'      ^'Û 
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y 


et  comme  on  a  évidemment,  à  cause  de  sin(7r  —  z)  =  sinz, 


Jsin"'-'  z  dz  1-  2  /    sin'"-'  z  dz, 
O  i/o 


on  en  conclut 


r(^ 


Jsin'"-' 2  dz  =  -„', — \--  2" 
o 

Mais  la  formule  (9)  donne,  en  faisant  n—  r, 


2 

r(m) 


r  -\r^' 


/     sin'"-'  X  dx  =.  — ^ 


2l 


par  conséquent,  en  remplaçant  F^H  par  la  valeur 


ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  (299),  dans  laquelle  on  suppose  x=.-,  n  =  i, 
325.  Les  intégrales 

/       7—  «-^j        /       dx 

Jo  •^"  Jo         .•^" 

se  ramènent  aussi  aux  intégrales  Eulériennes. 
On  a 

Z"-'  e-'"^  dz\ 


par  conséquent 

J^*^  sin  />r  I        /'^  /^^ 

et,  en  changeant  Tordre  des  intégrations, 


35. 
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c'esl-à-dire  (138) 

J^       X"  Tin)J^     b'  +  z' 

Mais  on  déduit  de  la  formule  démontrée  (144),  en  posant  z-  =  h- a, 
—. —  dz  =  — ^ — :^y     n  compris  enlre  o  el  i, 

0 


f. 


b'^+z''  nr. 

2C0S  

2 

co    7, 7/1-1  rb"~' 

_l dz  = 5     n  compris  enlre  o  el  2. 

6^  +  22  .    ni: 

2sin  — 
2 


Donc 


f. 


"^  cosbx   ,  b" 

dx 


X"  r(nl  nr. 

'^  2C0S 

2 


(")  /       ~1^  Y[n)      ..  ni: 


2 


La  première  de  ces  formules  suppose  n  compris  entre  o  et  i  et  la  seconde  le  sup- 
pose compris  entre  o  et  2.  Pour  toute  autre  hypothèse  les  intégrales  seraient 

infinies. 

Si  dans  la  formule  (i  i)  on  suppose  «  =  1 ,  on  a  la  formule  tant  de  fois  démontrée 


s\ubx   ,         T. 

dx  =  - 

„  2 

0 


En  faisant  n  =  ^^  on  trouve  les  formules  déjà  obtenues  (249) 
2 

rs2^dx=r'^'pdx=J^^- 

Jo  six  Jo  six  V   ^^ 

326.  Les  intégrales  (10)  et  (11)  sont  comprises  dans  les  expressions  plus  générales 

Jrtoa 
^i^-i  g-ai  ces 6^  dx,  ' 
o 

x'^-^  e-'"'  s'inbx  dx, 
o 

obtenues  par  Euler  de  la  manière  suivante.  On  a 


;— '  dx  = 


Tiu: 
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Posons  a  =  a-hh  \  —  i,  il  viendra 

Soit  «  =  /5  cos^,  />  =  |5sin^,  cette  formule  donne,  en  séparant  la  partie  réelle  de 
*     la  partie  imaginaire, 

(12)  /      e~<"=  ces bx  X'''-*  dx  =  —^  cos  u6, 

Jo  P^ 

('3)  /      e-"'=s'mbxx'-^  dx= -^  sinu.9, 

Jo  p:^  ' 

Si  l'on  fait  «  =  o,  on  a  0  =  -  et  û  =  ^, 

2       ' 

('4)  /      cosbx  x'"—' dx  = -~^  cosu. -i 

('5)  /      sh\bx  x'"—^  dx  =2 —.- s\n  u. -i 

Jo  b'--  '    2 

ce  qui,  en  ayant  égard  à  (295),  s'accorde  avec  les  formules  (10)  el  (i  i). 
Comme  on  a 

b  =r«  tango. 


sin^  0 
les  formules  (12)  et  (i 3)  peuvent  s'écrire 


16; 


j      e-»'  cosbx  X'^-'  dx  =  -^  sin;^  0  cos[xO  =  -1^  cos^Q  cosf;^^, 
('>)  /      (^~""^inbxx''-Ulx= -^  sin''0sinu.e=^^cos^Qsinu.9. 

Jo  0'  '  «;*  '  • 

327.  Soit  n  un  nombre  positif  moindre  que  l'unité  et  plus  petit  en  même  temps 
que  a..  Multiplions  les  deux  équations  précédentes  par 

b"-'  db  =  a"  lane;"-'  0 — , 

etmtégrons  depuis  b  =  o  jusqu'à  b  =  ^  ,  et  par  conséquent  de  û  =  o  â  0=-, 
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on  aura,  en  changeant  l'ordre  des  intégrations  dans  le  premier  membre, 

^i.-.  g-ax  fi^  j      /,«-.  cQsbx  db  =  -:j;^  \    cos;^-"-'  B  sin"-'  0  cosiJ.O  dO, 

■K 

X»  /-»«>  Via)  r^ 

x'^'-'  g-flx  ^/^  /      è»-.  sin  &;r  db  =  -^;::^  i     cos:^-"-'  0  sin"-'  0  sin  y.9  dQ. 


Mais  on  a  (326) 


r(«)„„.,«î^ 


/      />"-'  cos/>a;  </^  =.1-^-11-'  ces—-  5 
6"-'  sin  6^  db  :=  — -~  sm 

X"  '2 


Les  premiers  membres  de  (i8]  et  (19)  sont  donc  respectivement 

«71 

r(y.  —  «)r(/i)cos" — 

n-  /'^  /     ^     /  2 

r( /i)  ces  —  /      ^■'^-"-'  e-"^  c?^  = -^^ 

«y  o 

„,^  /^oo                               r(y.-Ai)r(«)sin'^ 
r  (  n  )  s  i  n  ^'-^  I      X'"-  "'-  '  e  -  ""^  J.r  = ^^,,^1;,^ 

et  par  conséquent 

TT 

ces •>'-"-'  0  sin"-'  Qcosi^OdQ  =  — ■ — ^r 

Tt 

r^  .  .   ,.       T(iJ.  —  ti)  T(n)    .     «TT 

(21)  /     cos;^-"-'û  sin«-'0  sin  [j.B  dO  =     ''    „,    .— —  sm  — 

J  o 


T{u.  —  n)T{n)       '  nr 
_Li L — !^ — i  CCS  —  J 


r(p.: 


Si  l'on  suppose  n  =  u.-\,  r(p.  — /ij  =  i,  r(/ij  =  j^^^— ^,  on  aura 


sini^--Ô  cosp-Ô  dO  =  -j^— -^  ^^"  "Y' 
0  '  ■ 

(23)  r  sin!'-=Osiny.0^0  =  — ^^-^cos^' 

Ai  dans  les  formules  [-lo]  et  (21)  est  moindre  que  l'unité;  si  on  le  suppose  égal  à  la 
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limite  i ,  on  a 


Jcos^'-^O  cosp.0  (10  =  0, 
Cl 

■7C 

Jcos^^-'O  sin  u.O  clO  = 


328.  On  peut  également  ramener  à  la  fonction  B  (/?,  q),  et  par  conséquent  à  la 
fonction  r,  l'intégrale  plus  générale 


r 


Que  l'on  pose  en  effet 
celle-ci  devient 


>  +  rt)«+? 


— ^=7' 


et  en  posant 

(i  +  a)r=^  az, 
l'intégrale  (24)  devient 

(^.5)  4  {^-X  r  -^^  dz = —'-'-^-  iMun 

Si  l'on  suppose  a  +  p  =  i ,  on  a 


16] 


.£',T 


dx  r(a)r(i  — a, 


En  posant  enfin,  dans  (24),  .x  =  cos-^,  elle  devient 

(  27  )  2  r  ços--_0^n^O  ^^^  ^  r(a)r((3)  i__ 

Jo      («  +  cos'0)'+?  r(a  +  jb)   «-^(i +«f ■ 

Si  l'on  remplace  a-{-coi>-0  par  (^4- 1)  cos-5  +  «sin-0  et  que  l'on  pose  a -h  i  =  ml.\ 
a=nk,  m  et  n  étant  deux  nombres  arbitraires,  on  trouvera 

(  ,8  j  2  r  ^       cos-'Qsin--^-'(}       ^^^  ^  r(a)r((3)  _i  _ 

Jo    (mcos'9  +  /isin'0)*+?  r(a  +  [3)   m'/i^^* 

329.  Nous  terminerons  ce  chapitre  en  indi(|uanl  une  mélbode  très-éléL^ante  due 
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à  Caucliy  pour  le  calcul  des  intégrales  de  la  forme 


>9; 


cos2«x  sin"'.r 


a; 


a+\ 


dx, 


OÙ  m  désigne  un  nombre  entier  eia  ei  a  deux  nombres  arbitraires  dont  le  premier 
doit  être  plus  petit  que  m. 

En  suivant  la  marche  adoptée  (253),  mais  en  ne  supposant  plus  que  l'exposant 

de  -  soit  entier,  on  remplacera  — ^,  par  la  valeur 


■     r 


e-"  z"  dz. 


L'intégrale  (29)  devient  par  suite 

f3o)  :ir-, :    /      rosiax  s'iW" X dx  I 

=  Ti — ^ /      z''dz  I 

li^  +  OJo  ./o 

Mais  on  a  (220),  lorsque  m  est  pair, 


e-" z"  dz 
e^^'  C0S2a^  s\x\'"x  dx. 


■   '  —  tY' 
C0S2aa:sin"';r  =  ^ A'"  cosfaa  —  m)x, 


et,  lorsque  m  est  impair, 


cos2a.r  sin'"^  = 


0  ■' 


A"'sin(2a  —  m)x, 


la  différence  étant  prise  par  rapport  à  «  et  correspondant  à  un  accroissement  égal 
à  l'unité. 

On  peut,  d'après  cela,  remplacer  la  formule  (3o)  par  l'expression  équivalente 


3i) 


-\— — - — -    /       z"  dz  \       e—"  A™  cosf  2 y.  —  m  )  x  dx 


si  m  est  pair,  et 

m  —  \ 

(32)  —-^^~ ;    /       z" dz  I       fi-'''\"'sin('2x  — m)xdx 

^      ^  2"'r(«+i)Jo  J^ 

si  m  est  impair. 
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Nous  supposerons,  pour  achever  le  calcul,  m  pair  et  a  >  —•>  renvoyant  au  Mé- 
moire de  Cauchy  l'étude  plus  complète  du  problème  [Journal  de  l'École  Polytech- 
nique y  t.  XVII). 
On  a  évidemment 

Q-xz  ^m  cos(  2a  —  ni)x  dx  =  A'"  /      e-"  cosfaa  —  m)  x  dx  =:  A'" .-  ,     .^ 

et,  par  conséquent,  l'expression  (3i)  devient,  en  remarquant  que  z^  peut  entrer 
sous  le  signe  A'", 

J-nllL  r  A. £!îl-^  ciz. 

Soit  maintenant  «  =  >  +  -,  X  étant  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  a, 
les  fonctions 

X-t-î 

{t.  oc  —  my-+-z- 
et 

z'*-*-' —  (  —  j ]~  (2a—  m)"'>+' 
(2a  —  m  y -h  z^ 

étant  entières,  la  première  lorsque  X  est  pair,  et  la  seconde  quand  X  est  impair, 
on  a,  dans  le  premier  cas,  à  cause  de  7?2  >>  X, 

z'''+'  ,^4-  ,       (2a  — /n)^+' 

{loc  —  my-h  z''  (2a— m)^+s'  , 


et,  dans  le  second  cas. 


z'--^'  .        /-^  »       (2a  —  m' 

—  I       »     A'"    ~ :- 


(2a — my-\-z'^  (2a — my-\-z'^ 

et  par  conséquent  l'intégrale  (29)  devient,  lorsque  X  est  pair, 

m-(-/.-4-2 

,„  (-1)"^"    r^^    ^-i  .       (2a-m)^+»     , 

(3ij  1 '- i      z''     A'" —  dz . 

2'»r(a-+-i)Jj,  [20C—  my-{-  z"" 

et  si  X  est  impair, 

(34)  LtOIl:  r%^^^  J-r-I^y.. 

2"T(a  +  i)J„  (2  a  — m)•-^-2- 

I.    Cale.  int.  36 
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On  déduit  d'ailleurs  de  (144),  en  posant  z-  =  [20c  —  m)'-  u, 


f 


(■20c — m)''"^^      ^ -'  ,  7:       ,  ,\+'^ 

w ^2a  — m)      s 


2  a  —  m) 


(2a  — 

{la  - 

2sin^— - 

2V 

(2a  — 

•  m  y  -h  z' 

cos  "^  - 

2V 

en  remplaçant  X  +  ^  par  a  et  remarquant  que 


quand  X  est  pair,  et 


sm  ■ —  =  —  1  j^  sm  ^ — 

2  2V 


sm —  =(—1    2  cos-— 

2  2V 


dans  le  cas  contraire,  les  formules  (33)  et  (34)  se  réduisent  l'une  et  l'autre  à 


— A"'(2a—  m)", 


r(«  H-  i)sin  " - 


et  l'on  a  par  conséquent 

J^^f'0S2aa:sin'".r    ,         ,          '"+i                    tt  .    , 
— i/o:  =;  (  —  I  1  ^ A'"   2  a  —  a/I  j  ", 
"                                                       2"'-»-'rfa  +  0sin-^ 


2 


et  cette  formule  suppose  seulement  que  le  nombre  entier  m  soit  pair  et  que  a  soit 
plus  grand  que  —  • 

Soit,  par  exemple,  a  =  2,  m  =  2  et  6^  =  ^^  on  aura 

Jf*"*  cos4^sin=ar   ,                    7r  .    .  .j 

I       . ^1__ ^^^_ -A'(2a-2)^ 
"             x'                      i6r(|)sin^ 

On  a,  d'après  la  définition  des  différences,  et  a  étant  égal  à  2, 

A'(2a— 2y'  =  (8  — 2)^-2(6-2/4-(4-2)^'  =  (6)'-  2(4)=''+ 2^  =  6v'6-8j'4  + 25^2, 
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Calcul  numérique  des  intégrales  Eulériennes. 

330.  Soit  donnée  l'équation  d'une  courbe  rapportée  à  des  coordonnées  recti- 
lignes  a  et  y  : 


0 


les  abscisses  représentant  la  variable  a  et  les  ordonnées  l'intégrale  r  correspon- 
dant à  l'argument  a. 

Si  a  est  positif,  la  fonction  T {a)  est  également  positive;  par  conséquent  la 
courbe  n'a  que  des  ordonnées  positives  depuis  a  =  o  jusqu'à  «  =  co  . 

La  courbe  est  formée  par  deux  branches  infinies  dont  l'une  CN  a  pour  asymptote 
l'axe  des  ordonnées  et  dont  l'autre  CM  a  pour  asymptote  la  courbe  transcen- 
dante dont  l'équation  est  y  =  (-Y  k/—- 


Le  minimum  de  T{a)  a  lieu  pour  a  =  i,4Gi632i  et  est  égal  à  o,8556o32. 
A  partir  de  ce  minimum,  si  a  diminue,  la  valeur  de  T  {a)  augmente  et  devient 
infime  pour  a  =  o;  si  a  augmente,  la  valeur  de  T  {a)  augme'nte  également  et 
devient  infinie  pour  rt  =  oo  . 

La  Table  qui  suit  donne  les  logarithmes  vulgaires  à  sept  décimales  de  l'intégrale 
r(a)  pour  toutes  les  valeurs  de  l'argument  a,  depuis  a=i  jusqu'à  a  =  2 
Comme  à  l'aide  de  la  formule  T{a+,)  =  aT{a)  on  peut  ramener  toutes  les  inté- 
grales r  a  des  fonctions  de  même  nature  dont  l'argument  soit  compris  entre  i  et  2 
on  pourra  évaluer  toutes  les  intégrales  Eulériennes  de  la  première  et  de  la  seconde 
espèce,  amsi  que  toutes  les  intégrales  définies  que  l'on  peut  ramener  aux  fonctions 
biUleriennes. 

36, 
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Entre  les  limites  a  =  i  et  a  =  2,  la  valeur  de  la  fonction  r  est  comprise  entre  i 
et  o,8556o32;  par  conséquent  les  logarithmes  de  T  contenus  dans  la  Table  seront 
négatifs  et  compris  entre  o  et  9,9472392. 

Tons  les  logarithmes  de  la  Table  correspondent  à  des  ordonnées  contenues  dans 
la  partie  ombrée  de  la  figure;  cette  partie  est  comprise  entre  les  ordonnées  r(i) 
et  r(2)  et  forme  un  quadrilatère  mixtiligne  ayant  trois  côtés  égaux  entre  eux  et 
égaux  à  l'unité;  l'ordonnée  BC  correspond  au  minimum  de  T{a). 

La  différence  première  est  d'abord  négative  et  va  en  diminuant  depuis  25o3  pour 
a=  I  jusqu'à  zéro  pour  <2=  1,4616...,  puis  elle  devient /?05i/ïVe  et  va  en  augmen- 
tant jusqu'à  «  =  2  où  elle  est  égale  à  i835. 

La  différence  seconde  est  toujours  positive  entre  a  =  i  et  a  =  2  et  va  en  dimi- 
nuant depuis  a=i  Q\x  elle  est  égale  à  7  jusqu'à  a  =  2  o\x  elle  est  égale  à  2  ou  3. 

Il  en  résulte  que  l'erreur  provenant  de  l'interpolation  par  parties  proportion- 
nelles sera  au  plus  d'une  unité  du  septième  chiffre  décimal. 
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■ 

•Logr(«). 

a 

r(i 

;  =  r(2 

)  =  ,. 

a 

1 

0   i 

1 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

1 

9 

1,00 

9)99 

97497 

95001 

925 12 

90o3o 

87555 

85087 

82627 

80,73 

77727 

1,00 

1,01 

75287 

72855 

70430 

6801 1 

656oo 

63,96 

60798 

58408 

56025 

53648 

1,01 

1,02 

51279 

48916 

46561 

44212 

41870 

39535 

37207 

34886 

32572 

3o2()5 

1,02 

1,03 

27964 

25671 

23384 

21 104 

,883, 

,6564 

i43o5 

,2052 

09806 

07567 

1,03 

1,04 

05334 

o3io8 

00889 

*98677» 

♦9647, 

♦94273 

♦92080 

♦89895 

♦877,6 

♦85544 

1,04 

1,05 

9,98  88^79 

81220 

79068 

76922 

74783 

7265, 

70525 

68406 

66294 

64,88 

1,05 

1,06 

62089 

59996 

57910 

5583o 

53757 

5 1 690 

/i963o 

47577 

45530 

43489 

1,06 

1,07 

/,i45'5 

39428 

37407 

35392 

33384 

3i382 

29387 

27398 

254,5 

23439 

1,07 

1.08 

21469 

19506 

'7549 

,5599 

i3655 

,,7,7 

09785 

07860 

05941 

04029 

1,08 

1,09 

02123 

00223 

♦98329 

♦96442 

♦9456, 

♦92686 

♦90818 

♦88956 

♦87,00 

♦8525o 

1,09 

1,10 

9,97  83407 

81570 

79738 

779'4 

76095 

74283 

72476 

70676 

68882 

67095 

1,10 

1.11 

653 1 3 

63538 

61768 

6000  5 

58248  1  56497 

54753 

53o,4 

5,281 

49555 

1,11 

1,12 

47834 

46120 

44411 

42709 

4,0,3   39323 

37638 

35960 

342S8 

32622 

1,12 

1,13 

30962 

29308 

27659 

26017 

2438,  1  2275, 

21,26 

19508 

17896 

16289 

1.13 

1,14 

14689 

i3o94 

1 1 5o5 

09922 

08345 

06774 

05209 

o365o 

02096 

00549 

1,14 

1,15 

9j96  99007 

9747' 

95941 

94417 

92898 

9,386 

89879 

88378 

86883 

85393 

1,15 

1,16 

83910 

82432 

80960 

79493 

78033 

76578 

75,29 

73686 

72248 

708,6 

1,16 

1,17 

69390 

67969 

66554 

65,45 

63742 

62344 

60952 

59566 

58,85 

568,0 

1,17 

1,18 

55/,4o 

54076 

52718 

5i366 

500,9 

48677 

47341 

4601, 

44687 

43368 

1,18 

1,19 

42054 

40746 

39444 

38i47 

36856 

35570 

34290 

33o,6 

3,747 

3o483 

1,19 

1,20 

9,96  29225 

27973 

26725 

25484 

24248 

23o ,  7 

2,792 

20573 

,9358 

,8i5o 

1,20 

1,21 

16946 

15748 

i4556 

13369 

,2,88 

,  ,0, , 

09841 

08G75 

075,5 

o636. 

1,21 

1,22 

05212 

04068 

02930 

01796 

00669 

«99546 

♦9S430 

♦973,8 

♦962 1 2 

♦95,,, 

1,22 

1,23 

9,95  94oi5 

90925 

91840 

90760 

89685 

886,6 

87553 

86494 

8544, 

84393 

1,23 

1,24 

83350 

8231 3 

81280 

80353 

79232 

782,5 

77204 

76,98 

75197 

7420, 

1,24 

1,25 

9,95  73211 

72226 

7,246 

70271 

6930, 

68337 

67377 

66423 

65474 

64530 

1,25 

1,26 

63592 

62658 

61730 

60806 

59888 

58975 

58067 

57,65 

56267 

55374 

1,26 

1,27 

544«7 

536o4 

52727 

5i855 

50988 

00,26 

49268 

484,6 

47570 

46728 

1,27 

1,28 

45891 

45o59 

44232 

43410 

42593 

4178a 

40975 

40,73 

39376 

38585 

1,28 

1,29 

37798 

37016 

36239 

35467 

34700 

33938 

33i8i 

32429 

3,682 

30940 

1,29 

1,30 

9,95  3o2o3 

29470 

28743 

28021 

273o3 

26590 

25883 

25,8o 

24482 

23789 

1,30 

1,31 

23 100 

22417 

21739 

2io65 

Q0396 

19732 

19073 

184.9 

17770 

,7125 

1,31 

1,32 

i6485 

i585o 

l5220 

14595 

,3975 

,3359 

,2748 

,2,42 

1 ,54, 

10944 

1,32 

1,33 

10353 

09766 

09184 

08606 

08034 

07466 

06903 

06344 

05791 

05242 

1,33 

1,34 

04698 

041 58 

03624 

o3o94 

02068 

02048 

0,532 

0102, 

oo5 , 4 

000,2 

1,34 

1,35 

9.9^  995 '5 

99023 

q8535 

98052 

97573 

97100 

96630 

96,66 

95706 

9525, 

1,35 

1,36 

94800 

94355 

93913 

93477 

93044 

926,7 

92194 

91776 

9,362 

90953 

1,36 

1,37 

905 19 

901 4;^ 

89754 

89363 

88977 

88595 

882,8 

87846 

87478 

87,15 

1,37 

1,38 

86756 

86402 

86o52 

85707 

85366 

85o3o 

84698 

84371 

84049 

83731 

1,38 

1,39 

83417 

83 108 

82803 

825o3 

82208 

xH,9i6 

8,63o 

8,348 

8,070 

80797 

1,39 

1,40 

9,94  80528 

80263 

8ooo3 

79748 

79497 

79250 

79008 

78770 

78537 

78308 

1,40 

1,41 

78084 

77864 

77648 

77437 

77230 

77027 

76829 

76636 

76446 

76261 

1,41 

1,42 

76081 

75905 

75733 

75565 

75402 

70243 

75089 

74939 

74793 

74652 

1,42 

1,43 

7451 5 

74382 

74254 

74i3o 

740,0 

7389^ 

73783 

73676 

73574 

73476 

1,43 

1,44 

73382 

73292 

73207 

'    0    r 
73,25 

73049 

72976 

72908 

72844 

72784 

72728 

1,44 

1,45 

9,94  72677 

72630 

72587 

72549 

725,4 

72484 

72459 

72437 

72419 

72406 

1,45 

1,46 

72^97 

72393 

72392 

'   72396 

7.2404 

7x416 

72432 

72452 

72477 

72506 

1,46 

1,47 

72539 

72576 

72617 

72662 

727,2 

72766 

72824 

72886 

72952 

73022 

1,47 

1,48 

73097 

73,75 

73258 

73345 

73436 

73531 

73630 

73734 

7384, 

73953 

1,48 

1,49 

74068 

74188 

743.2 

74440 

74572 

74708 

74848 

74992 

75141 

70293 

1,49 
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1,50 
1,51 
1,52 
1,53 
1,54 

1,55 
1,56 
1,57 
1,58 
1,59 

1,60 
1,61 
1,62 
1,63 
1,64 

1,65 
1,66 
1,67 
1,68 
1,69 

1,70 
1,71 
1,72 
1,73 
1,74 

1,75 
1,76 
1,77 
1,78 
1,79 

1,80 
1,81 
1,82 
1,83 
1,84 

1,85 
1,86 
1,87 
1,88 
1,89 

1,90 
1,91 
1,92 
1,93 
1,94 

J,95 
1,96 
1,97 
1,98 
1,99 


Logr(a).' 


0 

1 

1 
2 

3 

4 

5 

6 

9,94  75449 

75610 

75774 

75943 

76116 

76292 

76473 

77337 

77437 

77642 

77861 

78064 

78281 

78602 

79»  26 

79667 

799  «2 

80161 

80414 

80671 

80932 

SioiS 

82295 

82680 

82868 

83i6i 

83457 

83768 

84998 

853 18 

86642 

86970 

86302 

86638 

86977 

9,94  88374 

88733 

89096 

89463 

89834 

90208 

90687 

9'"  39 

92537 

92938 

93344 

93753 

94166 

94583 

9G289 

96725 

97.66 

97C09 

98066 

98608 

98963 

9,95  00822 

01296 

01774 

02^55 

02741 

o323o 

03723 

05733 

06245 

06760 

07280 

07803 

o833o 

08860 

9,95  11020 

1 1569 

12122 

12679 

i324o 

i38o4 

14372 

16680 

17267 

17867 

18461 

19048 

19649 

20264 

22710 

23333 

23960 

24691 

26226 

26863 

26604 

29107 

29766 

3o43o 

31097 

31767 

32442 

33 120 

35867 

36563 

37263 

37966 

38673 

39383 

40097 

9,9^  42989 

43721 

44456 

45196 

46938 

46684 

47434 

5o/|68 

5 1236 

62007 

62782 

53560 

64342 

65127 

583o3 

59106 

69913 

60723 

61 636 

62363 

63174 

6649' 

67329 

68170 

69016 

69864 

70716 

71671 

76028 

75901 

76777 

77667 

78640 

79427 

8o3i7 

9,95  83912 

84820 

86731 

86645 

87663 

88484 

89409 

93'4> 

94o83 

96028 

95977 

96929 

97884 

98843 

9,96  02712 

03688 

04667 

06G60 

06636 

07626 

08618 

12622 

13632 

14645 

16661 

16681 

17704 

18730 

22869 

23912 

24969 

26009 

27062 

281 18 

29178 

9,9»  33451 

34527 

35607 

36690 

37776 

38866 

39959 

44364 

45473 

46686 

47702 

48821 

49944 

61070 

556o6 

66749 

57894 

59043 

60196 

6i35o 

62609 

67176 

68361 

69629 

70710 

71896 

73082 

74274 

79070 

80277 

81488 

82701 

83918 

861 38 

8636 1 

9,96  91287 

92626 

93768 

96014 

96263 

9761 5 

98770 

9,97  o3823 

06096 

06369 

07646 

08927 

1021 1 

.1498 

16678 

17981 

19287 

20696 

21908 

23224 

24542 

29848 

31182 

32620 

33860 

35204 

36661 

37900 

43331 

44697 

46066 

47437 

48812 

60 1 90 

51671 

9,97  57126 

68522 

59922 

6i325 

62730 

64.39 

6655i 

71230 

72667 

74087 

76621 

76967 

78397 

79839 

85640 

87098 

88669 

90023 

9 '490 

92960 

94433 

9,98  oo356 

01844 

03336 

o483o 

06327 

07827 

09331 

15374 

,6893 

18414 

'9939 

21466 

22996 

24530 

9,98  30693 

32242 

33793 

36348 

36906 

38466 

40028 

463  M 

47890 

49471 

6io55 

62642 

64232 

66826 

62226 

63834 

66445 

67068 

68676 

7"294 

7.9.7 

78436 

80073 

81713 

83366 

86002 

8665 1 

88302 

94938 

96606 

98274 

99946 

♦01621 

*o33oo 

+04980  ' 

9,99  "732 

13427 

16 126 

16S26 

i863o 

20237 

21947 

28815 

3o639 

32266 

33996 

35728 

37464 

39)02 

461 85 

47937 

49693 

61451 

632i3 

54977 

66744 

63840 

66621 

67406 

69192 

70982 

72774 

74669 

8>779 

83688 

86401 

87216 

89034 

90854 

92678 

76-^58 
78727 
81 196 
84062 
87321 

90969 
96004 

99'j22 

04220 

09395 

14943 

20862 

27149 

33801 
40816 

48187 
66916 
63998 
72430 
81211 

90337 
99806 
09614 
19760 

3024l 

4io65 
62199 
63671 
76468 
87688 

» 00029 
12788 
26864 
39264 
62966 

66966 
81286 

95909 
10837 
26066 

4 .  596 
67421 
73542 
89957 

^o6663 

23669 
40943 
686.3 
76368 
94604 


76847 
78966 
81466 
8 ',370 
87668 

91 366, 
95 '129 
99886 
04720 
09933 

16619 
21476 
27798 
34486 
41 636 

48944 
66708 
64826 
73293 
82108 

91268 
♦00771 
1061 3 
20793 
3i3o8 

42166 
6333 1 
64836 
76666 
88818 

*OI29I 

14082 

27189 

40610 
54342 

68384 
82734 

97389 
12346 
27606 

43164 
69020 

75.70 

91614 

*o836o 

26376 
42688 
60286 
78169 
96333 


77040 

79.89 
81738 
84682 
88019 

9'7'»5 
96867 
*oo36i 
06226 
10476 

1609S 
22091 
28461 
36176 
42260 

49704 
67604 
66656 
74159 
83oo9 

92203 
♦01740 
11616 
2i83o 
32377 

43268 

54467 
66004 
77866 
90061 

*02666 
15378 
28617 
4.969 
56733 

69806 
84186 
98871 
i3869 
29148 

44736 
60621 
76802 
93276 
H0039 

27093 
44435 
62062 
79972 
98166 
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^application  de  la  Table. 

Si  l'argument  a  se  trouve  exactement  dans  la  Table,  celle-ci  donne  directement 
le  logarithme  de  l'intégrale. 
Par  exemple  : 

iogr(i,6i4)  =  9,951  9048 

r(i,6i4)  =  0,895  i685 

Si  l'argument  a  est  compris  entre  i  et  2  et  qu'il  contienne  plus  de  quatre  chiffres, 
on  détermine  le  logarithme  de  l'intégrale  par  interpolations  par  parties  propor- 
tionnelles. 
Par  exemple,  logr(  1,61 486)  : 


Ar  =  6oi  6,86  x6oi  =516,9 

A^r=:     4  o,86x  ^—'x  4  =  0,2 

2 

donc 

logr(  1,61486)  =  9,951  9565 
et 

r(i,6i486)=:  0.895  2751. 

On  voit  que  l'intervention  de  la  différence  seconde  ne  modi(ie  en  rien  le  résultat. 
Enfin  si  l'argument  n'est  pas  compris  entre  les  limites  i  et  2,  on  trouve  le  loga- 
rithme au  moyen  de  la  formule 

T{i  +  a]z=aT{a). 
Exemple  I.  On  demande  T (4,61486)  : 

r(4,6i486j  =  3,6i486  X  2,6i486  X  1,61486  X  r(i,6i486). 

o,558  0915 
0,417  44^5 
0,208  1348 
9,951  9565 
]ogr(  4,61 486)=  i,i35  63i3 
r(  4,61486)=  1 3,66568 

Exemple  II.  On  demande  F (0,61486)  : 

r(i,6i486)  =  0,61486  xr(o,6i486). 

logr(i,6i486)=  9,951  9565 

logo, 61486  =  9,788  7762 
logr(o,6i486)  =  J7i63  i8o3 

r(o,6i486)=  1, 456063 
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r(  1.563) 


Ja 


Exemple  III.  z=  /     e-^"" x"^-^"^^  dx  = 


31,66s 


logr(i,563)^  9,949  3344     . 
1,563  X  log3  =  0,745  74o5 

logz  =  9,2o3  5939 
z  =  0,159  8o63 


Exemple  IY.  z=  f"  ^o.678 /^  _  ^-...359  ^^  ^  r(i,678)  x  r(2.359J  , 

Jo  r(4,o37) 


logr(.,678):=.  9,9554825 

iogr( ■2,359)  —  o>o82  7446 

CMogr(  4,037)  ==  9,201  58o2 

\ogz  =  9,240  8073 
z  =  0,174  io34 


^  V  '      V- r(i,2)xr(i,55) 

Exemple  \  .   ^  z= 


r2  '■5 


iogr(i,2)  =z  9,962  9225 

logr(i,55)  =  9,948  8374 

O  log  1 ,75  =  9,756  9620 

eiogr(i,75)  =  o,o36  6549 


log5  =  9,705  3768 
z  =  0,507  4308 


(sina:)'  dx  =  1     {cosx j^dx, 

0  •-  o 


"~2  ^^  r(.,625)' 


logy/TT  =r  0,248  5749 

d0g2   =  9,698  9700 

iogr(i,i25)  =  9,973  9323 

o  logr(i,625)  =  0,047  4'37 

Iog2  =  9,968  8909 
z  =  0,930  8740 


fil 
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Exemple  VII.    z  =        cos^^p  sin.r'  dx. 


s^  r('v^)xr(o,875)  ^  __  1^1,5;  x_r  (,,875  )_ 

2  r(  9.,375  j  ,,75  x"i;375  xT(i,37'5")  ' 

iogr(i,5)=  9,947  5449 

logT  (1,875}  =  9,979  2960 

O  Iogi,76  =  9,756  9620 

CMog  1,375  =  9,861  6973 

CMogrfi,375)  =  o,o5i  i4o5 

10g2  =z  9,596  6407 

z  =  0,395  0396 

Exemple  VIÏI.  Déterminer  la  surface  totale  de  la  courbe  dont   l'équalion  en 
coordonnées  polaires  est 

r/  r=  sin'6)  COS'r». 

Celte  courbe  présente  la  forme  d'un  chiffre  8  incliné,  composé  de  deux  boucles 
parfaitement  égales  et  placées  l'une  dans  le  premier,  l'autre  dans  le  troisième 
quadrant;  le  rayon  vecteur  atteint  son  maximum  à  60  et  à  240  degrés. 

La  partie  de  la  surface  d'une  courbe  comprise  entre  l'axe  polaire  et  un  rayon 
vecteur  quelconque  étant  déterminée  par  l'expression 

-     /  C/-'  r/r,), 

^-  J  ' 
la  surface  du  premier  quadrant  sera 


r 


par  conséquent  la  surface  totale  de  la  courbe  sera  égale  à  ^  T  (^)  T  (|  )  : 


On  a 


(lono 


'^sr(-J  r-  9,95739,., 
iogr(|j  r^  9,963  345, 

logos  =  9,744  6749 

•iz  =  0,555  36o4  surface  lolale  de  la  courbe. 
I.    Ca/r    in  t.  Q^ 
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t/O 


Exemple  IX.  z  =  I      x""'^^  e    '>cos     dx, 
/o  -7 


z  =z  r(r,37)  cos (^i  ,37  arc  tang^j  (^^ )  ' 

log  ^  =  log  tang9  =  9,756  9620 

o  =  29°44'4i",58 
1,37  ©  =40" 45'    i",76 
log  cos(  1,379)  =  9,879  4 163 
logr(  1, 37  )  =  9,9490549 

o,6851og(^]  =  0,740  7608 
log2  =;  0,569  ^^^4 

z   =:   3,708791 


Exemple  X.  ^ 


l  ^c-.-)'     6r(i)      r(f) 

log2  =  o,3oi  o3oo 
2  logr^^W  9,934  8333 

CMogr^lW  0,049  i585 

10g2  =  0,285  0218 

Z  =  1 ,927622 
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CHAPITRE   XL 

INTÉGRALES  PRISES  ENTRE  DES  LIMITES  IMAGINAIRES. 


Définitions. 


331.  L'introduclion  des  expressions  imaginaires  dans  le  calcul  intégral  est  déjà 
fort  ancienne.  Euler  et  Laplace,  invoquant  seulement  la  généralité  de  l'analyse, 
ont  souvent  remplacé  par  des  valeurs  imaginaires  des  constantes  supposées  d'abord 
réelles,  et  obtenu  ainsi  des  formules  importantes  dont  la  démonstration  plus  rigou- 
reuse n'était  pas  parfois  sans  difficulté.  Nous  avons  rencontré  déjà  (326)  et  (240) 
quelques  exemples  de  ce  genre  de  considérations,  en  les  présentant  seulement 
comme  un  précieux  moyen  d'induction.  Cette  théorie  n'a  pris  une  forme  rigou- 
reuse que  depuis  les  travaux  de  Cauchy,  où,  pour  la  première  fois,  le  sens  précis 
des  intégrales  imaginaires  a  été  nettement  fixé. 

L'extension  pure  et  simple  de  la  définition  des  intégrales  réelles  au  cas  des 
fonctions  et  des  limites  imaginaires  conduirait  très-souvent  à  un  résultat  mal  dé- 
terminé. 

Si  l'on  pose  en  effet,  comme  définition, 


/' 


(i^'{z)dz  =  tp(c-+  d\f—i)—  9  (a  4-  6  s/ - 

■bsj-1 


le  second  membre  de  cette  formule  représentera  en  général  plusieurs  expressions 
distinctes,  entre  lesquelles  rien  n'indique  la  manière  de  choisir.  On  a  vu  (I,  373) 
que  la  plupart  des  fonctions  imaginaires  ont,  en  effet,  plusieurs  valeurs  différentes, 
qui  ne  peuvent  être  distinguées  qu'en  faisant  croître  la  variable  d'une  manière 
continue  et  suivant  une  loi  déterminée. 
Ecrivons  par  exemple 


/ 


—  =  /  (c  +  ûf  v'—  0  —  '  («  +  ^  v'—  ï  )  ; 

6  v/-  ï      ^ 


chacun  des  logarithmes  qui  forment  le  second  membre  est  indéterminé,  et  Ton 
peut  ajouter  à   l'intégrale,  définie  de  celte  manière,  un   multiple  arbitraire  de 
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an  \J—  1 .  Une  remarque  semblable  s'applique  à  l'équation 


/ 


— ^  —  Vc  +  d  y/—  I  —  Va  +  6  y/—  I , 

2  V2 


«  -(-  6  y  —  I 

dont  le  second  membre  représente  quatre  valeurs  entre  lesquelles  on  reste  indécis. 
L'indétermination,  il  est  vrai,  ne  se  présente  pas  toujours.  Ou  a,  par  exemple, 

/c-^d^—i  I  _  _ 

e""  dz  =Z   —    \(^n(c+d^J-0  _   ^H^a^bsJ-x)  1 
—  m 

a-^b\l  —  I 

et  le  second  membre  est  parfaitement  déterminé;  mais  de  tels  cas  sont  exception- 
nels, et  une  définition  générale  et  précise  est  indispensable. 

332.  Poisson,  dans  un  Mémoire  publié  en  i8i  i,  avait  rencontré  cette  difficulté 
et  fait  un  pas  vers  la  solution.  En  appliquant  à  l'intégrale  définie 


£ 


X- 


la  formule  générale  qui  sert  de  définition,  il  avait  trouvé 

r-^'  dx     (     r\+' 


et  cependant  l'élément  -y  est  constamment  positif! 


r  r/j 


La  même  difficulté  se  présente  pour  toute  intégrale  de  la  forme  /  -^  •>  dans  la- 

-  -;  les  éléments  passent, 
-I      ^ 

dit-il,  du  positif  au  négatif  et  les  parlies  infinies  peuvent  se  déiruire;  mais 
alors  il  semblerait  que  l'intégrale  devrait  être'  nulle,  et,  au  contraire,  elle  est 
égale  à  la  quantité  imaginaire  /(—  i);  ce  logarithme  a,  comme  on, sait,  une  in- 
finité de  valeurs  comprises  sous  la  forme  (2/1-4- i)  tt  \—i,  n  étant  un  nombre 
entier  positif  ou  négatif,  et  n  représentant  toujours  le  rapport  de  la  circonférence 
au  diamètre.  On  ne  voit  pas  d'abord,  dit  Poisson,  comment  la  somme  des  éléments 
qui  sont  tous  réels  peut  avoir  plusieurs  valeurs,  et  encore  moins  commentées  va- 
leurs sont  imaginaires. 

Nous  avons  rencontré  la  même  difficulté  (4),  et  pour  l'écarter,  il  nous  a  suffi 
de  remarquer  que  la  définition  des  intégrales  définies  considérées  comme  sommes 
de  leurs  éléments,  suppose  essentiellement  que  ceux-ci  ne  deviennent  pas  infinis, 
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et  que,  par  conséquent,  les  formules  employées  ne  sont  pas  applicables  aux  cas 


dont  il  s'agit. 


Poisson   ne  s'en  tient  pas  à  cette  raison  sommaire  qui  supprime  la  difficulté. 
f[x)  étant  la  dérivée  de  F{^),  on  a,  dit-il, 


r 


f{x)dx  =  F{b)-¥{a). 


Dès  la  naissance  du  calcul  intégral  on  a  regardé  l'intégrale  définie  comme  expri- 
mant la  somme  des  valeurs  de  la  différentielle  et  ces  valeurs  comme  les  éléments 
de  l'intégrale;  et  c'est  pour  cette  raison  que  l'on  a  indiqué  les  intégrales  par  la 

lettre  l?  initiale  du  niot  somme.  Depuis,  on  a  senti  que  cette  notion  de  l'intégrale 

était  un  véritable  théorème  qui  a  besoin  d'être  démontré.  On  prouve  donc  mainte- 
nant, dans  le  calcul  intégral,  que  la  quantité  ¥{b)  —  F(a)  est  la  somme  des  va- 
leurs de  f[x)dx,  lorsque  oo  va  de  jc  =  a  ^a  x  =  b  par  degrés  infiniment  petits, 
chacun  de  ces  degrés  étant  exprimé  par  dx.  Cette  proposition  a  lieu  quels  que 
soient  les  changements  de  signe  de  f{x)dx  entre  les  limites  a  et  b.  Elle  subsiste 
aussi  lors  même  que  cette  différentielle  passe  par  des  valeurs  imaginaires  ;  mais  la 
démonstration  qu'on  en  donne  suppose  essentiellement  qu'entre  les  mêmes  li- 
mites,/(^)  demeure  une  quantité  finie,  et  quand,  au  contraire,  elle  passe  une  ou 
plusieurs  fois  par  l'infini,  il  y  a  des  cas  dans  lesquels  cette  proposition  cesse  d'avoir 
lieu.  Dans  ces  sortes  de  cas,  l'intégrale  définie  n'a  plus  aucun  rapport  nécessaire 
avec  la  somme  des  valeurs  de  la  différentielle  comme  le  prouvent  les  exemples  cités 

Il  ,      r  dx       C  dx 

plus  haut,  i\t^  —  '  j  ^• 

Nous  allons  faire  voir,  ajoute  Poisson,  que  l'on  peut  ramener  ces  cas  d'exception 
a  la  notion  ordinaire  des  intégrales  regardées  comme  les  sonimes  de  leurs  éléments, 
ce  qui  fera  disparaitie  l'espèce  d'anomalie  qu'elles  présentent. 

Il  suffit,  pour  cela,  de  faire  en  sorte  que  la  variable  x  passe  de  la  limite  «  à  la 
limite  b  par  une  série  de  valeurs  imaginaires.  Alors /(^)  ne  deviendra  plus  in- 
finie pour  aucune  de  ces  valeurs  intermédiaires,  et  l'intégrale  définie  reprendra  sa 

signification  ordinaire.  Ainsi,  relativement  à  l'intégrale  /  --^  prise  depuis 
x=^  —  \  jus(ju'à  x-=z  -\-  I ,  je  fais 

X  =i — (cos2  4-v' — isinzj, 

et  j'intègre  par  rapport  à  z,  depuis  z  —  o  jusqu'à  z  =[-2n-^  i)u,  n  étant  un 
nond)re  entier  quelconque  positif  ou  négatif.  Les  valeurs  extrêmes  de  x  seront 
toujours 

X  =1  —  \,     .r  =  4-  I  ; 
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mais  en  allant  d'une  limite  à  l'autre,  cette  variable  ne  passera  plus  par  la  valeur 
X  =  o,  qui  rendait  infinie  la  quantité  -•  Nous  aurons  alors 


dx  =.  (siiiz  —  sj — I  cosz)  dz  =z~  y/— i  [cosz  -+-  sj—is\i\z)dz, 
j  -^  =J  \J-^idz  =  z  sl'^i  +  c, 


et  l'intégrale  définie 


r-^'  dx       rv^--^')^   —  ^ — 

I  _i  y/— I  d2  =(.i/t  +  1)7:  y  — '  • 

Ce  passage  très-remarquable  de  Poisson  contient  la  définition  précise  des  inté- 
grales imaginaires,  qui  ont  joué  depuis  un  rôle  si  important;  mais  satisfait  d'avoir 
écarté  une  difficulté  singulière  qui  l'avait  un  instant  étonné,  il  n'a  suivi  aucune 
des  conséquences  de  son  ingénieuse  explication,  en  laissant  à  Cauchy  l'bonneur  de 
créer  la  théorie  nouvelle. 

333.  La  définition  de  Cauchy  est  conforme  à  celle  de  Poisson.  L'intégrale 

cf>{z)dz 

est  la  limite  de  la  somme  des  valeurs  que  prend  la  différentielle  o{z)dz,  lorsque 
z  passe  de  a  +  Z>  \j  —  r  à  c  +  d\J—  1  ,  en  recevant  des  valeurs  intermédiaires  qui  se 
succèdent  suivant  une  loi  continue.  C'est  précisément  d'ailleurs,  on  le  voit,  la  dé- 
finition donnée  pour  les  intégrales  réelles,  lorsque  la  variable,  sans  cesser  d'être 
réelle,  passe  de  la  limite  inférieure  à  la  limite  supérieure.  On  voit  que  l'intégrale 
change  de  signe,  comme  dans  le  cas  des  limites  réelles,  lorsque,  les  deux  limites  se 
changeant  l'une  dans  l'autre,  la  série  des  valeurs  intermédiaires  reste  la  même,  et 
est  représentée  par  la  même  courbe  parcourue  en  sens  inverse. 

Mais  sous  l'identilé  apparente  des  deux  définitions,  subsiste  une  différence  essen- 
tielle :  lorsque  z  passe  de  la  valeur  réelle  a  à  la  valeur  réelle  b,  les  valeurs  intermé- 
diaires réelles  qu'elle  doit  prendre  sont  entièrement  déterminées;  il  n'en  est  pas 
de  même  lorsqu'une  variable  imaginaire  doit  passer  de  la  valeur  initiale  a  -h  b  \/—  i 
à  la  valeur  finale  c-hdsj—  i.  Les  expressions  imaginaires  étant  représentées,  comme 
on  l'a  dit,  par  les  points  d'un  plan,  si  P  et  Q  sont  les  points  correspondants  aux 
limites  de  l'intégrale,  on  peut  les  réunir  par  une  courbe  quelconque  et  attribuer 
successivement  à  z  les  valeurs  représentées  par  les  points  de  cette  courbe,  dont  la 
orme  arbitraire  introduit  dans  la  définition  une  indétermination  réelle,  mais  beau- 


LIVRE  PREMIER.  -  INTÉGRALES  DÉFINIES  ET  INDÉFINIES.  295 

coup  moindre  cependant  que  l'on  ne  serait  porté  à  le  croire  à  première  vue.  Si  la 
courbe,  en  effet,  se  déforme  d'une  manière  continue  en  conservant  les  mêmes 
points  extrêmes  qui  représentent  les  limites  données,  l'intégrale  ne  varie  pas  con- 
tinuellement avec  elle,  et  c'est  seulement  lorsque  la  courbe  francbit  certains  poiats 
particuliers,  nommés  points  critiques,  qu'elle  change  brusquement  de  valeur. 

334.  Considérons,  en  effet,  l'intégrale 

I  (o{z)dz. 

Si  la  définition  de  (p{z)  la  rend  susceptible  de  plusieurs  valeurs,  on  doit  se  donner 
celle  qui  correspond  au  point  P,  et  la  loi  de  continuité  suffit  alors,  comme  on  l'a 
expliqué  (I,  373),  pour  déterminer  celles  que  prend  ensuite  successivement  la  fonc- 
tion. Soit 

o{x  -ir  X  S,^—  I  j  =  M  H-  N  y/—  I  , 

M  et  N  étant  des  fonctions  données  décret  de/.  On  aura,  en  posant  z  =  .x  -^ys/—- 1, 

çp(2)rf2=  (m  -f-  Ns/^^j  [dx  -+-  dfsl^^i)  =  Mdx  —  '^dy+  yZ—i  [Mdy -v-'^dx), 
et 
(i)  Ç<^{z)dz  =  ÇiMdx  —  ^dy]  +  y'-V  C{Mdf -^"^dx). 

l.a  lettre  j  représente,  dans  le  second  membre,  une  fonction  arbitraire  de  x,  ei  la 
courbe  dont  les  points  ont  pour  coordonnées  les  valeurs  successives  de  x  et  de  y 
est  entièrement  arbitraire;  les  points  extrêmes  seuls  sont  donnés  par  les  limites 

de  l'intégrale  /  9(2)6/2.  Supposons  que  cette  courbe,  le  longdela({uelle  on  intègre, 

se  déplace  infiniment  peu,  et  que  la  fonction  y  subisse   un  petit  changement  et 
devienne  j-!-j,,j,  étant  nul  aux  deux  limites,  le  second  membre  de  (i)  changera 
de  forme;  mais  nous  allons  prouver  (\\\en  général  W  ne  change  pas  de  valeur. 
En  désignant  parj'  la  dérivée  de  j,  le  second  membre  de  (i)  peut  s'écrire 

(2  )  Am  -  Nj')  dx  +  sj—\  C{  Mj'  +  N  )  dx. 

Si  l'on  remplace/  par  jh- j,,  r,  étant  infiniment  petit,  l'accroissement  de    2)  est 
évidemment 
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mais  on  a,  y  étant  une  fonction  de  x, 

/n,,..  =  n,-/,,(-.'«,V.,.. 

et  l'expression  (3)  devient,  en  remarquant  que  j,  est  nul  aux  deux  limites, 
et  comme  on  a  (F,  360) 

on  voit  que  le  changement  de  l'intégrale  {2)  est  égal  à  zéro. 

Plusieurs  remarques  sont  nécessaires.  En  calculant  le  changement  de  l'inté- 
grale (2),  nous  avons  négligé  les  infiniment  petits  du  second  ordre,  et  par  consé- 
quent la  démonstration  précédente  prouve  seulement  que /recevant  une  variation 
infiniment  petite  du  premier  ordre,  la  variation  correspondante  de  l'intégrale  (2) 
est  du  second  ordre,  tout  au  plus.  Mais  on  sait  qu'alors  fl,  2)  cette  variation  est 
rigoureusement  nulle,  et  qu'un  changement  fini  apporté  à  la  fonction  y  n'en  peut 
apporter  aucun  dans  l'intégrale. 

La  démonstration  reste  soumise  cependant  à  une  restriction  importante;  elle  sup- 
pose évidemment  la  continuité  des  fonctions  M  et  N,  et  par  conséquent  celle  de  la 
fonction  9(2).  S'il  en  était  autrement  le  résultat  ne  serait  plus  exact,  et  l'intégrale 

j(p{z)dz  pourrait  changer  de  valeur.  Si  donc  la  courhe  qui  dirige  l'intégration  se 

déforme  d'une  manière  continue,  l'intégrale  reste,  en  général,  invariahie;  mais 
il  peut  arriver  qu'elle  change  brusquement  de  valeur  si  la  fonction  (p{z)  devient 
infinie  ou  acquiert  plusieurs  valeurs  égales  pour  une  certaine  valeur  de  z,  lorsque 
la  courbe  le  long  de  laquelle  on  intègre,  en  se  déformant  d'une  manière  continue, 
franchit  le  point  qui  correspond  à  cette  valeur  de  z. 

335.  Le  théorème  précédent  servant  de  base  à  toute  la  théorie,  il  ne  sera  pas 
superflu  d'en  donner  une  seconde  démonstration,  qui  conduira  d'ailleurs  à  des 
conséquences  un  peu  plus  étendues. 
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Considérons  sur  le  plan  un  contour  fermé  quelconque  AMPA,  et  une  l'onction 


continue  (p{z)  déterminée  pour  chaque  valeur  de  la  variable  z,  représentée  ])ar  un 
point  intérieur  au  contour.  Je  dis  que  l'intégrale  j (p{z)  dz  étendue  à  la  circonlé- 
rence  AMP  est  égale  à  zéro. 
Soit,  comme  plus  haut, 

Décom|)osons  la  surface  AMPA  en  éléments  infiniment  petits,  compris  entre  dos 
parallèles  aux  axes  des  coordonnées;  multiplions  cIkkiuc  élément  dxdy  par 

^M       JN        /— ('^^M       ^iN\ 
df        dx        ^        \  dx         dy  j 

La  somme  des  produits  ainsi  obtenus,  c'est-a-dire 

IdW       f/N\        , r  /*/f/M       f/N 


(4 


//-'Kf-S)--V/(-™-f)"-'^' 


est  évidemment  nulle  en  vertu  des  deux  équations  (I,  360) 

im      d]^_ 
dy        dx  ' 

dM_d^_ 
dx         dy 

On  peut  décomposer  la  première  intégrale  de  la  manière  suivante  : 

/    I   —7—  dx  dy  -i-  l    l  -j—  dx  dy; 
J  J    dy  ^       J  J   dx 

mais  on  a 

En  supposant  que,  pour  la  valeur  considérée  de  x,  la  parallèle  à  l'axe  des/  coupe 
le  contour  aux  points  \ ,  2,'5,  4,  et  nommant  M,,  Mo,  Mg,  M4  les  valeurs  de  M  qui 
y  correspondent,  on  aura 


Çl;iL  dy  =  M,  -  M,+  M,-  M„ 


dm 

7/7 


I.    Cfi/c.  int. 
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et  par  conséquent 


// 


—7—  dx  dy  =  /  ( 
df  "        J 


dx  dy  =  j  dx{ M,  —  M3  +  M2  —  M,) ; 


mais  si  l'on  étend  l'intégrale  /  Mdx  'à\'à  circonférence  entière  du  contour  APMA, 

on  verra  que  pour  une  même  valeur  de  dx,  cette  intégrale  comprend  précisément 
les  quatre  éléments M4^^,  —  M^dx,  M.djc,  —  M^dx,  en  sorte  que  l'équation  peut 


s  écrire 


dm 

dy 


dx 


<ir=f: 


Mdx; 


l'intégration  étant  étendue  au  contour  entier 


On  verra,  de  même,  que 


dx 


/    /  -7—  dx  dy  =  /  N  6?^  ; 


et  par  conséquent  l'expression  (4)  qui  est  nulle  se  réduit  à  l'intégrale 


/  (  M  ri^  —  N  ri>-  j  +  v'—  ï  /(  M  dy  +  N  dx), 


c'est-à-dire  à  /  ^{z)dz  étendue  à  la  circonférence  du  contour  proposé. 

La  démonstration  suppose,  il  ne  faut  pas  l'oublier,  que  la  fonction  9(2)  soit 
finie,  continue  et  bien  déterminée  par  les  points  qui  correspondent  a  l'intérieur 
du  contour. 

336.  Le  résultat  précédent  ne  diffère  pas  essentiellement  de  celui  que  nous 
avons  démontré  (334).  Si  l'on  considère  en  efftt  deux  lignes  AMB,  ANB,  réunissant 


les  points  A  et  B,  l'intégrale     (p{z)dz,  prise  le  long  du  chemin  AMB,  sera   égale 
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et  de  signe  contraire  à  fa  liiêmc  intégrale  prise  le  long  du  chemin  BMA  ,  et  par 
conséquent  l'intégrale  prise  pour  le  contour  entier  ANBMA  est  égale  à  la  diffé- 
rence des  deux  intégrales  prises  le  long  de  ANB  et  de  AMB;  cette  différence  est 
donc  égale  à  zéro  et  les  deux  intégrales  sont  égales,  comme  nous  l'avions 
prouvé  (334  !. 

337.  Les  deux  démonstrations  supposent  essentiellement  que,  dans  l'intérieur 
du  contour  considéré  ou  dans  l'espace  contenu  entre  les  deux  chemins  qui  dirigent 
l'intégration,  la  fonction  ^(z)  soit  finie  et  continue.  Si  cette  condition  n'est  pas 
remplie,  le  théorème  cesse  d'être  exact,  ainsi  que  nous  pouvons  dès  à  présent  nous 
en  assurer  sur  un  exemple  fort  simple. 

Soit  o(z]  —  -. 


Calculons  l'intégrale  j  ^  autour  d'un  cercle  de  rayon  R,  ayant  pour  centre  l'ori- 
gine des  coordonnées.  C'est  l'exemple  choisi  par  Poisson  (332). 
Les  coordonnées  d'un  point  de  ce  cercle  sont 


et  l'on  a 


a;=  Reosç, 
X  —  R  sin  9  ; 

z=:x  +jv/— ï  =  R(cos9  -+■  s/— «  sin9), 
(Iz  =  R(_sin9  H-  v/^ 0089)^/9, 

(h  _d(f>{~  sin(p  + J'^  coso]        , —   . 

—      -.  7=—. — ^ —  =  V  — I  «'?• 

^  (.0089.+ y/— I  sm9) 

Si  l'on  parcourt  la  circonférence  de  cercle  dans  le  sens  où  les  valeurs  de  9  sont 
croissantes,  9  varie  de  zéro  à  ■?.n,  et  l'on  a  par  conséquent 


/ 


"  dz  I 

Z  ^  ' 


valeur  différente  de  zéro,  et  le  théorème  démontré  (335)  se  trouve  en  défaut,  parce 
que  la  fonction  ^  devient  infinie  pour  :;  =  o. 

38'. 
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338.  Supposons  en  second  lieu  ç^fz)  =  -^;  et  cherchons  l'intégrale 


s 


(h 


En  étendant  l'intégration  à  la  circonférence  de  cercle  de  rayon  R,  décrit  de  l'ori- 
gine comme  centre,  on  aura 

^  —  R(cos© -f- y/— I  sino), 

—  —  /  O  / co  \ 

y/z  =  v^K  (  ces  -  +  V—  I  sin  -    -> 

f/z  =  K  (—  sin 9  -)-  v/— I  coso)  do  =  R\/—\  ^coso  -t-  y/—  '  sin 9)  do, 


I 


-^  =  v'K  V  —  '  (  cos  "^  -4-  i  —  I  sin  -]do, 

—^,z=z  s/a  y^—  I  h  2  sin  77  —  ?.  sin  o  )  —  2  y  —  1  (  cos  -  —  cos  o  )  j  =z  —  4  V  K  ; 

S/'Z 


et  le  théorème  est  ici  en  défaut,  non  plus  parce  que  la  fonction  intégrée  devient 
infinie,  mais  (I,  375)  parce  qu'elle  n'est  pas  et  ne  peut  pas  être  bien  déterminée 
dans  l'intérieur  du  contour. 

339.  Lorsque  la  fonction  9(3)  n'est  pas  continue,  finie  et  déterminée  dans  l'in- 
térieur du  contour  considéré,  on  peut  quelquefois  la  rendre  telle  en  entourant 
chaque  jjoint  critique  d'un  contour  fermé,  el,  adjoignant  alors  la  circonférence  de 
chacun  de  ces  contours  a  celle  de  la  figure  primitive. 

Soit  par  exemple  le  contour  KMN,  dans  l'intérieur  duquel  se  trouvent,  pour 


— ^    M 


la  fonction  9(2),  deux  points  critiques  A  et  B.  Entourons  ces  points  par  les  con- 
tours PQR,  STU,  et  l'intégrale  /  9(2)  r/z,  prise  le  long  des  trois  contours  KiV!N,PQR, 

STU,  parcourus  dans  le  sens  indiqué  par  les  flèches,  sera  dans  le  cas  supposé  égale 
à  zéro.  Il  suffit,  pour  le  démontrer,  de  réunir  chacun  des  contours  intérieurs  à  la 
circonférence  KMN,  par  deux  traits  parallèles  infiniment  voisins  a,  |3,,  c/.o  [j..,  7i  c?,, 


LIVRE  PREMIER.  -  INTÉGRALES  DÉFINIES  ET  INDÉFINIES.  301 

yotJ^a-  O'i  peut  alors  considérer  le  contour  continu  a,,S,PQR,'52C^27('^iSTU(?2  72^^'^^t 
comme  renfermant  une  portion  déterminée  du   plan,  dans  l'intérieur  de  laquelle 

ne  se  trouve  aucun  point  critique.  L'intégrale  /  ':,{z jdz,  prise  le  long  de  ce  con- 

tour,  est  donc  égale  à  zéro;  mais  les  éléments  relatifs  à  a,  (S,,  /3., «o,  7,  5<,  c?o  72  '^c 
détruisent  évidemment,  et  le  tliéorème  est  par  conséquent  démontré. 

340.  Nous  pouvons,  dès  à  présent,  justifier  pai*  les  considérations  précédentes 
quelques  démonstrations  dans  lesquelles  les  intégrales  imaginaires  ont  souvent 
été  introduites  sans  examen  suffisant. 

Nous  avons  trouvé  (153, 


Si  dans  cette  formule  on  pose 


e-^'  dz  = 


z  =■  X  -^  y.  ^ — I, 


elle  devient 

(  6  )  /  ^  -x-^-jax v/=;+a'  ^l^  =  y/7:, 


c'est-à-dire 


et  par  consé(juenl 


?"'  /       er^'  [  cos  ?.  5C .r  —  y/—  i  si n  2  a .r  )  dx  =  y/r:,       ' 
/       e-^' cos Q.XX  dx  =:  e~"-'  y-, 

J — co 

/       e~'^' ^inixx  dx  =  o. 

J  —  ce  . 

Ces  formules  sont-elles  sulfisamment  démontrées? 

Pour  nous  en  assurer,  remarquons  que  supposer  ^  =  a?  +  a  v/^,  puis  faire 
varier  ^  de  —  00  ;i  -f-  co  ,  c'est  tout  simplement  faire  mouvoir  le  point  représenté 
par:;  sur  la  parallèle  à  l'axe  des  X  menée  à  la  distance  a;  et  qu'en  admettant 
la  transformation  de  l'intégrale  (5),  où  z  est  réelle,  en  l'expression  (6),  nous 

.admettons  simplement  que  l'intégrale  f  e"^'^:;  reste  la  même  lorsque  l'on  dirige 

l'intégration  suivant  l'une  ou  l'autre  des  lignes  indéfinies  —  XX,  —  PP.  Or  il  est 
clair  que  si  l'on  adjoint  à  ces  lignes  deux  parallèles  à  l'axe  des  y,  situées  de  part 
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et  fel'aulre  a  une  dislance  infinie,  on  obtiendra  un  contour  fermé,  dans  l'intérieur 
duquel  la  fonction  c~'"'  est  continue  et  bien  déterminée.  L'intégrale  totale  relative  à 


ce  contour  est  donc  nulle,  mais  les  portions  relatives  aux  deux  parallèles  à  l'axe 
des  y  sont  évidemment  nulles;  car  en  posant 


Z=^  X,  -f- J,  \/— I  , 


on  a 


e-^'=:e    •''<•;;    ^''-'''V     '  g-'î  —  e    ■*''"*"  •''' (cos2.rir,  —  y/— i  sin^jfiji)» 

qui  est  évidemment  nulle  lorsque,  x^  étant  infini,  y,  est  compris  entre  o  et  a.  On 
peut  donc  dire  que  l'intégrale  relative  à  —  XX,  ajoutée  à  celle  relative  à  —  PP, 
donne  une  somme  nulle,  et  que  par  conséquent  les  deux  intégrales  relatives  à 
—  XX  et  à  —  PP  sont  égales  entre  elles. 


341.  Dans  l'intéorale 


supposons 


e-''''  dz  =  -  v/-, 

o  ^ 


u  \J —  1  =:  iii  cos  j  -j-  \j —  I  sin  j 


nous  aurons 


:8) 


XX,    — ;/^lcos — hy— isiii-l         /         _  — \ 

e       ^      '^  '^^  (lui  cos  j  +  \l—\  s\\\j\ 


f^ 


=  I      e  ''•'■  \  '-  'du{i-h  J—  I  )  ^~  z=  -  y/-  ; 
d'où,  en  remplaçant  e~"'^"^  })ar  cosm'-  —  \/--i  sin/^%  nous  conclurons 

cos  H-  (lu  =z  i/  -•) 

r*x  /~ 

1       sin  h'' du  =  i/  -• 
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Cotte  démonstration  manque  évidemment  de  rigueur,  est-il  possible  de  la  rendre 
exaete? 

Remarquons,  pour  nous  en  assurer,  qu'en  posant 


z=^x  -\-y  \i  —  i  =  u  1  cos  -*  +  )/—i  sin  ^  )? 


on  a 


X  =  u  cos 


)•=  u  sin 


V 


et  par  conséquent  le  point  dont  les  coordonnées  sont  œ  et  j  décrit  une  ligne  droite 
issue  de  l'origine,  et  inclinée  à  45  degrés  sur  l'axe  des  X. 


Ty 


Transformer  l'intégrale  (7)  en  (8),  c'est  donc  admettre  que  l'intégrale  prise 
le  long  de  OP  soit  égale  à  celle  prise  le  long  de  OX.  Si  du  point  0  comme  centre, 
avec  un  rayon  infiniment  grand,  on  décrit  un  arc  de  cercle  PX,  on  verra  (334)  que 
l'intégrale  prise  le  long  de  OPX  est  égale  à  celle  prise  le  long  de  OX;  car,  pour 
tous  les  points  du  plan  la  fonction  e'^"  est  continue  et  bien  déterminée.  Or  on  a 
pour  un  point  de  PX,  en  nommant  R  le  rayon  OP, 

z  =  X  -hy\/—i  =  R  (cos9  +  y/— I  sin9), 

g^-»i  __  ^  — R'I'^osï^j  H- y/— I  sin  2Ç,) 

e-■^û?2  =  Rv^-ie-*^"^(^"^^?  +  ^/-'^i»■-'r),/o(cos9-f-^/-Isin9j, 

et  comme  le  produit  Re-^'^"''^^'  est  infiniment  petit  lorsque  R  devient  infini,  pour 

toutes  les  valeurs  de  9  comprises  entre  o  et  ?,  l'intégrale  prise  le  long  de  XP  est 

nulle.  La  transformation  se  trouve  donc  légitime  à  cause  de  deux  circonstances 
lortuites  en  quelque  sorte,  et  auxquelles  on  n'avait  nullement  songé  en  la  faisant. 
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342    Considérons  enfin  la  formule 

e-^2«-'  dz  =  Tin). 

0 

Nous  avons  posé  (326) 

z  =  {(x  +  ^  s/—i)  u, 
et  elle  est  devenue 

e-'-'+H'-''"  (a  +  |3  y/—  '  )"u"-'du  =  V{n], 

o 


c'est-à-dire,  en  posant 


«/ o 


oc  =  pcosO, 
|3  =  psin0, 


[c6s  [3  a  —  v' —  '  sin  (3  m)  a"~"'  </a  =  — y — 

p"  [cosnQ  +  y  —  I  sinnO) 


d'où  l'on  a  conclu 

e-""C0Sj3MZA"-'  </a 

0 

Jr-»  ce 
o 


V{ti)cos}i9 

P" 
T{n)  sin  nO 


où /î  désigne  un  nombre  positif  quelconque  entier  ou  fractionnaire.  Pour  savoir 
si  la  transformation  est  légitime,  rimarquons  (ju'en  posant 

z  =  X  +  y  y/—  I  =;  (  a  +  |3  y'' —  i  )  M  =  p  u  (  cos  0  +  y' —  I  sin  0  ) , 

le  point  dont  les  coordonnées  sont  a;  et  j  est  assujetti  à  parcourir  une  ligne  droite 
partant  de  l'origine,  et  faisant  avec  l'axe  des  X  un  angle  ô. 

Soit  OP  cette  ligne.  Notre  transformation  revient  à  admettre  que  l'intégrale  prise 
le  long  de  OP  est  égale  à  celle  prise  le  long  de  OX;  il  sulFit,  comme  dans  le  cas 
précédent,  que  l'intégrale  prise  le  long  d'un  arc  de  cercle  PX,  de  rayon  infiniment 
grand,  qui  réunit  les  deux  lignes  soit  égale  à  zéro:  or  sur  les  points  de  cet  arc  on  a 

or  =  R  '  ces  cp  +  V' —  i  sin  cp  ) . 
et  la  différentielle  à  intégrer  contient  le  facteur  e-  i^cosj;  qui  |j^  Yend  nulle  lorsque  R 
est  infini,  pourvu  que  0,  qui  est  la  limite  de  «p,  soit  inférieur  à  -?  c'est-à-dire  pourvu 
que  a  et  p  soient  positifs. 
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Variation  brusque  d'une  intégrale  imaginaire. 

343.  Cherchons  la  variation  de  l'intégrale  l(p{z)dz  lorsque,  les  limites  restant 

les  mêmes,  la  courhe  le  long  de  laquelle  on  intègre  franchit,  en  se  déformant,  un 
point  auquel  correspond  pour  (p{z)  une  valeur  infinie.  Soit  A  ce  point;  comparons 

les  valeurs  de  l'intégrale  l  ^(z)dz,  prises  successivement  le  long  des  contours  PMQ, 

PM'Q,  qui  comprennent  entre  eux  le  point  critique  A. 

Considérons  les  deux  chemins  PIKFQ  et  PIKTQ,  qui  réunissent  l'un  et  l'autre  les 
points  extrêmes  P  et  Q  en  présentant  deux  parties  communes  PI,  l'Q,  et  ne  diffé- 


rant l'un  de  l'autre  qu'en  ce  que,  dans  le  premier  chemin  ces  deux  parties  sont 
réunies  parla  demi-circonférence  infiniment  petite  IKI'qui  a  son  centre  en  A,  et 
qui  se  trouve  remplacée  dans  le  second  par  l'autre  moitié  IKT  de  la  même  circon- 
férence. 

L'intégrale  prise  le  long  du  chemin  PMQ  est  la  même  que  le  long  du  chemin 
PIKI'Q,  car  le  premier  peut  se  déformer  et  coïncider  avec  le  second  sans  traverser 
le  point  A.  De  même  l'intégrale  prise  le  long  de  PM'Q  est  égale  à  celle  qui  corres- 
pond au  chemin  PIKTQ;  la  variation  cherchée  est  donc  la  différence  entre  les  va- 
leurs de  l'intégrale  A) (z)c?2,  prise  le  long  des  chemins  PIKI'Q,  PIKTQ.  Ces  deux 
chemins  ont  les  parties  communes  PI,  l'Q;  si  donc  la  fonction  (p{z)  ne  change  pas 
de  forme  quand  on  passe  de  l'un  à  l'autre,  les  deux  intégrales  ne  diffèrent  que 
par  la  substitution  de  la  partie  relative  à  IKF  à  celle  relative  à  IKT;  et  comme  les 
intégrales  relatives  à  une  même  ligne  parcourue  dans  les  deux  sens  sont  évidem- 
ment égales  et  de  signes  contraires,  cette  différence  est  la  somme  des  valeurs  de 
l'intégrale /(]?  (-3 jJz  prise   le  long  de  ces  deux    demi-circonférences  parcourues 

successivement  dans  le  même  sens,  c'est-à-dire  tout  autour  du  cercle  infiniment 
petit  IKT  K. 

344.  On  peut,  dans  un  cas  très-général,  calculer  cette  intégrale  qui,  d'après  les 
explications  qui  précèdent,  représente  le  changement  brusque  de  f<p{z)dz. 

I.    Cale.  int.  3q 
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Soient  en  effet  «  et  ]S  les  coordonnées  du  point  A,  et  par  conséquent  a  +  |3y/ir7 
la  valeur  de  z  qui  rend  (^{z)  infinie.  Supposons  qu'il  existe  un  nombre  entier  n 
tel,  que  le  produit 

[z  —  a  —  [3\/^j"9(z) 
ne  soit  ni  nul  ni  infini  quand  on  y  suppose  z  =  2/  -f-  jS  v^^  ;  posons 

et  admettons  enfin  que  F(^)  soit  développable  en  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances de  2  —  «  —  jS  \/—  I ,  en  sorte  que  l'on  ait 

'^^^^  =  7 \   I \"  f  A«+  A,  f  2  _  a  -  (3  V^^:^)  +  A,  (z  -  a  +  [3  v/^)'+. . .]  ; 

on  en  conclut 

dz 


ç^{z)dz=:K  f. — "^^  , +A.  r, ' 


r" 


toutes  les  intégrales  étant  supposées  prises  autour  du  cercle  infiniment  petit  dé- 
crit du  point  A  comme  centre.  Toutes  celles  dont  l'élément  ne  contient  pas 
z  —  a  —  p\J—  I  en  dénominateur  sont  évidemment  iufinimeut  petites,  car  la  diffé- 
rentielle ne  devient  pas  infinie.  Bornons-nous  donc  à  calculer  les  intégrales  de  la 
forme 

dz 


,A 


-a-^^-iY 


En  nommant  p  le  rayon  du  cercle,  la  valeur  de  z  relative  à  l'un  des  points  du 
cercle  est  évidemment 

-z  =  a  H-  (3  sf^j  +p  (cos9  H-  <^—i  sincp), 

et  pour  faire  décrire  au  point  correspondant  la  circonférence  du  cercle,  il  faut  faire 
varier  9  de  zéro  à  271;  l'intégrale  est  donc  égale  à 

f  ^^  p(— sinon- i/^coso)    ,  i     T^^    , —  r        ,  , 

/        -77 y=^. — vr«^9  =  r*zT/        v/— I  [cos(/r-i)cp-v/-i  sin(A-- 1)91^9. 

J^        pHcoscp  +  ^— I  smcp)*  P*  Vo  ^^     ■ 

Lorsque  k  est  différent  de  l'unité,  cette  intégrale  est  nulle,  mais,  en  supposant 
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k=  \y  elle  se  réduit  à 


(0 

On  a  donc 

(2) 


Jf^2  7r     . 

\l — 1  (/cp  =  2Tr  V  —  I. 
0 

1  (f(z)dz  =  2-A„_,  v^— 1, 


A,i_t  étant  le  coefficient  de ^ — -.=  dans  le  développement  de  la  fonction 

Z-OC-^\/-I  '' 

o{z),  c'est-à-dire  (I,  434)  le  résidu  de  'Si{z)  relatif  à  a  +  [t>^'^. 

Si  le  point  qui  représente  z  parcourait  la  circonférence  en  sens  inverse,  l'in- 
tégrale (i)  serait  égale  à  —2n\/—.ï.  Dans  chaque  application  du  théorème  pré- 
cédent, il  faut  tenir  compte  de  cette  remarque  en  examinant  dans  quel  sens  doit 
se  fîîire  l'intégration  qui  représente  la  différence  cherchée. 

345.  Nous  avons  exclu,  dans  la  démonstration  précédente,  le  cas  où  le  contour 
qui  dirige  l'intégration  passe  par  l'un  des  points  critiques  pour  lesquels  la  fonc- 
tion est  infinie.  L'intégrale,  dans  ce  cas,  n'a  pas  en  général  de  valeur  déterminée, 
Cauchy  y  applique  néanmoins  ses  théorèmes  en  remplaçant  l'intégrale  par  la  valeur 
qu'il  a  nommée  (130)  la  valeur  principale. 

Soit  0  le  point  critique;  la  valeur  principale  de  l'intégrale  prise  le  long  du 
contour  POQ  est,  d'après  la  définition  de  Cauchv,  la  limite  de  la  somme  des  deux 


intégrales  prises  le  long  de  PI  et  le  long  de  TQ,  lorsque  les  arcs  égaux  10,  01' 
décroissent  indéfiniment.  Elle  diffère  donc  de  l'intégrale  prise  le  long  du  contour 
PIMI'Q  par  l'intégrale  prise  sur  la  demi-circonférence  IMI',  c'est-à-dire  (344) 
nA\J—i,  moitié  de  la  variation  totale  27tAs/— 7,  qui  se  produit  quand  le  contour 
en  se  déformant  traverse  le  point  critique. 

Détermination  de  quelques  intégrales  définies. 

34G.  Considérons,  pour  appliquer  les  résultats  précédents,  la  différentielle 

/  s  e"\'-'  dz 

où  a  désigne  un  nombre  réel  et  positif. 

39'. 
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Intégrons  d'abord  cMitre  les  limites  z=.~-co,  z  =  -^oo  ,  le  lonff  d'un  cercle  de 


rayon  infiniment  grand  ayant  pour  centre  l'origine  des  coordonnées.  Il  faut  poser 

.r  =  Rcos9, 
yz=:\{  silicp, 

et  faire  varier  «p  de  la  valeur  tt  à  la  valeur  zéro.  L'intégrale  sera 

TT  ^'+ R'(cos2tp  +  ^/— I  sinaiy) 

a  étant  positif  ainsi  que  sin^,  l'exponenlielle  e-"^^^^?  (h\\cni  nulle  pour  les  va- 
leurs infiniment  grandes  de  R.  Le  module  du  produit  des  fractions  qui  le  multi- 
plient n'étant  pas  infini,  l'intégrale  est  évidemment  nulle. 

L'intégrale  prise  pour  les  valeurs  réelles  de  z,  c'est-à-dire  le  long  de  l'axe  des  X, 
est  égale  par  conséquent  à  l'intégrale  prise  autour  du  cercle  infiniment  petit  décrit 
autour  du  point  qui  correspond  à  la  valeur 

z  =  b  V -^, 
pour  laquelle  la  différentielle  est  infinie.  Or  on  a 


6^+2^       {z  +  bs/-i){z~b^~i)'' 
le  résidu  correspondant  à  la  valeur  b  y —7  de  z  est  ici 


g-ab 

•ib\'~\ 
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On  n  donc 

(3) 


L 


TZfi-"'' 


et,  en  séparant  dans  le  premier  membre  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire, 


(4) 

(5) 


£ 
£ 


cos  az 
sin«2 


dz  =  ~  e-"'', 


b 
dz  =  o. 


La  seconde  de  ces  formules  est  évidente  et  la  première  a  été  démonirée  (250). 
347.  Considérons  en  second  lieu  la  différentielle 


dz, 


on  verra,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  a  étant  positif  l'intégrale  est  nulle  le 
long  de  la  demi-circonférence  de  rayon  infiniment  grand  décrite  de  l'origine 
comme  centre  et  du  côté  desj  positifs.  Si  l'on  intègre  le  long  de  l'axe  des  X,  en 
remplaçant  seulement  par  une  demi-circonférence  infiniment  petite  la  partie  qui 
contient  le  point  critique  placé  à  l'origine,  on  aura  donc  le  même  résultat,  et  l'on 
peut  écrire 


(6j 


'A     ga:ry/-i 


Remplaçons  dans  la  première  et  la  troisième  intégrale  e^-'V-'   par  la  valeur 
cosax  4-  V  -  1  sinax;  remarquons  que  les  deux  intégrales  réelles  sont  évidemment 
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égales  et  de  signes  contraires,  et  que  — ^—  n  étant  pas  intini  avec  x,  la  suppres- 

dx  le  long  du  diamètre  inhniment  petit  AB  est  insigni- 
fiante, et  nous  aurons 

(  7  )  V      ^  /        "•^'  +  I  — 7~  "^  —  °* 


Mais  |our  les  points  du  cercle  AMB  on  peut  écrire  e"^v-<  =  i,  et  par  consé- 
quent (334) 

/AMli    aj^Tl  

—--  ch=  -t:s/—i; 

donc  en  tin 

X^  sina.r   , 

comme  il  a  été  précédemment  trouvé. 

348.  La  méthode  précédente,  qui  est  extrêmement  féconde,  constitue  une  des 
belles  découvertes  de  Cauchy.  Donnons-en  encore  une  application. 

Considérons  la  différentielle ?  a  désiejnant  un  nombre  positif  moindre  que 

l'unité.  La  valeur  initiale  de  z  étant  réelle  et  infiniment  grande  —  R,  prenons 

(  —  R)"-'  =  R"-'  [cos(«  —  1)7:  +  v^—  I  sin  (a  —  i) 7r] , 

R''-*  étant  réel.  Si  le  contour  suivi  ne  pénètre  pas  au-dessous  de  l'axe  des  x,  on 
verra  aisément  que,  pour  les  valeurs  réelles  et  positives  de  z,  z""-*  sera  réel. 

L'intégrale  prise  le  long  de  la  demi-circonférence  de  rayon  infiniment  grand  R 
sera,  cette  fois  encore,  égale  à  zéro. 

La  différentielle  présente  deux  points  critiques  qui  correspondent  à  2  =  —  1  et  à 
z  =  o,  mais  il  nous  sera  inutile  d'avoir  égard  au  second  qui  ne  sera  pas  franchi, 
parce  que  l'intégrale  relative  à  un  demi-cercle  infiniment  petit  qui  serait  décrit 
autour  de  lui  pour  l'éviter  est  évidemment  infiniment  petite.  Le  demi-cercle  de 
rayon  infini  peut  donc  être  réduit  à  l'axe  des  X,  dont  une  portion  infiniment  petite 
seulement  sera  remplacée  par  un  demi-cercle  décrit  autour  du  point  dont  l'ab- 
scisse est  —  I . 
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L'intégrale 

J  1  +  ^ 


prise  le  long  de  la  ligne  -XAMBX,  qui  se  compose  de  la  portion  XA  de  l'axe 


desX,  du  demi-cercle  infiniment  petit  AMB  décrit  autour  du  point  dont  l'abscisse 
est  —I  et  de  la  ligne  BX  prolongée  jusqu'à  un  point  infiniment  éloigné  X,  est 
donc  aussi  égale  à  zéro,  et  l'on  a 


/>A  r»o 

Si  dans  les  intégralesj       et  j     on  remplace  a- qui  est  négatif  par  ~x,  et  x""-'  par 

x<'-'[cos(«—  i)7r+  v''3Tsin(a  — i)7r], 
la  somme  de  ces  intégrales  prendra  la  forme 

/r[cos(a—  Otth-  y^— 7sin(a—  1)71], 

k  étant  un  facteur  réel  que  nous  n'avons  pas  besoin  de  connaître. 
L'intégrale 


AMB  ^„_, 


/AIMB     , 
I  +  z 

est  égale  (345}  à 

~TisJ—i  [cos(«— i)7r+ v/^sin(«— i)7r], 
et  l'on  a  par  conséquent 

'i3)  /r[cos(«  — 1)7:+ v/^sinCrt— i)7r] 

—  TzsJ—i  [cos(a-  i)7T+  y^:r7sin(rt  — 1)7:]  +  H -f^^dx  =  o 

Multiplions  par  [cos(-a7r)  +  v3Tsin(-rt7r)],  il  viendra 

-ff  +  n^^-j-  [cos(-a7r)  +  y/ZTT  sin(- a;:)]    H  ^^^jx  =  o. 

I/o  i~  ^ 
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et,  en  égalant  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  sj—i, 

(14)  /      -- — dx  =  - , 

,  cosar. 

—  Il  +  Ti  —. =  o, 

sinaTT 


langav: 
k  est,  on  le  voit  aisément,  la  valeur  principale  (130)  de  l'intégrale  infinie 


dx. 

X 


Nombre  des  racines  d'une  équation  dans  l'intérieur  d'un  contour  donné. 

349.  Soit  9(2)  une  fonction  bien  définie  de  la  variable  z  qui  devienne  infinie 
pour  n  valeurs  de  z  correspondant  aux  points  A,,  A2,...,  A„  intérieurs  au  contour 

fermé  MNP.  On  a  vu  (339)  que  si  l'on  calcule  l'intégrale     (p{z)dz  le  long  du 

contour  MNP,  puis  le  long  de  n  contours'  de  forme  et  de  dimensions  arbitraires 
décrits  autour  de  chacun  des  points  A,,  Aj,...,  A„  et  n'en  contenant  chacun  qu'un 
seul,  la  somme  de  toutes  ces  intégrales  sera  nulle,  pourvu  que  les  contours  inté- 
rieurs soient  parcourus,  comme  l'indiquent  les  flèches  de  la  figure,  dans  un  sens 
opposé  à  celui  du  contour  total  qui  les  contient. 


Les  intégrales  relatives  à  deux  contours  parcourus  en  sens  opposé  étant  égales 
et  de  signes  contraires,  on  peut  énoncer  le  théorème  en  disant  que  l'intégrale  rela- 
tive au  contour  MNP  est  égale  à  la  somme  des  intégrales  relatives  aux  contours 
intérieurs  pris  dans  le  même  sens  que  lui. 

■yj—.  dz,  Y[z)  étant  le  premier  membre 
de  l'équation 

F(2)  =  0, 
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dont  nous  voulons  compter  les  racines  et  que  nous  supposerons  seulement  bien 
déterminée,  finie  et  continue  ainsi  que  sa  dérivée  pour  toute  valeur  de  z.  Les  seuls 

points  pour  lesquels  la  fonction  ~p^  V^^^  devenir  infinie  sont  ceux  qui  corres- 
pondent aux  racines  de  Y[z)  =  o,  et  réciproquement  à  chaque  racine  correspond 
un  tel  point.  Soit  en  effet  z  =  o^-^^j  y/— i  une  racine  de  degré  de  multiplicité  /?, 
c  est-à-dire  supposons  que  l'on  ait 

F(zj  =  (2-a-[3v/-i'j''(p(z), 

(q{z)  étant  une  fonction  finie  et  continue,  ainsi  que  sa  dérivée,  pour  la  valeur 
;:  =  a  +  jS  y/— I ,  nous  aurons 

F'(2)  =:  />  (2  -  a  -  [3  i-l)''"'  <^iZ)+{z-  a-p  \f-l)''  0'{Z), 

et,  en  divisant  le  premier  membre  par  F(^)  et  le  second  par  le  produit  qui  lui  est 

égal, 

V'{z) p ^  9j^) , 

¥{z)  "~2_a_p^=r7        9iz)' 

Pour  calculer  l'inlégrale  autour  d'un  cercle  infiniment  petit  ayant  pour  centre 

o'  l  ~ 

le  point  qui  correspond  sl  z  =  a -h  ^  s/—  i  ,  on  peut  négliger  la  fonction  -^   qui 

est  finie,  et  l'intégrale  est  par  conséquent  (344)  égale  à  inp  \f—  i;  la  somme  des 
intégrales  prises  le  long  des  petits  cercles  qui  entourent  les  points  correspondants 
aux  racines  est  par  conséquent  égale  au  produit  de  271  \J ~  i  par  le  nombre  total 
des  racines,  dans  lequel  la  racine  de  degré'de  multiplicité  p  est  comptée/)  fois;  et 
par  conséquent  enfin  le  nombre  des  racines  correspondant  à  des  points  intérieurs 
au  contour  est  représenté  par 

'F'(2) 


1        r  b'iz 

't^JÎtJ    FU 


dz^ 

) 

l'intégrale  étant  prise  le  long  du  contour  MNP. 

Pour  faire  usage  de  ce  théorème  très-remarquable  dû  a  Caucliy,  il  nous  reste  à 
examiner  le  moyen  de  calculer  cette  intégrale. 

On  a 

F' (2 


/ 


F(.,''--'""(^*- 


et  en  posant 

P 


l¥[z)^  -  /(P=4-Q';  H-  y  — I  arclang 


2 


0 


I.    Cal,-,  iiit.  f{0 
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Le  terme  -/(p2+  Q2)  étant  bien  déterminé  pour  chaque  point  du  contour,  et 

reprenant  la  même  valeur  après  un  tour  accompli,  donnera  évidemment  zéro 
pour  résultat.   Pour  calculer  la  portion  de  l'intégrale  qui  correspond  au  terme 

P 

V— larctang^,  partageons  le  contour  total  en  un  certain  nombre  d'arcs  dans 

l'intérieur  de  chacun  desquels  ^  ne  devienne  pas  infini,  en  prenant  pour  points  de 
division  ceux  pour  lesquels  on  a  Q  =  o.  ^ ,  dans  chacun  de  ces  intervalles,  passera 
de+Gcà+cc,  de  — coà— oo,  de  — coà-4-oooude+coà  — co;  dans  les 
deux  premiers  cas,  l'accroissement  de  arc  tang^  est  évidemment  nul;  il  est tt  dans 
le  troisième  et  —  7:  dans  le  quatrième.  La  moitié  de  l'excès  du  nombre  des  arcs 
de  la  troisième  espèce  sur  ceux  de  la  quatrième  représente  donc  le  nombre  des 


racines. 


350.  Supposons,  par  exemple,  que  le  contour  soit  un  cercle  de  rayon  infiniment 
grand  p  décrit  de  l'origine  comme  centre,  et  soit 

F{z)  =  z"'-hA,  2'"-'  +  A.  2'"-^  + .  . .  +  A„, 

A,,  A2, . . . ,  A„  étant  des  constantes  réelles. 
On  a 

p  =  p'"  ces  m  w  +  A,  p'"-'  ces  (  m  —  i  )  w  + .  . .  +  A,„ , 
Q=:p"'sinmw-f  Aip""-' sin(m  — i)co +..  .  + A„_,psin6j, 

et  p  étant  infiniment  grand,  les  deux  seconds  membres  peuvent  être  réduits  à 
leurs  premiers  termes,  et  par  conséquent  Q  est  nul  pour  les  valeurs  de  w  infiniment 

peu  différentes  de  o,  ^'^^'•••,  ^^t:,...,  ^^■"'~'^t:;  et  l'on  a  ainsi  ^m'inter- 


valles  dans  chacun  desquels  ^  passe  de  -  ce  à  +  oo  .  Le  nombre  des  racines  est 
par  conséquent  égal  km. 

Intégrales  des  fonctions  susceptibles  de  plusieurs  valeurs. 

351.  Les  différentielles  considérées  dans  les  exemples  précédents  n'avaient 
qu'une  seule  valeur  possible  pour  chaque  valeur  de  la  variable,  et  lorsque  le  che- 
min qui  règle  l'intégration  en  se  déformant  d'une  manière  continue  franchit  un 
point  critique,  la  variation  de  l'intégrale,  due  tout  entière  aux  éléments  qui  dans 
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un  intervalle  infiniment  petit  ont  acquis  une  valeur  infinie,  est  égale  (344)  à  l'inté- 
grale relative  à  un  cercle  infiniment  petit  décrit  autour  du  point.  Mais  les  choses, 
dans  certains  cas,  se  passent  tout  autrement.  Soit  l'intégrale 


x 


b 


les  limites  «  et  ^  correspondant  aux  points  P  et  Q.  Supposons  que  la  courbe  le 
long  de  laquelle  on  intègre  traverse  en  se  déformant  un  des  points  critiques  rela- 
tifs à  la  fonction  (p(^),  et  cherchons  quelle  variation  en  résultera  pour  l'inté- 
grate. 

Le  problème  est  très-différent  de  celui  qui  a  été  résolu  (344).  La  valeur  de  9 (s) 
n'étant  plus  pour  chaque  valeur  de  z  unique  et  indépendante  de  la  route  suivie 
parle  point  qui  représente  z,  une  cause  nouvelle  de  changement  se  produit  pour 
altérer  bien  plus  profondément  le  résultat.  Dans  le  cas  traité  (344),  l'intégrale 


X 


9(2)  dz 


pouvait,  par  un  choix  nouveau  de  la  courbe  le  long  de  laquelle  se  fait  l'intégra- 
tion, recevoir  un  accroissement  constant  dont  nous  avons  calculé  l'expression, 
mais  la  forme  de  la  fonction  reste,  à  cela  près,  toujours  la  même.  Les  éléments 
des  intégrales  correspondant  à  deux  contours  voisins  diffèrent  infiniment  peu  les 
uns  des  autres,  et  si  les  contours,  après  s'être  séparés,  se  réunissent  dans  une  por- 
tion de  leur  cours,  les  éléments  relatifs  à  la  portion  commune  sont  les  mêmes  dans 
les  deux  cas.  Il  en  est  tout  autrement  dans  l'hypothèse  actuelle.  Si  l'on  considère 
deux  contours  infiniment  voisins,  tels  que  PMINQ,  PiAII'NQ,   comprenant  entre 


eux  le  point  critique  A,  les  deux  intégrales,  identiques  pour  la  portion  qui  corres- 
pond à.PM,  diffèrent  non-seulement  parce  que  dans  l'une  les  éléments  relatifs  au 
contour  MIN  remplacent  ceux  qui  dans  l'autre  sont  relatifs  à  MI'N,  mais  encore 
parce  que,  entre  les  points  N  et  Q,  les  valeurs  de  la  différentielle  (j^{z)dz  sont, 
dans  les  deux  cas,  très-différentes. 

352.  Considérons,  par  exemple,  l'intégrale  j\  i  —  z'-dz,  et  soit  A  le  point  cri- 
tique correspondant  à  :;  =  i ,  pour  lequel  les  deux  valeurs  de  la  fonction  y  i  —  :;=* 

/40. 
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sont  égales  et  peuvent  se  changer  l'une  dans  l'autre.  Soit  B  le  point  correspondant 


à  :;  =  2,  et  considérons  les  deux  intégrales  relatives  aux  deux  contonrs  OPIQB, 
OPrQB;  elles  ont  la  partie  commune 


Jo 


Mais  il  résulte  des  explications  données  (I,  373)  qu'en  suivant  à  partir  de  P  les 
deux  chemins  PIQ  et  Pl'Q  pour  parvenir  en  Q,  on  y  trouvera  pour  le  radical  deux 
valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  en  sorte  que  l'intégrale 

/.  OB 

/       sji-z^dz, 
Joq 

qui  forme  la  partie  imaginaire  des  deux  expressions  considérées,  aura  dans  l'une 
et  dans  l'autre  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires.  Quant  aux  portions  rela- 
tives aux  contours  PIQ,  PFQ,  elles  sont  infiniment  petites  et  négligeables  si  le 
cercle  PIQF  est  infiniment  petit. 

353.  Pour  étudier  les  valeurs  diverses  de  l'intégrale  /    o[z)dz  dans  le  cas  où 

la  fonction  o[z)  est  mal  déterminée,  M.  Puiseux  a  proposé  une  classification  ingé- 
nieuse et  fort  utile  des  divers  chemins  qui,  entre  les  deux  points  qui  représentent 
les  limites  a  et  z,  peuvent  donner  lieu  à  des  intégrales  distinctes. 

Soient  A  et  Z  les  points  extrêmes  qui  représentent  les  limites  de  l'intégrale  et 
C,,  Co,...,  C„  les  points  critiques  dont  la  rencontre  peut  faire  naître  un  change- 
ment dans  l'intégrale,  lorsque  le  contour  qui  réunit  A  à  Z  franchit  l'un  d'entre  eux 
en  se  déformant.  M.  Puiseux  nomme  contour  élémentaire  le  contour  parcouru  par 
un  point  qui,  partant  de  A,  se  dirige  vers  un  des  points  critiques,  décrit  autour  de 
lui  un  cercle  infiniment  petit,  et  revient  en  A  en  suivant  la  ligne  qui  l'a  amené. 
Il  est  aisé  de  voir  que  tout  contour  commençant  en  A  et  finissant  en  Z  peut  être 
remplacé  par  la  réunion  de  plusieurs  contours  élémentaires  successivement  par- 
courus, auxquels  on  adjoindra,  pour  terminer,  la  droite  OZ,  et  qu'une  telle  substi- 
tution peut  se  faire  sans  qu'il  en  résulte  de  changement  pour  l'intégrale. 
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Considérons  en  effet  un  til  flexible  dont  une  extrémité  soit  fixée  en  A,  et  qui, 
plié  suivant  la  ligne  qui  dirige  l'intégration,  aille  passer  dans  un  anneau  placé  en  Z. 
On  peut,  on  le  sait,  changer  la  forme  de  ce  fil  sans  altérer  l'intégrale,  pourvu 
que,  conservant  les  mêmes  extrémités  A  et  Z,  il  ne  franchisse  en  se  déformant 
aucun  des  points  critiques.  On  peut  aussi  adjoindre  au  chemin  considéré,  quel  qu'il 
soit,  un  chemin  quelconque  deux  fois  parcouru  en  sens  opposé  partant  de  l'un 
quelconque  des  points  du  contour  et  y  revenant, /?oar^a  qu'il  introduise  dans  l'in- 
tégrale des  éléments  qui  se  détruisent  deux  à  deux. 

Ceci  étant  rappelé,  supposons  que  l'on  implante  sur  chacun  des  points  critiques 
C,,  Co, . . . ,  C„  une  tige  matérielle  qui  empêche  le  fil  de  la  franchir,  et  que  l'on  tire 
ensuite  celui-ci  à  travers  l'anneau  Z,  de  manière  à  le  raccourcir  autant  que  pos- 
sible en  le  réduisant  à  une  série  de  lignes  droites  réunissant  les  points  critiques  ou 
seulement  quelques-uns  d'entre  eux,  autour  desquels  il  pourra  faire  un  non)bre 
quelconque  de  circonvolutions.  Supposons  qu'à  partir  de  A  le  chemin  ainsi  réduit 
se  dirige  d'abord  vers  le  point  critique  C,  ;  deux  cas  peuvent  se  présenter  :  ou  il 
s'appuie  sur  lui  simplement,  ou  bien,  avant  de  le  quitter,  il  ftùt  autour  de  lui  un 
ou  plusieurs  tours.  Dans  le  premier  cas,  le  chemin  ayant  la  forme  ACjCa  peut  être 


cr 


remplacé  par  un  contour  élémentaire  décrit  autour  du  point  C,,  suivi  d'un  chemin 
direct  dirigé  vers  C2  et  laissant  C,  à  sa  gauche.  Si  le  fil  avant  de  quitter  C,  fait  au- 
tour de  lui  n  circonvolutions,  on  peut  remplacer  la  portion  AC,Co  par  n  4- 1  con- 
tours élémentaires,  suivis  d'un  chemin  direct  qui  va  de  A  vers  C2  en  laissant  C,  à 
sa  gauche.  Et  j'entends  par  là  que  ces  deux  chemins  peuvent  être  réduits  l'un  à 
l'autre,  comme  l'on  s'en  assure  à  la  simple  vue,  sans  qu'il  y  ait  nécessité  de  faire 
franchir  à  l'un  d'eux,  en  le  déformant  d'une  manière  continue,  aucun  des  points 
critiques  C,  et  C2,  et  en  évitant,  bien  entendu,  la  rencontre  des  autres  points  cri- 
tiques qui  peuvent  se  trouver  sur  le  plan. 

Le  fil,  se  dirigeant  ensuite  vers  un  troisième  point  C3,  pourra  être  remplacé  de 
même,  dans  la  portion  AC2C3,  par  un  certain  nombre  de  contours  élémentaires 
décrits  autour  de  Co,  suivi  d'une  ligne  se  rendant  directement  vers  C3  et  laissant  C, 
et  Ci  à  la  gauche,  sans  comprendre  entre  elle  et  ACiCgC^  aucun  autre  point  cri- 
tique. 

L'application  répétée  de  cette  méthode  permettra,  comme  on  l'a  annoncé,  de 
remplacer  le  chemin  proposé,  quel  qu'il  soit,  par  une  série  de'conlours  élémen- 
taires auxquels  on  adjoindra  un  dernier  chemin  allant  directement  de  A  en  Z. 
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354.  Suivons  les  conséquences  des  considérations  précédentes  dans  l'étude  de 


l'intégrale 


v/' 


dz 

■  =.  arcsinz. 


Admettons  que  pour  la  valeur  initiale  ^  =  o  on  prenne  y/ 1  —  2^  =4-  i;  si, 
partant  de  l'origine  des  coordonnées,  le  point  qui  représente  z  suit  une  courbe 
donnée  quelconque,  les  valeurs  successives  des  radicaux  sont  déterminées  (I,  373) 
par  la  loi  de  continuité.  Les  points  critiques  correspondent  ici  aux  valeurs  2  =  d=  i 
et  sont  tous  deux  situés  sur  l'axe  des  X  de  part  et  d'autre  de  l'origine. 


Les  contours  élémentaires  sont  AIKFIA  et  AGLG'GA.  Un  chemin  quelconque 
partant  de  A  et  se  terminant  en  Z  peut  être  remplacé  par  une  série  de  contours 
élémentaires  successivement  parcourus,  auxquels  on  adjoint,  pour  terminer,  la 
droite  AZ.  Lorsque,  partant  du  point  A,  en  adoptant  pour  le  radical  la  valeur  +  i, 
le  point  qui  représente  z  parcourt  la  droite  AI,  si  l'on  nomme  s  le  rayon  de 
cercle  CJ,  la  valeur  du  radical  lorsqu'on  arrive  en  I  est  évidemment  +  \'i  —  s-; 
mais  quand  en  faisant  tourner  le  point  directeur  autour  du  petit  cercle  on  l'aura 
ramené  en  I,  le  radical  aura  pris  la  valeur  —  y/i  —  s^ .  On  a,  en  effet, 

s/i-~z''=\/i  —  z\/i-hz; 

les  deux  valeurs  de  \/T-hz  n'étant  pas  infiniment  voisines  ne  peuvent  évidemment 
pas  s'échanger  l'une  dans  l'autre  par  suite  du  chemin  infiniment  petit  qui  a  été 
parcouru;  mais  celles  de  sji  —  z  au  contraire  s'échangent  à  la  suite  de  la  rotation 
du  point  qui  représente  z  autour  du  point  critique  G,.  Le  point  directeur  partant 
de  1  pour  revenir  en  A  et  achever  le  contour  élémentaire,  le  radical  ayant  pour 
valeur  initiale  —  y/ 1  —  s.''  et  variant  d'une  manière  continue,  sera  constamment  né- 
gatif et  aura  pris,  lors  du  retour  en  A,  la  valeur  —  i ,  égale  et  de  signe  contraire  à 
celle  qu'il  avait  au  départ.  Le  parcours  du  contour  élémentaire  correspondant  au 
point  C2  change  également  et  pour  les  mêmes  raisons  le  signe  de  la  fonction.  Il 
résulte  de  là  qu'un  même  contour,  parcouru  successivement  un  nombre  pair  de 
fois,  n'amènera  dans  l'intégrale  que  des  éléments  qui  se  détruisent  deux  à  deux, 
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et  comme  la  fonction  retrouvera  en  A  la  valeur  primitive,  les  autres  éléments  res- 
teront les  mêmes  et  ces  contours  élémentaires  pourront  être  supprimés. 

Dans  le  chemin  le  long  duquel  on  intègre,  on  doit,  d'après  cela,  supposer  que 
les  deux  chemins  élémentaires  soient  toujours  alternativement  parcourus,  chacun 
d'eux  pouvant  l'être  un  nombre  quelconque  de  fois,  mais  jamais  deux  fois  de 
suite. 

Cherchons  la  portion  de  l'intégrale  relative  à  l'un  de  ces  contours.  La  portion 
relative  à  AI  est  évidemment 

arcsin(i  —  e)  —  arcsino; 

elle  diffère  infiniment  peu  de  -^  celle  qui  se  rapporte  au  contour  du  cercle  inlini- 

ment  petit  est  elle-même  infiniment  petite.  On  a,  en  effet,  pour  un  point  de 
cercle 

2  =  I  H- c(cos9  H- y/— I  sin9),     dz  =  e\/—i  d(^{coscj)  -h  \J—i  slncf), 

/dz      __  T"*"^  £  v/— I  (coscp -I- v/— I  sin9)  , 

yï  — -2"      J—j:    \/[2  +  e(coscp  +  v^— I  sintp)]  (— e)  (cos©  +  y/— I  sin9) 

et  l'on  voit  que  l'élément  de  l'intégrale  contient  sJî.  en  facteur. 

L'intégrale  relative  à  lA  est  égale  enfin  à  celle  qui  se  rapporte  à  Al  et  de  même 

signe,  puisque  les  facteurs  dz  et  -7=r — -  changent  désigne  en  même  temps  quand 

on  passe  de  l'une  des  intégrales  à  l'autre. 

L'intégrale  relative  au  premier  contour  élémentaire  est,  d'après  cela,  égale  à  n, 
lorsque  la  valeur  initiale  du  radical  est  +  j  ;  elle  serait  —n  dans  le  cas  contraire. 
L'intégrale  relative  au  second  contour  est  —  n  dans  le  premier  cas  et  -+-  tt  dans  le 
second. 

Cela  posé,  si  l'on  commence  à  faire  parcourir,  au  point  qui  représente  z,  n  fois 
chacun  des  deux  contours  élémentaires,  en  passant  alternativement  de  l'un  à  l'autre, 
l'intégrale  relative  à  l'un  de  ces  contours  sera  ±  inn,  selon  qu'on  aura  commencé 
par  celui  de  droite  ou  par  celui  de  gauche;  et  si  l'on  prend  n  +  i  fois  le  premier  et 
n  fois  seulement  le  second,  elle  sera  ih  (2/1+  i)  tt.  En  nommant  u  l'intégrale  prise 
le  long  de  KL,  lorsque  la  valeur  initiale  du  radical  est  4-  i,  et  —  w,  par  consé- 
quent, lorsque  cette  valeur  est  —  i,  ce  qui  aura  lieu  après  le  parcours  de  2/i  +  1 
contours,  les  valeurs  que  peut  prendre  l'intégrale  sont 

±2/17:  +  u, 

±(2/14-1)-  —  //, 
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ce  qui  est  précisément  l'expression  générale  des  arcs,  dont  le  sinus  est  égal  à 


sin/f. 


355.  La  fonction  arcsin^,  considéiée  comme  l'intégrale 

dz 


L 


o    s/ï  — 


M, 


est,  on  vient  de  le  voir,  une  fonction  mal  définie  qui,  pour  chaque  valeur  de  z, 
peut  acquérir  une  infinité  de  valeurs  distinctes.  Mais  si  l'on  considère  u  comme  la 
variable,  la  fonction  inverse 

z  =  sinu 

est  au  contraire  bien  définie.  11  importe  d'en  expliquer  la  raison.  Les  variables  z 
et  u  recevant  simultanément  des  valeurs  représentées  par  deux  points  du  plan,  il 
faut,  pour  étudier  leur  dépendance,  suivre  leurs  mouvements  simultanés.  Rappor- 


G} 


\Qr 


tons-les,  pour  plus  de  simplicité,  à  des  axes  différents  OY,  OX  pour  z,  O'Y',  O'X' 
pour  u.  L'équation 


dz        I 

montre  que  les  points  critiques  de  la  fonction  z,  s'ils  existent,  doivent  correspondre 
a  2  —  ±1,  et  par  conséquent,  d'après  l'étude  faite  précédemment,  à  m=  (2^+  i)  -• 
Soit,  par  exemple. 


u  =  -, 
2 


représentés  respectivement  sur  la  figure  par  les  points  P  et  Q.  Supposons  que  le 
point  qui  représente  z  tourne  autour  de  P  sur  un  cercle  infiniment  petit  de  rayon  p  ; 
cherchons  le  mouvement  correspondant  du  point  qui  représente  u.  Nous  devons 
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poser 

z  =  I  4-  p  (coscp  +  y/ — I  sincp), 

fi?2  =  p  y'— I  (coscp  +  y/— I  sin9)  </(p, 
et,  puisque  p  est  infiniment  petit,  en  remplaçant  i  4-  z  par  2, 

\  —  z''  =  (i  —  z){i  -h  z)  =  —  2p(cos9  +  y/— I  5109)  =  2p[cos(9  +  7:)  H-  y/—  I  sin'9  +7:)] , 

et  par  conséquent 

«  =  V^^  l^sin  (^^^^j  -  v'=^cos  ^?^j  J  +  C; 

la  constante  G  est  évidemment  égale  à  -•  11  est  clair  que  9,  variant  de  zéro  a  in, 

le  point  qui  représente  u  décrit  une  demi-circonférence  de  rayon  \l2p  autour  du 
point  Q;  et  Ton  voit  que  z  reprenant  sa  valeur  primitive  après  avoir  fait  un  tour 
entier,  u  ne  reprend  pas  la  sienne,  et  c'est  pour  cela  que  u  est  une  fonclion 
mal  définie.  Mais  si,  au  contraire,  u  fait  un  tour  entier  sur  le  cercle  de  rayon  \  2p, 
le  point  qui  représente  z  fera  deux  tours  sur  le  cercle  de  rayon  p,  et  :;,  considéré 
comme  fonction  de  u,  reprend  sa  valeur  prirtnitive  lorsque  u  tourne  autour  du 
point  Q,  qui,  par  conséquent,  n'est  pas  un  point  critique. 

Système  de  représentation  de  Riemann. 

356.  L'étude  des  fonctions  imaginaires  et  de  l'influence  du  contour  adopté  sur 
le  résultat  de  l'intégration  est  fondée  tout  entière,  comme  on  l'a  vu,  sur  l'examen 
des  diverses  valeurs  qu'une  même  fonction  peut  acquérir  pour  une  valeur  donnée 
de  la  variable.  Le  système  adopté  par  Cauchy  et  les  développements  de  M.  Puiseux 
sur  les  contours  élémentaires  forment  un  ensemble  aussi  clair  que  satisfaisant. 
Un  géomètre  d'un  rare  mérite,  trop  tôt  enlevé  à  la  science,  M.  Riemann,  a  proposé 
cependant  un  mode  de  représentation  nouveau,  qui,  dans  plusieurs  recberches 
importantes,  a  été  préféré  depuis  et  dont  nous  devons  faire  connaître  le  principe. 

La  représentation  d'une  fonction  9(2)  doit  fournir  pour  cbaque  valeur  de  :;  la 
valeur  correspondante  de  la  fonction,  et  comme,  d'après  les  conventions  de  Gauss 
et  de  Cauchy  adoptées  aussi  par  Riemaan,  chaque  valeur  «  + 6  y  — I  de  :;  est  repré- 
sentée sur  un  plan  par  le  point  dont  a  et  b  sont  les  coordonnées  rectangulaires, 
on  doit  concevoir  qu'à  chaque  point  du  plan  soit  attachée  en  quelque  sorte  la 
valeur  correspondante  de  la  fonction.  Si  cette  valeur  est  unique  et  bien  déter- 

\.    Cale.  f/if.  4l 
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minée,  il  n'v  a  aucune  difficulté,  mais  si  la  fonction  par  sa  définition  comporte 
plusieurs  valeurs,  leur  application  pure  et  simple  à  chaque  point  du  plan  ne  donne 
plus  un  renseignement  suffisant,  car  il  reste  à  décider  dans  chaque  cas  quelle  est 
celle  qu'on  doit  choisir  pour  ne  pas  rompre  la  continuité.  Les  méthodes  de  Cauchy 
et  de  M.  Puiseux  donnent  pour  chaque  chemin  adopté  le  moyen  simple  et  élégant 
de  résoudre  le  prohlème.  Riemann  a  voulu  faire  un  pas  de  plus  en  représentant 
d'avance,  et  matériellement  en  quelque  sorte,  la  solution  relative  à  chaque  cas. 

Considérons,  pour  prendre  l'exemple  le  plus  simple,  la  fonction  sjz,  qui,  pour 
chaque  valeur  de  z,  peut  recevoir  comme  on  sait  deux  valeurs.  Concevons,  pour 
la  représenter,  qu'un  plan  dont  les  points  sont  rapportés  à  deux  axes  de  coordon- 
nées rectangulaires  soit  recouvert  paV  un  second  plan  identique,  dont  chaque  point 
reste  cependant  distinct  de  celui  qu'il  recouvre,  sans  qu'on  puisse  regarder  comme 
pQssible  le  passage  direct  de  l'un  à  l'autre.  Les  deux  surfaces  planes  ne  sont 
pas  pour  cela  complètement  séparées;  elles  sont  réunies  tout  le  long  d'une  ligne 
arbitraire  OP  passant  par  l'origine  et  s'étendant  indéfiniment,  en  se  croisant  en 
quelque  sorte,  de  telle  façon  qu'un  point  qui,  se  mouvant  sur  la  surface  supérieure, 
rencontre  la  ligne  OP  doit,  en  la  franchissant,  passer  sur  la  surface  inférieure,  et 
réciproquement. 


*G 


La  ligne  OP  forme,  on  le  voit,  comme  un  pont  entre  les  deux  surfaces.  Il  est 
aisé  de  voir  qu'en  choisissant  arbitrairement  en  un  point  quelconque,  en  ]M  par 
exemple,  qui  correspond  à  2:=  i,  la  valeur  attachée  au  plan  inférieur,  qui  sera 
par  exemple  —  i ,  et  celle  qui  répond  au  plan  supérieur  qui  sera  4- 1 ,  la  continuité 
donnera,  pour  un  point  quelconque  de  l'un  des  deux  plans,  une  valeur  unique  et 
déterminée  qui  pourra  y  être  attachée  d'avance,  indépendamment  de  la  route 
suivie  pour  y  parvenir,  le  problème  à  résoudre  dans  chaque  cas  n'étant  plus  de 
savoir  quelle  valeur  on  doit  prendre,  mais  quel  est  celui  des  deux  plans  sur  lequel 
on  se  trouve,  c'est-à-dire  si  l'on  a  traversé  la  ligne  OP  en  nombre  pair  ou  impair 
de  fois.  Il  est  clair  en  effet  que  si  l'on  reste  sur  le  même  plan,  c'est-à-dire  si  l'on 
ne  franchit  pas  la  ligne  OP,  les  contours  suivis  ne  pouvant  envelopper  le  point  cri- 
tique 0  sont  transformables  les  uns  dans  les  autres  sans  avoir  à  le  franchir  et  sont 
par  conséquent  équivalents.  Il  est  clair  aussi  que  dans  cette  même  hypothèse,  à 
deux  points  infiniment  voisins  du  même  plan  pris  de  part  et  d'autre  de  OP,  G  et  G' 
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par  exemple,  correspondent  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  de  \z, 
car  sans  cela,  en  adoptant  en  M  une  valeur  de  \Jz  allant  de  M  en  G  sans  franchir  OP, 
puis  directement  de  G  en  G'  et  revenant  de  là  en  M,  encore  sans  franchir  OP,  on 
retrouverait  en  JM  la  valeur  primitive  de  \z,  ce  qui  ne  peut  pas  être  puisque  le 
contour  ainsi  défini  enveloppe  une  fois  le  point  0.  Il  est  évident  enfin  que  pour  les 
points  superposés  des  deux  plans  les  valeurs  sont  égales  et  de  signes  contraires; 
elles  le  sont  en  effet  au  point  de  départ  M,  et  si  deux  points  parlent  ensemhle  de  M, 
l'un  sur  le  plan  supérieur,  l'autre  sur  le  plan  inférieur,  en  suivant  d'ailleurs  la 
même  route,  il  est  clair  que  les  valeurs  de  la  fonction  correspondant  à  leurs  posi- 
tions successives  resteront  comme  au  départ  égales  et  de  signes  contraires.  Cela 
posé,  si  un  point  part  de  M  sur  le  plan  inférieur  par  exemple,  la  valeur  corres- 
pondante de  \/z  étant  -f-  i,  tant  qu'il  restera  sur  ce  plan,  c'est-à-dire  tant  qu'il  ne 
franchira  pas  OP,  les  valeurs  de  la  fonction  correspondant  à  ses  positions  succes- 
sives se  succéderont  d'une  manière  continue,  et,  si  la  route  suivie  vient  traverser 
OP,  il  faudra  d'une  part,  d'après  notre  convention,  que  le  point  passe  d'une  sur- 
face dans  l'autre,  et  d'autre  part,  poui^la  continuité,  que  l'on  adopte  précisément 
pour  \/z  la  valeur  relative  à  la  surface  nouvelle  sur  laquelle  le  point  a  passé.  Les 
mêmes  changements  se  faisant  en  même  temps  à  chaque  fois  que  la  ligne  OP  est 
franchie,  il  y  aura  toujours  harmonie  entre  la  situation  du  point,  celle  des  deux 
surfaces  sur  laquelle  il  se  trouve  et  la  valeur  correspondante  de  la  fonction. 

357.  Considérons  en  second  lieu  la  fonction 


V/(2  —  a){z—  b)iz  —  c), 


a,  h,  c  étant  trois  constantes  correspondant  aux  points  A,  B,  C  du  plan. 

Nous  supposerons  encore  deux  plans  superposés  dont  les  points  correspondants 
sont  considérés  comme  entièrement  séparés.  On  suppose  de  plus  une  ligne  arhi- 


G' 
G 


traire  allant  de  A  en  B,  puis  de  B  en  C,  et  se  prolongeant  indéfiniment  à  partir 
de  C.  Commençons  par  étudier  les  valeurs  de  la  fonction  m,  lorsque  le  point  qui 
représente  z  parcourt  un  des  deux  plans  sans  franchir  cette  ligne  ABCK.  Comme 
il  est  impossihle,  en  s'imposant  celle  restriction,  de  décrire  un  contour  qui  enve- 

4i. 
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loppe  un  des  points  critiques  A,  B,  C,  les  chemins  possibles  pour  parvenir  d'un 
point  donné  à  un  autre  sont  tous  équivalents,  et  en  prenant  en  un  point  arbitraire 
de  l'un  des  deux  plans  une  valeur  déterminée  de  u  et  la  valeur  égale  et  de  signe 
contraire  pour  le  point  superposé,  on  aura  pour  chaque  point  de  chaque  plan  une 
valeur  unique  et  déterminée  de  la  fonction,  les  valeurs  qui  correspondent  aux 
points  superposés  étant  évidemment  toujours  inégales.  Il  est  aisé  de  voir  de  plus, 
d'après  les  explications  données  (356),  que,  pour  un  même  plan,  les  valeurs  rela- 
tives à  deux  points  infiniment  voisins  situés  de  part  et  d'autre  de  la  ligne  de  sépa- 
ration sont  égales  et  de  signes  contraires  sur  AB,  égales  au  contraire  et  de  même 
signe  sur  BC,  et  égales  et  de  signe  contraire  au  delà  de  G.  Si  deux  chemins  par- 
tant de  M  conduisent  par  e^^emple,  l'un  en  G,  l'autre  en  G'  sans  quitter  l'un  des 
plans,  et  par  conséquent  sans  franchir  ABCK,  ils  ne  peuvent  faire  prendre  à  la 
fonction  des  valeurs  infiniment  voisines,  car  sans  cela,  en  partant  de  M,  suivant  le 
premier  contour  pour  arriver  en  G,  puis  passant  directement  en  G'  et  revenant 
en  M  par  le  second  contour,  on  y  retrouverait  la  valeur  primitive,  ce  qui  ne  doit 
pas  être  puisque  le  contour  fermé  enveloppe  le  seul  point  critique  A  et  l'enve- 
loppe une  seule  fois.  Des  considérations  toutes  semblables  montrent  que  la  conti- 
nuité n'est  pas  rompue  le  long  de  BC  et  qu'elle  l'est  au  delà  de  C. 

Nous  admettrons  d'après  cela  que  nos  deux  plans  sont  réunis  et  comme  soudés 
l'un  à  l'autre,  en  se  croisant  en  quelque  sorte  le  long  des  lignes  AB  et  CK,  de  telle 
sorte  qu'on  ne  puisse  traverser  une  de  ces  lignes  en  se  mouvant  sur  l'un  des  plans 
sans  passer  sur  l'autre  au  moment  où  on  la  franchit.  Grâce  à  cette  convention,  on 
peut  considérer  la  fonction  u  comme  représentée  sur  ce  double  plan,  de  telle  façon 
qu'à  chaque  point  de  la  double  surface  corresponde  une  valeur  de  u  et  une  seule, 
et  qu'un  mouvement  quelconque  d'un  point  sur  le  plan,  dans  lequel  il  passe  d'une 
surface  à  l'autre,  quand  nos  conventions  l'exigent,  lui  fasse  trouver  pour  la  fonc- 
tion u  une  série  de  valeurs  qui  soient  toujours  celles  qu'on  doit  adopter  pour  res- 
pecter la  continuité. 

358.  La  méthode  de  Riemann  suppose,  on  le  voit,  que  pour  chaque  fonction 
on  détermine  préalablement  le  nombre  des  valeurs  dont  elle  est  susceptible  en 
chaque  point,  pour  concevoir  un  nombre  égal  de  feuilles  superposées  sur  lesquelles 
on  le  représente, en  établissant  entre  elles  des  soudures  qui,  lorsqu'on  les  rencontre, 
forcent  à  passer  d'une  feuille  sur  l'autre  suivant  des  règles  qu'il  faut  assigner 
chaque  fois  et  dont  l'étude  de  la  fonction,  faite  suivant  les  principes  de  Cauchy, 
rendra  la  recherche  facile. 

Considérons  par  exemple  la  fonction 


v./z  —  a 
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qui,  pour  chaque  valeur  de  z,  a  trois  valeurs  distinctes  m,,  au,,  a?  u,y  a.  étant  la 
racine  cubique  de  l'unité;  il  faut,  pour  la  représenter,  concevoir  trois  feuillets 
superposés.  Soient  A  et  B  les  points  qui  correspondent  à  z  =  «  et  s  =  ^,  et  que 
Caucliy  nomme  les  points  critiques;  on  suppose  une  ligne  ABK  de  direction  et  de 
forme  arbitraire  allant  de  A  en  B  et  s'étendant  ensuite  de  B  jusqu'à  rinfinl. 


G'  H' 


Si  l'on  s'interdit  d'abord  de  franchir  cette  ligne,  on  ne  pourra  tourner  autour 
d'aucun  des  deux  points  critiques;  toutes  les  routes  qui  réunissent  deux  points  sur 
une  même  feuille  sont  par  conséquent  équivalentes,  et  en  se  donnant  par  consé- 
quent en  trois  points  superposés  choisis  comme  on  voudra  les  valeurs  Mo>  ^u^^  câ  u^ 
que  l'on  veut  adopter  pour  chacun  d'eux,  les  valeurs  correspondantes  à  un  point 
quelconque  de  l'une  quelconque  des  feuilles  seront  déterminées  sans  ambiguïté  et, 
en  chaque  point,  ces  trois  valeurs  pourront  être  représentées  dans  le  même  ordre 
par  w, ,  c(Uf,  or  w, .  Considérons  deux  points  voisins  G  et  G'  situés  de  part  et  d'autre 
de  AB  et  soient  en  G  sur  les  trois  feuilles  u,  aw,  a^  w  les  valeurs  de  la  fonction  w, 
les  valeurs  en  G'  devront,  pour  chaque  surface,  être  multipliées  par  a  et  seront  au, 
cf?u  et  u.  11  est  clair  en  effet  qu'en  partant  du  point  initial  G  pour  aller  en  G'  sans 
traverser  ABK,  on  tourne  autour  du  point  critique  A  (en  négligeant  l'espace  inti- 
niment  petit  GG'),  et  il  est  aisé  de  voir  que  celte  rotation,  que  l'on  peut  remplacer 
par  un  cercle  infiniment  petit,  décrit  autour  de  A,  multiplie  par  a  la  valeur  de  w. 
On  verra  de  même  que  pour  passer  de  H  à  H'  il  faut  tourner  autour  des  deux  points 
critiques  et  que  la  fonction  reprend  la  même  valeur  sur  une  même  surface.  La 
soudure  doit  donc  être  établie  le  long  de  AB  seulement,  et  de  telle  sorte  qu'en 
traversant  AB  on  soit  forcé  de  passer  de  la  surface  i  à  la  surface  3,  de  la  surface  3 
à  la  surface  2,  et  vice  versa.  Cela  étant  convenu,  et  à  chaque  point  d'une  même  sur- 
face correspondant  une  seule  valeur  de  m,  la  fonction  sera  complètement  repré- 
sentée, et  en  suivant  un  chemin  quelconque  à  l'origine  duquel  correspond  une 
valeur  représentée  sur  celle  des  surfaces  où  l'on  se  trouve,  on  se  trouvera  toujours 
en  chaque  point  sur  celle  des  trois  surfaces  à  laquelle  est  attachée  la  valeur  conve- 
nable de  la  fonction. 

359.  Lorsqu'une  fonction  se  trouve  ainsi  représentée  sans  ambiguïté  à  l'aide 
des  feuilles  superposées  de  Riemann  et  des  soudures  suivant  lesquelles  elles  se 
croisent  et  se  réunissent  mutuellement,  la  fonction  peut  être  considérée  comme 
n'ayant  plus  qu'une  seule  valeur,  et  il  n'en  correspond  en  effet  qu'une  seule  à 
chaque  point  de  l'ensemble  des  feuilles  sur  lesquelles  elle  est  représentée.  L'inté- 
gration dans  ce  cas  peut  cependant  ramener  les  valeurs  multiples  et  une  ambiguïté 
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nouvelle  que  Riemann  fait  disparaître  par  une  décomposition  ingénieuse  de  sur- 
.  faces  qui  forme  un  des  points  essentiels  de  sa  théorie. 

Il  faut  d'abord  établir  un  lemme  important  sur  lequel  la  méthode  est  fondée. 

On  a  vu  (335)  que  si  une  fonction  cp[z)  est  continue,  finie  et  bien  déterminée 
ainsi  que  la  dérivée  pour  les  valeurs  de  z  qui  correspondent  aux  points  intérieurs 
à  un  contour  fermé,  l'intégrale 


/ 


9(z)  dz, 


prise  tout  autour  de  ce  contour  est  égale  à  zéro.  Le  théorème  est  vrai  pour  un 
contour  tracé  sur  les  feuillets  juxtaposés  de  Riema?in  et  pouvant  appartenir  à  plu- 
sieurs feuilles  différentes,  pourvu  qu'il  contienne  dans  son  intérieur  une  portion 
finie  et  déterminée  de  surface,  telle  que  par  aucune  route  suivie  conformément  aux 
conventions  adoptées  sur  la  manière  de  passer  d'une  surface  à  l'autre,  un  point 
placé  dans  l'intérieur  ue  puisse  en  sortir  sans  traverser  le  contour.  Cette  condition 
demande  qu'on  l'éclaircisse  par  un  exemple. 

Supposons  que  la  fonction  considérée  soit  \/'i  —  z'^;  elle  sera  représentée,  sur 
deux  feuilles  réunies  et  croisées  suivant  la  ligne  AB  qui  joint  le  point  critique  —  i 
au  point  critique  -h  i . 


Le  contour  MNPQ  situé  sur  l'une  des  deux  feuilles  ne  doit  pas  être  considéré 
comme  fermé  parce  que,  en  partant  du  point  K  situé  dans  son  intérieur,  on  peut 
aller  trouver  la  soudure  AB  en  un  point  I,  la  traverser,  passer  sur  l'autre  feuille  et 
s'éloigner  indéfiniment  sans  rencontrer  MNPQ. 

La  démonstration  du  théorème  est  toute  semblable  à  celle  qui  a  été  donnée  (335). 

Soit  

9(z)  =  P  +  Qv/-i 
et 

o{z)dz={P-hQ  v/-Tj  [dx  -+-  dy  y'-^j  =  Vdx  —  Qdr-+-  ^—i{Qdx'  +  Pdy); 
les  intégrales 

étendues  a  tous  les  éléments  de  la  surface  considérée  sont  évidemment  nulles, 
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3^27 


dr 
'dy 


=  o, 


dQ 
dx 
JP_ 

dx 


Mais  en  partageant  la  surface  en  bandes  parallèles  à  l'axe  des  X  correspondant  sur 
les  divers  feuillets  aux  valeurs  de  y  convenables  pour  qu'aucun  élément  ne  soit 
oublié,  on  aura,  en  nommant  sur  l'un  des  feuillets  k^,  k.^,  k^,  k^  les  intersections 
de  l'une  de  ces  bandes,  soit  avec  la  portion  de  contour  qui  y  est  située,  soit  avec 
les  soudures, 

ff§  ,i.dr=jdrj'§  d.r=.f,ir'Q.  ^  q.  h-  q.-  q,  , 

et,  en  laissant  de  côté  les  éléments  qui  se  rapportent  aux  points  situés  dans  les 
soudures,  cette  intégrale  (335)  équivaut  '.fqdy  étendue  au  contour  entier.  Quant 
aux  éléments  négligés,  ils  se  détruisent  deux  à  deux,  car  cbaque  point  de  soudure 
se  trouvant  à  la  réunion  des  deux  feuillets,  s'il  termine  la  portion  de  parallèle  à 
l'axe  des  X  située  sur  l'un  des  feuillets  dans  l'intérieur  de  la  ligne  considérée  il 
sera  le  point  de  départ  de  celle  qui  appartient  à  l'autre  feuillet,  et  les  deux  élé- 
ments relatifs  à  ce  point  figureront  par  conséquent  avec  des  signes  contraires. 
Quant  à  la  valeur  de  Q,  elle  est  la  même  sur  les  deux  feuillets  des  deux  côtés  de  la 
soudure  qui  a  été  établie  précisément  pour  que  cette  condition  soit  remplie  relati- 
vement à  la  fonction  o{z)  ou  P  +  Q  y/— i. 

La  même  démonstration  s'appliquera  comme  (335)  aux  trois  intégrales 

fj'^^^f-dy,      jj'^.dxdy,      ff^dxdj; 


dV 

dy 


dQ 
dx 


et  l'on  verra  que  l'expression 

j  j  dx  dy  ( 

peut  se  réduire  à 

/    l\lx~Qdy:  +  v' 


^-~'ff 


fiPdy 


dx  dy 


+  Qdx 


dQ 
dy 


dV\ 

dx  J 


f 


9  '  z  :  dz , 


étendue  au  <;ontour  entier  et  que  cette  intégrale,  comme  nous  l'avions  annoncé,  a 
par  conséquent  une  valeur  nulle. 

360.  Si  deux  points  A  et  B  situés  sur  un  même  feuillet  ou  sur  des  feuillets  dif- 
férents sont  réunis  par  deux  chemins  différents,  formant  à  eux  deux  un  contour 
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fermé  comprenant  enlre  eux  une  portion  déterminée  et  finie  de  surface,  l'intégrale 
relative  à  ce  contour  sera  nulle,  et  par  conséquent  on  verra  comme  (336)  que  l'in- 
tégrale /  o(s)  ^s  a  la  même  valeur  pour  les  deux  chemins. 

Cela  posé,  la  méthode  de  Riemann  consiste  à  établir  sur  l'ensemble  des  feuillets 
des  coupures  ou  barrières  infranchissables  et  telles,  qu'en  les  respectant  deux  che- 
mins quelconques  qui  réunissent  entre  eux  deux  points  donnés  forment  un  contour 
fermé  contenant  dans  son    intérieur   une   portion   finie  de  surface.    L'intégrale 


£ 


(p[z)  clz  devient  alors  complètement  déterminée  et  a,  pour  chaque  valeur  de  z, 

une  valeur  unique. 

—  est  mal 

déterminée  et  admet,  lorsque  z  est  donné,  une  infinité  de  valeurs  différentes. 
Ces  valeurs  multiples,  comme  nous  l'avons  exposé,  sont  dans  l'essence  de  la  fonc- 
tion logarithmique,  et  il  ne  faut  pas  songer  à  les  faire  disparaître  :  Riemann  parvient 
seulement  à  les  séparer  nettement  les  unes  des  autres.  Concevons  pour  cela,  dans  le 
plan  unique  dont  les  points  représentent  les  valeurs  de  ^,  une  coupure  OP  partant  du 


point  0  et  s'étendant  indéfiniment  dans  un  seul  sens  et  dans  une  direction  d'ailleurs 
arbitraire.  Cette  coupure  sera  considérée  comme  infranchissable,  de  telle  sorte  que 
les  points  M,  et  Ma,  quelque  rapprochés  qu'ils  soient  géométriquement,  ne  seront 
plus  considérés  comme  voisins  et  qu'aucun  chemin  ne  pourra  plus  traverser  OP. 

/'^  dz 
Aucun  chemin  dès  lors  ne  pourra  envelopper  le  point  0,  et  l'intégrale J     -j- 

aura  en  chaque  point  du  plan  une  valeur  unique  et  déterminée.  Cette  valeur  sera 
différente  pour  les  points  M,  et  Mo,  ce  qui  n'empêche  pas  la  continuiti;,  puisque 
ces  points  ne  sont  plus  voisins.  Il  résulte  des  explications  données  (337)  que  la 
différence  de  ces  valeurs,  égale  à  l'intégrale  prise  le  long  d'un  contour  qui,  partant 
du  point  M,,  aboutit  en  Ma  sans  avoir  franchi  la  coupure,  est  2t:\/—i.  L'inter- 
diction de  franchir  la  coupure  ayant  d'ailleurs  été  imposée  arbitrairement,  on  peut 
considérer  ensuite  les  intégrales  relatives  à  des  contours  quelconques  qui  en  sont 
affranchis,  et  l'on  voit  aisément  qu'à  chaque  fois  qu'on  la  traverse  il  faut  ajouter 
ou  retrancher  2  7r  \'^  au  résultat  que  l'on  aurait  obtenu  si  depuis  le  dernier  pas- 
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sage  on  l'eiit  constamment  respectée.  La  fonction  /:;  peut  de  cette  manière  être 
augmentée,  pour  une  même  valeur  de  z,  d'un  multiple  quelconque  de  27:\l  —  i. 

361.  Considérons  en  second  lieu  la  fonction    ,— .^  représentée,  suivant  la  mé- 

thode  de  Riemann,  sur  une  double  feuille  dont  les  deux  parties  sont  soudées  sui- 
vant la  ligne  PQ  qui  joint  les  deux  points  qui  correspondent  aux  valeurs  5=1, 
z=— I,  de  telle  sorte  qu'on  ne  puisse  traverser  cette  ligne  sans  passer  d'une 
feuille  sur  l'autre. 


Jr>z        J 
n'est  pas  déterminée,  et  en  un  point  donné  de  l'une  des 

deux  feuilles,  quoique  le  radical  sjT^  z'^  n'ait  plus  rien  d'arbitraire,  l'intégrale 
dépend  du  contour  suivi  pour  la  calculer.  Deux  contours  partant  de  0  et  aboutis- 
sant en  un  même  point  de  la  même  feuille  ne  renfermeront  pas  en  effet  (359)  uno 
portion  déterminée  de  surface.  C'est  encore  à  l'aide  d'une  coupure  que  Riemann 

à  avoir  une  valeur  unique  et  déterminée  pour  chaque 

0  \Ji—z^ 

valeur  de  z  correspondant  à  un  point  donné  de  l'une  des  feuilles. 

Convenons  de  dessiner  en  traits  pleins  les  lignes  tracées  sur  la  feuille  supérieure 
et  de  ponctuer  celles  qui  appartiennent  à  la  feuille  inférieure.  Sup|)osons  qu'un 


cercle,  dont  les  dimensions  doivent  croître  indéfiniment,  limite  sur  l'une  et  l'autre 
feuille  les  points  que  nous  voulons  considérer.  Riemann  suppose  dans  l'ensemble 
des  deux  feuilles  une  coupure  représentée  sur  la  figure  par  GKH,  GK  séparant  es 
deux  parties  de  la  feuille  supérieure  par  uno  barrière  infranchissable,  et  IIK  rein- 
plissant  le  même  rôle  sur  la  feuille  inférieure;  il  devient  impossible,  en  respectant 
cette  coupure,  de  tracer  sur  les  deux  surfaces  un  contour  fermé  qui  ne  renferme 

1.    Cnlc.  int.  /^2 
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pas  dans  son  intérieur  une  portion  déterminée  du  double  plan,  et  le  long  duquel 

-=  acquiert  alors 

une  valeur  déterminée  et,  quelles  que  soient  les  deux  routes  suivies  sur  la  double 
feuille,  en  respectant  la  coupure,  pour  unir  le  point  i  au  point  z,  les  deux  inté- 
grales auront  la  même  valeur  puisque  l'intégrale  prise  le  long  du  contour,  qui  est 
nulle,  est  égale  à  leur  différence.  Les  points  tels  que  M,  et  Ma  situés  de  part  et 
d'autre  de  la  coupure,  quelque  rapprocbés  qu'ils  soient  géométriquement  sur  la 
mêine  feuille,  ne  sont  plus  considérés  comme  infiniment  voisins,  et  l'intégrale 
qui  se  rapporte  au  point  M,  est  autre  que  celle  qui  se  rapporté  au  point  IMa-  Leur 
différence  est  évidemment  l'intégrale  prise  le  long  d'un  contour  qui  partant  de  M, 
aboutit  en  Ma  sans  franchir  les  coupures,  comme  serait  par  exemple  MjRMa;  l'in- 
tégrale prise  le  long  d'un  tel  chemin  est  (354)  égale  à  27r,  et  les  valeurs  de  l'inté- 
grale en  M,  et  en  Mo  diffèrent  de  27:,  en  sorte  que  si  l'on  supprime  les  restrictions, 
on  doit  ajouter  à  l'intégrale  autant  de  fois  2::  que  la  coupure  GK  aura  été  franchie 
de  fois. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  cette  théorie  de  Riemann  qui,  nous  devons 
le  dire,  a  servi  déjà  de  base  à  de  très-importantes  recherches.  La  notion  des  con- 
tours élémentaires  nous  paraît  présenter  plus  de  netteté,  et  le  choix  seul  et  la  jus- 
tification du  système  de  coupures  à  adopter  dans  chaque  cas  peuvent  présenter 
des  difficultés  laissées  jusqu'ici  à  la  charge  de  celui  qui  voudra  tenter  une  appli- 
cation nouvelle. 
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CHAPITRE  XII. 

CALCUL  NUMÉRIQUE  DE  LA  VALEUR  APPROCHÉE  D'UNE  INTÉGRALE  DÉFINIE. 


Méthode  des  trapèzes. 

362.  Lorsqu'il  n'est  pas  possible  de  déterminer  exactement  la  valeur  d'une  inté- 
grale définie,  on  doit  recourir  à  des  méthodes  d'approximation  pour  en  calculer 
la  valeur  approchée.  C'est  à  l'exposition  de  ces  méthodes  que  nous  consacrons  ce 
chapitre. 

Une  intégrale  définie 

b 


f 

J  a 


représente  l'aire  comprise  entre  l'axe  des  j,  la  courbe  dont  l'équation  en  coor- 
données rectangulaires  est  y  —  (^[x),  et  les  ordonnées  qui  correspondent  aux 
abscisses  a  et  h.  Pour  évaluer  cette  aire  approximativement,  on  peut  d'abord 
substituer  à  la  courbe  un  polygone  inscrit  et  remplacer  la  surface  cherchée  par 
une  somme  de  trapèzes. 

Supposons  que  l'on  partage  l'intervalle  ^>  —  a  en  n  parties  égales,  et  que  par 
les  points  de  division  on  élève  les  ordonnées  7,,  Ja?  •••  »J«-.;  1'^  somme  des  tra- 
pèzes, dont  les  ordonnées  sont  les  côtés,  sera,  en  nommant  y^  et  7,,  les  deux 
ordonnées  extrêmes, 

et  cette  formule  donnera  une  valeur  d'autant  plus  approchée  que  le  nombre  n  sera 
plus  grand. 

Méthode  d' interpolation  de  Cotes.  • 

363.  La  connaissance  desordonnées  jo»Jn- ••»J«  permet,  en  général,  d'obtenir 
un  résultat  plus  approché  que  le  précédent.  En  substituant  à  la  fonction  (p(a?) 
une  fonction  entière  de  x  qui  coïncide  avec  elle  pour  toutes  les  valeurs  calculées, 
ces  valeurs  étant  au  nombre  de  n  +  i,  la  fonction  nouvelle  sera  de  degré  n.  On 
•  42. 
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l'intégrera  aisément;  et  si  n  est  suffisamment  grand,  l'erreur  commise  sera  le  plus 

souvent  extrêmement  petite. 

Les  calculs  auxquels  donne  lieu  la  méthode  précédente  peuvent  être  nota- 
blement simplifiés  par  la  détermination  préalable  des  résultats  communs  à  tous  les 
cas  et  leur  réduction  en  formule. 

On  peut  d'abord,  quelle  que  soit  l'intégrale,  ramener  les  limites  aux  valeurs 

fixes  zéro  et  i.  Soit,  en  effet, 

>b 
(p(^)  dx. 


y 


En  posant 

^  =  «  +  /  ( 6  —  a), 

aux  limites  a  et  ^  de  a?  correspondront  les  limites  zéro  et  i  de  t. 

Cette  transformation  n'est  pas  applicable,  il  est  vrai,  quand  l'une  des  limites  est 
infinie,  mais  on  peut  la  remplacer  par  une  infinité  d'autres  qui  conduiront  au 
même  but.  Si  l'intégrale  proposée  est 


»/o 


<^{x)  dx, 


on  pourra  poser  e-^  =  j,  et  aux  limites  zéro  et  ce  de  a;  correspondent  les  limites  i 
et  zéro  de  j.  S'il  s'agit  d'une  intégrale  de  la  forme 

1       o{x)dXy 
on  pourra  la  partager  en  deux  autres 

/»0  /»00 

/       (!f[x)dx  -^  l      (f[x)dXf 

J  —  eo  Jo 

puis  poser  dans  la  première  e^  =y,  et  dans  la  seconde  e  -^^  z. 
Occupons-nous  donc  seulement  de  l'intégrale 


X 


f{x)  dx. 


Soient  jo.Ji,  ■  •  • ,  v«  les  valeurs  que  prend  la  fonction /(^)  quand  on  y  suppose 
I 

=  O,   X  =  - 

n 
Si  Ton  pose 


I  1  n  —  I 

X  ^  o,   X  =:  -1    X  ^=   -■)•'•■)  X  =  ,  X  =  I 

n  n  n 


nx{nx  —  •)••■(  nx  —  n  ) 

Xp= ' ) 

*^  nx  —  p 
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et  que  M^  désigne  la  valeur  que  prend  X^  pour  x  =  ^-,  la  fonction  entière  et  de  de- 
gré n 

p-o 

se  réduira  évidemment  àj^  pour  la  valeur  a;=  ^,  et  elle  pourra,  par  conséquent, 

dans  l'intervalle  considéré,  remplacer  la  fonction /(a;j  avec  laquelle  elle  a  n  4-  i 
valeurs  communes. 

X^  et  Mp  étant,  pour  chaque  valeur  de  n  et  de  p,  indépendants  de  la  forme  de  la 
fonction  (^{x),  on  peut  calculer  à  l'avance  l'intégrale 


et  l'on  aura  alors 


(2) 


/     4>(.r)  dx  =z  Ao jo4-  A,  j,  +  •  •  •  +,  A„j-„, 

Jo 


,  et  la  méthode  se  réduit,  par  conséquent,  à  multiplier  les  ordonnées  Vq,  jk,,  . . . ,  y,, 
par  des  facteurs  numériques  calculés  à  l'avance  et  qui  sont  les  mêmes  dans  tous 
les  cas. 

Ces  valeurs  sont  les  suivantes  : 

Pour/î  =  i, 


pour  n=  2y 
pour  /i  =  3, 
pour  n  —  /\, 

pour  /i  =  5, 

pour  /i  =r  6, 


Ao  —  Al  — ■  — 


A,  =  A2  =  g»     Al  =  ^ 


Ao  =  A3=g»     A,  =  A2=^; 


A„  =  A, -£^,     A,  =  A,=  |^,     A,—  -^, 


A  —  A  —   '^        A        A        ^^       A        A         25 


^— ^'     A.  =  A.=  ^,     A..A.=  ^|-,     A.=  ^; 
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pourw=:7, 

A„  =  A,  =  ---Q  ■>     Ai  =  Au---- 7j-,  A,  =  A5=^,  A3  =  A4= ^J"-', 

17200  17200  040  17200 


pour  /i=:  8, 


A.  =  A.  =  -gf?-.  A,  =  A,  =  ^,  A.=  A.-   ^^^ 


A3  As  ■  y i,  J    A4 


2835o       '   14175    '        14175 

5^48     __  ^54^ 
14175'  ^~   2835' 

pour  /i  =  9, 

a_-a_^?5L,   a_.a_^^74i    ,  _  .  _  27 
09D00  ogboo  2240 

A  _  A  _  ^=^09,  A  -A  -  ^??SL. 
^^-^"-56^'  ^^""^^-44800' 


pour  Ai=  10, 


.  L      16067     A  A  26575        .      161 75 

^"="^'"""5^^'  ^'-^^-"14^688'  ^="^"-"799584' 


5675     4^25     _  17807 

[2474    *    "^     II088       24948 


364.  Pour  donner  une  application  de  la  méthode  précédente,  considérons  l'in- 
tégrale 

X'    dx 
=  /2  =  o  ,698 1 4  7  ï 8o56  ; 

la  valeur  connue  du  résultat  à  obtenir  nous  apprendra  le  degré  d'approximation. 
Appliquons  d'abord  la  méthode  des  trapèzes.  On  a,  en  supposant  n=^  10, 

9(0)  =  1,     cp(^-^j  =  0,90909,     9 f-^j=:  0,83333,     9^.— j  =  0,76923, 

?(—)=  0,71429,        9^— j=:  0,66667,        9^  — j=:  0,625, 

(p(_l\  =  0,58824,     9(^^  =  0,55556,     9(-^W  0,52632,     9(1)  =  0,0; 

et  en  appliquant  la  formule  (i),  on  trouve  pour  valeur  de  l'intégrale 

0,69377. 
L'erreur  porte,  on  le  voit,  sur  la  quatrième  décimale. 
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La  méthode  de  Cotes  donne,  pour  la  même  hypothèse  n  =  \o, 

—p-=  0,69314733, 

et  l'erreur  ne  commence  plus  qu'à  la  septième  décimale. 

365.  Prenons  pour  second  exemple  l'intégrale 

En  appliquant  la  méthode  des  trapèzes  dans  l'hypothèse  de  7i  =  10,  on  trouve 

pour  valeur  approchée 

0,2712887, 

et  l'erreur  commence  à  la  troisième  décimale. 

Si  l'on  emploie  la  méthode  de  Cotes,  en  faisant  seulement  /ï  =  5,  on  a 

0(0)  =0,  Ao  9(0)  =0, 

(p/i  1  =  0,1753092,    A,  (p(^)  =  0,0456534, 

(p  (-]  =  0,2900623,    A2CP  f  ^  )  =  o,o5o358o, 

9(^1  =  0,3455909,    A39f^j  =0,0599984, 

cp  (^  I  =  o,3584o65,    A49(  t)  =  o,o93335o, 

9  (i)  =0,3465786,     A5  9(1)  =0,0228642, 

0,2722091 , 
avec  trois  décimales  exactes. 

366.  On  peut  d'ailleurs  indiquer  d'une  manière  générale  l'ordre  de  grandeur  de 
l'erreur  commise  dans  chaque  cas. 

Supposons,  en  effet,  que  la  fonction  9(0?)  soit  développable  en  série  conver- 
gente 

9( .r  )  =  a,  +  a,  .3;  +  «j or'-  + .  . .  +  a„  a;"  +  a„+\  ^"'^'  -f-  a„+2  x"-^-  4- .  . . . 

Si  l'on  calcule  les  valeurs  de  (p{oo)  correspondantes  ax  =:  o,  a:  =  -l'-'-ioc^ , 

.r  =  I,  et  qu'on  applique  ensuite  la  méthode  de  Cotes  à  la  détermination  de  l'in- 
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tégrale 

9  (  .r  )  dx , 


£ 


le  résultat  sera  évidemment  le  même  que  si  l'on  avait  appliqué  successivement 


celte  méthode  à  chacune  des  intégrales 


/    ûodx,       /    a,xdx,..    ,       I     a„x"dx,        /     a,,^,  x"-^' dx ,  .  .  . , 
t/o  i/o  t/0  Vo 

pour  ajouter  ensuite  les  résultats  obtenus.  Or  les  /n-  i  premières  intégrales  seront 
ainsi  calculées  sans  aucune  erreur.  On  sait  en  effet  que  la  méthode  d'interpolation 
au  moyen  de  laquelle  on  substitue  à  une  fonction  donnée  un  polynôme  de  degré  n 
donne  identiquement  la  fonction  proposée  elle-même  toutes  les  fois  que  celle-ci  est 
entière  et  de  degré  inférieur  à  /i  -+-  i;  l'erreur  commise  sera  donc  la  somme  des 
erreurs  commises  dans  l'évaluation  des  intégrales 

/     «,,+,  x"-^'dx,       I     na+i  x"-^"^  dx , .  .  .  , 

./o  ./o 

et  elles  sont  respectivement  égales  aux  produits  des  coefficients  «„+,,  a^^.,, ...  par 
des  nombres  invariables  que  l'on  peut  calculer  une  fois|)our  toutes.  Soit  s^  l'erreur 

commise  dans  l'évaluation  de  /    o?""^'  dx^  on  trouve 

pour  n  =  i, 


I                  I 

3 

10 

pour  n^rz  1^ 

I 

£,  —  o,        £,  = , 

I20 

I 

pour  «  —  3, 

I 

e.  =  —   )        £,  =: 

270 

I 
108' 

pour  n  =  4. 

* 

e,  =  o,     £.  =  .-   ^^^g, 

''-     768' 

pour  n  =  5, 

II 

II 

'            SaSoo         ' 

i5ooo' 

pour  /i  =  6, 

T 

r    c\           c    ■ 

I 

£,_0,         £._            „ggg^, 

''  ~      8640 
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pour  71  =  '], 


167  ^167^  . 

^'  ~  T^58847o  '     ''  "       2352980  ' 


pour  w  =  8, 


e>=o, 

37 

£3 

^7 

*     i73oi5o4 

~"   3145728 

pour  /^  =  9. 

£1  = 

865 
63 1351908'  " 

.- 

865 

I 14791250 ■ 

pour  n=  io, 

• 

_r  o,   £j    ~  i365oOOOOOOo'    ^  "~    2IOOOOOOOOO 


260927  _       260927 

=  0,     £.  =  -Y3(       •  -      ^       - 

Si  l'on  suppose 


"'i 0-3  -I-  1?*  ■ 


■x)—  ■ — ^ =1  —  X  +  X''—  X' -\-  X'  — 

•      '  \  +  X 


l'erreur  commise  pour  n=  10  sera  la  somme  des  erreurs  commises  sur  les  inté- 
grales des  termes  -  x'' , -\-  x'\  -  x'\  ....  Les  trois  premiers  termes  sont 

260927  260927 

'"*'       ~  i365oooooooo'  210000000U0' 

leur  somme  est 

U,U000  1262, 

(jui  surpasse  l'erreur  totale  du  septième  environ  de  sa  valeur. 

Formule  de  Simpson. 

367.  Lorsque  l'on  suppose  11=  \,  c'est-a-dire  quand  on  se  contente  de  calculer 
l'ordonnée  j,  correspondant  a  n--=  '-^  les  deux  ordonnées  extrêmes  étant  desi- 
gnées parjo  et  Vo,  la  ibrmule  de  Cotes  devient 

J  o 

Cette  formule  s'étend  aisément  au  cas  où  les  limites  sont  quelconques,  et  l'on  en 
déduit 

(4)  /   9(^)</^-:^— 7-"(ro-+-4;-.-+-)0. 

L    Cale.  int.  ^'^ 
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Jo'  Yi  et  j2  désignant  les  valeurs  de  9  {x)  correspondantes  k  x  =  a,  x=  -'-^^  et 

x=b  :  il  suffit  en  effet,  comme  on  l'a  dit  (363),  pour  réduire  la  formule  (3j  à  la 
forme  (4),  de  poser 

x  =  a-h  {b—  a)t, 

et  alors  aux  valeurs  zéro,  ^  et  i  de  t,  correspondent  les  valeurs  a,  '——  et  b  dex. 

2 

Mais  la  formule  approchée  (4j  est  d'autant  plus  exacte  évidemment  que  l'in- 
tervalle b  —  a  est  plus  petit,  et  c'est  pour  cette  raison  qu'avant  d'en  faire  usage 
il  est  bon  de  partager  l'intégrale  en  plusieurs  autres  à  chacune  desquelles  on  l'ap- 
pliquera successivement. 


Soit  l'intégrale 


X 


(s^{x)  dx. 
o 

On  a,  n  désignant  un  nombre  entier, 


c^{x)dx=\     o{x)dx -h      '  <f{x',dx -h         o[x)dx  ■-*■...+  \        o{x)dx, 

et  en  appliquant  à  chacune  de  ces  intégrales  la  formule  (4),  après  avoir  préala- 
blement calculé,  comme  elle  l'exige,  les  valeurs  de  la  fonction  qui  correspondent 

!•  l3  2AI  —  I  >i,i. 

aux  abscisses  — -,  —,•   -,  ~^-  •>  on  trouvera,  après  des  réductions  évidentes,  en 

nommant  y^  la  valeur  de  la  fonction  correspondant  \y  x  =  —  , 

'  111 


(5; 


j     ^[x)dx=  ~  [4(  J-,  4- j^  +  .  ■.  .  -+- j,„_,  j  +  ^.{j\,  +  y;  +  .  .  .  +  /'«}  -Jo-r:,,]. 


368.  Appliquons  cette  formule  à  l'intégrale 

'    /      \    -T-  X  ) 


£ 


dx  —  4  h.  =  0,2721g  S:>.6 1 3 . 
On  a,  en  supposant  n  =^  10, 

)\  :-_:  0,09436 65 147  , 

y\  zzz  o,  24070  I  i(5oi  , 
rs  =  o , 32437 20865 , 
y.  =  o ,  356 1 2  63430 , 
y\  =_  0,35461  54067  , 

1 ,37018  i5i  10, 


et 


et 


d'ailleurs 
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4(  r>  +  r.-. + j5  4- j7  +  ja;  =  5, 4807260440; 

j^j  :=  O  ,  I  7530  9 1  89?, , 

j-4  =  0,29006  ?,?,73o, 

^g  =:  0,3455909039. 

y\  =T  o ,  3584"  6500.9, 

J,„=:  0,34657  35903, 
I  ,5159424^9^' 

^-  ('  Jo  +  J»  +  .r  (  +  Jfi  +  Je  +  r  1 0  )  —  3 , 0  3 1 88  4  9 1 8  6  ; 


,ro  +  ^rio  =  j,o  =  0,34657  35903, 
et  la  formule  (5)  donnera 


£ 


~  ax  =  0,27220  12457 


avec  trois  chiffres  exacts  seulement,  c'est-à-dire  le  même  nombre  que  par  l'emploi 
de  la  formule  de  Cotes,  lorsqu'en  y  supposant  nr=  5,  ou  a  à  calculer  un  nombre 
moitié  moindre  d'ordonnées.  Les  multiplicateurs,  il  est  vrai,  sont  plus  simples  dans 
la  formule  de  Simpson;  mais  il  est  rare  que  cet  avantage  compense  l'inconvénient 
d'une  moindre  exactitude  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  nécessité  d'accroître  le 
nombre  des  ordonnées  pour  obtenir  une  approximation  suffisante. 

Méthode  de  Gaiiss. 

369.  Gauss  a  remarqué  fort  ingénieusement  qu'il  y  a  avantage  à  substituer  aux 
ordonnées  équidistantes  considérées  par  Cotes  des  ordonnées  dont  les  abscisses  se 
succèdent  suivant  une  loi  qu'il  a  fait  connaître  et  qui,  dans  le  plus  grand  nombre 
de  cas,  assure,  pour  un  même  nombre  d'ordonnées,  une  approximation  beaucoup 
plus  grande. 

Considérons  une  intégrale  de  la  forme 


*'  0 


dx. 


à  laquelle  on  peul,  comme  on  l'a  vu  (303),  ramoner  toute  inlégrale  prise  entre 

43. 


340  DEUXIEME  PARTIE.  -  CALCUL  INTÉGRAL. 

deux  limites  finies  a  et  b.  Soit 

Supposons  que  l'on  calcule  n-\-i  valeurs  de  9 (a?)  correspondant  aux  abscisses 
x^,  x^,...,  x„  comprises  entre  zéro  et  l'unité,  et  que  l'on  substitue  ensuite  a  9 fa?) 
la  fonction  entière  de  degré  n  qui  coïncide  avec  elle  pour  ces  valeurs  cboisies  de 

la  variable,  l'erreur  commise  sera  nulle,  quels  que  soient  ^o'  ^ '  ^«'  ^^  '^ 

fonction  o{x)  se  réduit  à  un  polynôme  entier  de  degré  inférieur  à  n  +  i.  Gauss  se 
propose  de  choisir  ces  abscisses  de  telle  sorte  que  le  degré  du  polynôme  puisse 
s'élever  jusqu'à  olu  sans  que  l'erreur  cesse  d'être  nulle,  et  si  alors  la  fonction 
<^{x)  est  représentée  par  une  série  convergente  en  la  concevant  comme  composée 
de  deux  parties,  les  2n+  i  premiers  termes  d'une  part,  et  la  somme  de  tous  les 
autres  d'autre  part,  c'est  sur  l'intégrale  de  la  seconde  que  portera  l'erreur,  qui  sans 
cela  aurait  été  commise  à  partir  du  [n  +  1)'^'"^  terme. 

Soient  x^,  x Xn  les  abscisses  qui  remplissent  les  conditions  énoncées,  et 

'l(^)  ^'[x  —  x,){x  —  x^). .  .[x  —  x„). 

En  nommant/(ic)  un  polynôme  de  degré  inférieur  à  2/z-l-  i,  Q  le  quotient  de  la 
division  de  ce  polynôme  par  ^(a?)  et  R  le  reste,  Q  étant  un  polynôme  de  degré 
n  —  \  et  R  un  polynôme  de  degré  n  au  plus,  on  aura 

Or  la  méthode  d'interpolation  revient  dans  ce  cas  à  remplacer /(.t)  par  le  poly- 
nôme R  qui  lui  est  évidemment  égal  pour  les  valeurs  Xo,x^,...,  x„  de  x  (|ui 
annulent  ^{oc).  l'erreur  commise  est  donc 


04*  (^)  (f^-' 


et  pour  être  assuré  que  cette  erreur  est  nulle,  il  suffit  de  déterminer  'i^{x)  par  les 
conditions 

Ç\[x)dx  =  o,       f\^y.x)dx  =  o,...,       f   .r"-'d;{.r)r/.r  =  o. 
On  y  satisfait  en  prenant 


>h 


X)  =   - 


d"+'x"+'{x  —  i) 


n-t-i 


y>^;- ^dF' 
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On  a  en  effet,  en  intégrant  par  parties, 

j  x'''\>{r)dx  r--xP  I  ^{.v)dx  —  p  j  xp-' dx  l  ']) ' x)  dx 

=  xP  l  ^h{x)  dx  —  pxP-'  j  dx  I  '\i(x)dx  +  p{p  —  0  /  ^''''-dx  j  dx  j  'J^:x)dx 
=rxP  j^[x)dx  —  pxP-'     dx  hl>{x)dx-h  p'  p  ~  \)xP-'  j  dx  j  dx  j  ^{x]dx 
_  ptp  -,)ip  ^.)f..^',l.fd.p.f^l.)  d.  : 

la  loi  est  évidente;  en  continuant  jusqu'à  épuiser  l'exposant  de  x,  et  en  représen- 
tant, pour  abréger,  par 

r 


'h{x]  dx'' 


l'intégration  k  fois  répétée  /  dx  j  dx  j  -   -  'If.o;)  dx,  on  a 

i  xP^{x)dx  — xP  I  ^{x)  dx  —  pxP-^  j     'h{x)  dx'' -+■  p{p —  ^)  xP-^  1     ^{x)dx^  +.  .  . 
2.3.  .  .p  j  ^{x)dxP+'. 


±1.9., 


Mais/>  +  ["étant  au  plus  égal  à  /i,  toutes  les  intégrales  indiquées  peuvent  s'effectuer, 
car  '\){x)  est  une  dérivée  {n-+-  if""'"^,  et  donnent  pour  résultat  des  polynômes  qui, 
contenant  à  chaque  terme  un  facteur  x  et  un  facteur  r  —  x  au  moins,  sont  tous 
nuls  aux  deux  limites;  on  a,  par  conséquent,  comme  il  a  été  annoncé. 


i     xP  •!)( x) dx  — -=  o . 


Toutes  les  racines  de  l'équation 

(6)  x"-*-'{i  —  x)"-^'  =  o 

sont  réelles,  n-+- 1  d'entre  elles  égales  à  zéro,  et  les  n  -+-  i  autres  égales  à  l'unité, 
et,  par  conséquent,  d'après  un  théorème  très-connu  d'algèbre,  toutes  les  racines 
des  dérivées  successives,  et  en  particulier  celles  de  la  [n-h- 1)'^'"^,  sont  réelles  aussi 
et  comprises  entre  zéro  et  i. 

La  forme  de  l'équation  (6)  montre  que  les  racines  de  l'équation  ^(x)  =  o  ont 
deux  à  deux  pour  somme  l'unité,  et,  (juand  leur  nombre  est  impair,  l'une  d'elles 

par  conséquent  est  égale  à  -• 
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En  adoptant  ces  valeurs  poura?,,,  x,,...,  x„,  l'intégrale  proposée  sera  remplacée 
par 

R,  étant  un  polynôme  de  degré  n  qui  devient  égal  à  o^x)  pour  les  valeurs  x„, 
Xf,...,  x„  de  la  variable,  est  déterminé  par  cette  condition  et  égal  à 

qui  la  remplit  évidemment  si  l'on  prend 

Tj,  =  {Xj,~Xo)i:Cp~a:,)...  [x,,  — Xp_,){x,,  —  Xp+,).  .  .  {.Tp~x„). 

La  valeur  approchée  de  /    ©fa?)  dx  prend  d'après  cela  la  forme 

Nous  donnons  ici  les  valeurs  de  x^,  x,  , . . . ,  x„  et  les  logarithmes  des  facteurs 
correspondants  pour  les  cinq  premières  valeurs  de  n:  . 

Pour  71  =  o, 

Pour  71  —  I , 

^„  =  o,s>,ii3  9.487  A„  =  A,  — 0,5  log  =  9,698  9700 

X,  ■=  0,7886  75i3 

Pour  /z  =  -2, 

5 

.ra  =  o,ii?.7  oi65      Ao  =  A,  —  — -  10^  =  9,4436975 

x^  =  o,5  -'^'  =  (  log  =  9,647  8175 

.^2  =  0,887-2  9835 

Pour  7î  =  3, 

^«  =  0,06943184  A„  =  A,  =  0,173  9274  log  =  9,240  368i 
:r,  =  o,33oo  0948  A,  =  A2  =  0,326  0726  log  =  9,5r3  3i43 
x^  =  0,6699  90^2 

.Ts  r:i;  C,93o5  6816 
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Pour  n  -  [\, 

;r„  =  0,0469  1008  Au  =  A4  —  0,1 18  4634  log  — 9,073  5834 

.r,  =  0,2307  6534  A,  =  Aj  =  0,239  3i43  log  -  9,378  9687 

.rj  =  o,5  A2  =  0,284  4444  ïog  =  9,453  9975 

X2  —-.  0,7692  3466 
X4  =  o,g53o  8992 

Pour  /i  =  5, 

x^  =  0,0337  6524      A„  =  A5  —  o,o85  6622      log  -—  8,932  7895 
^,  =  0,16939531      A,  :=  A,  =- o,  180  38o8      log  -  9,256  1903  • 
.Ta  =:  o,38o6  9041      Aj  =:^  A3  =  o,233  9570      log -^  9,869  1  36o 
X3  --—  0,6193  095g 
Xi  =:  o,83o6  0469 

^5  =:  0,9662  3476 

370.  Appliquons  la  méthode  de  Gauss  à  l'intégrale 

dx 


r 


l-i  =  0,69314  7  i8o56. 


i  -{-  X 

Voici,  en  supposant  /^  =  4.  le  détail  du  calcul  : 

log 9(0:0)  :=  9,980  09062  log9(.r,]  ^^  9,909  8247 

logA.,  =  9,073  58435  log  A.  =-  9,378  9689 

9,o53  67497  9,288  7934 

Ao9(^o)  =  0,1  i3i  5532  A,  9(^1)  -^  0,1944  435o 

log9(^2)=  9,823  908741  log9(a::,)=  9,752  2146 

logA,  =  9,453  997456  logAs  —  9,878  9687 

A2  9(^-.) 


9,277  906197 

9,i3i  i833 

0,1896  2965      A3  9(^3)  - 

-:  0,1 352  6433 

l0g9(x,)=:  9,7092778 

log  A 4  --:  9,073  5843 

0,782  8621 

At  9(xi)  =  0,0606  54375 

0, 1 i3i  5532 

0,1944  435o 

0,1896  2965 

0,  i352  6433 

0,0606  5438 

j     =  0,6931  47  18 
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371.  Prenons  pour  second  exemple  l'intégrale 


/^  '  /  (  I  +  .r  )    ,  T. 


et  soit  /i=  4»  on  ^ura  o  = et 

'        .       I  H-  .r'' 

X  =  o,o46g  1008  Xi  --^  0,2807  6534  '0C-.  =-  0,5 

log9(.r)  =  8,660  3i88      logo(jr,  )  =1^  9,294  77"î)      log9(x2)  =  9,5i  1  o435 
logxV  =  9,07^  5843        logA, . -=  9,378  9687        logAa  —  9,453  9975 

7,733  9o3i  8,673  7396  ^^,965  o4io 

Ao(x)  =  o,oo54  i'38o      A,  o(x,)=:  0,0471  7801      A.  o(,?;2)  :=  0,0922  658o 

x-i  =  0,7692  3466  x^  =;  0,9530  8992  o,oo54  1880 

logCj;(^3)  =  9,554  4^4*^        logo(X4)  =  9,545  0289  0,0471  1801 

logA;;  =  9,378  9687        log A,  =  9,073  5843  0^0922  6584 

8^3  3927  8,618  61 32  o,o'6^-^  8i32 

A3  o(:r3)  =  0,0857  8i32      A4  o(,ri)  =  o,o4i5  5404 

0,271 1  9801 

.^'  dx=  o,2'j2i  cj'Soi,  exact  aux  six  premières  décimales. 

Fo/'/nu/e  ci' Euier. 

372.  Nous  avons  donné  (I,  333)  une  série  due  à  Maclaurin  dont  Euler  a  déduit 
une  formule  élégante  et  souvent  employée  pour  le  calcul  approché  des  intégrales 
définies. 

On  a,  quelle  que  soit  la  fonction  (pf^j, 

(8)     (^{x  -^li)-o{x)  =  lio'{x)-^  ^  [o'{x  -hh)  —  o'[x)] ~  [o"{x-^  h-  <^"[x)\ 

h' 

+  (—  i)" i [(^■'■'{x  +  h)  —  o^"{x)]^..  ., 

^  1.  2.3.  .  .  2W   ^  ^  ' 

B,j  désignant  le  n^^""^  nombre  de  Bernoulli. 

Mais  cette  formule  ayant  été  déduite  de  la  méthode  des  coefficients  indéterminés, 
les  conditions  de  convergence  et  d'exactitude  ont  été  absolument  laissées  de  côté, 
il  est  donc  indispensable  d'en  donner  une  démonstration  plus  rigoureuse  et  plus 
précise. 
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Nous  commencerons  par  démontrer  de  nouveau  la  formule  de  Taylor,  en  (]on- 
nant  à  l'expression  du  reste  une  forme  nouvelle. 

On  a  identiquement,  quelle  ([ue  soit  la  fonction  '^(-r). 


.-»■  -i   h 


rt.r-\  Il 

o(.r  +  h)  —  9(.r)  :--  /  o'{z)(lz, 

et  en  posant  z  =  .r  -i-  /i  —  u 

r'' 

9(.r  +  //  )  —  9  (  .r  )  --:  i      oV-^  -*-  ^'  —  ")  '^"• 

En  intégrant  par  parties  et  faisant  successiveuient  porter  l'intéc^ration  sur  du, 
udu,  irda,...,  on  trouve 

/     o'{.-r  -+-  h  —  u]  du  --  ko' [x)  H-  |      uo"{x  +  h  —  n)  du, 

I     u(i^''{x  +  h  —u)  du  r^  ~  9"  (  X  )  +  /     --  9"'(  ^  -\-  h  —  ji]  du, 

r  ^  u^  h^  I  '  '''  u^ 

/      _  o"'(x  -f-  //,  —  u  ] du  :=  ——  cù"'(x)  +  /     —^^(u'''(x-{-  h  -  u]  (In , 

et  ainsi  de  suite. 
On  en  conclut 

o(x  -+-  h)  -  a>(^)  —  ho'ix)  -)-  -—  o"ix)  +  -^'^  9"'(.r)  H 


A" 


r  '^'     u" 

—  9'"-.r)  H-  / ~ 9"+'  f^  -i~  /i  —  u)  du. 


I.9..3 

C'est  précisément  la  formule  de  Taylor,  dans  laquelle  le  reste  qui  complète  les  n  -f- 1 
premiers  termes  est  exprimé  par  une  intégrale  définie. 

373.  Pour  déduire  de  cette  formule  le  développement  rappelé  plus  haut,  dans 
l'équation 

{9)      9(.r  -4-  /i)  —  9(jc)  —  ho'[x)  -] o"{x)  -! 


5 9'^"  (  ^  )  +  / -„ 0^"+'  {x  +  h  —  u)  du, 

I  .  2  .  3  .  .  .  9!  M   ^     '      '        J         I  .  2  .  3  .  .  .  2  /i    '  ^ 


remplaçons  successivement  la  ft^nction  rfix)  qui  reste  arbitraire,  par  <^'{x),  f{x),..., 
©-""'(07),  et  diminuons  à  chaque  fois  d'une  unité  le  nombre  aibitraire  des  termes 
conservés  dans  le  second  membre,  de  telle  sorte  que  .la  fonction  9'"^' (or  4-  h—  u) 

I.    Cnic.  int.  A/: 
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figure  dans  tous  les  derniers  termes  sous  le  signe  d'intégration,  nous  aurons 

<p'(^+  li)  —  o'{x)  =  lif{x)-{ o"'{x)^ 

I.2.3...(2/l—  l)   ^  J^      I.2.3...(9«—  l)  ^ 

h' 

o"[x-^  h}  —  ^''{x)  =  Ii(q"'{x)A (p"(x)+.-- 


2.3...(2/t  —  l) 


^'"'{x )  +  / ^ ^  0^"+' ix  -f-  h  —  u) du, 

J,^       I.2.3...(2Al  — 2)    ' 


(^^"-'{x  +  h)—  (f''"-'{x)  =  /i(ij>^"{x)-+-  I     uo'"'+'{x  -h  h  —  u] 

J  0 


du. 


Posons,  conformément  à  la  notation  iiabituelle, 

oP{x  -^  h)  —  oP{x)z=tS.oP[x), 

et  ajoutons  les  équations  précédentes,  au  nombre  desquelles  il  faut  comprendre 
l'équation  (9),  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  i.  A,  A,  AaA^,..., 
Ao/z-i  A^""'  en  choisissant  les  constantes  A,,  Ag,...,  A2„_,  de  manière  à  faire  dis- 
paraître du  second  membre  les  dérivées  ©"(a;),  o"'{x),  (p^^ix),...,  (p^"[x),  on  aura 

(10}  Ao{x)  +  AJiA(^'{x)  -\-  AJi'Ac^"{x)  +. .  .+  A,,,-,  A^"-' Acp-"-'(.r) 

=  A(p'(x)+/     f"^'{x  +  h  —  u)F{u)du. 

En  posant 

(11)  F{u)=  . h  A,  5 -, :  +  . . .  +  A^,,-.  uh'"-',  M 

^     '-  ^    '        1.2.3. ..2n  1.2.3. ..(2/1  —  i)  "^ 

les  coefficients  A,,  Ao,...,  Aa»-,  étant  déterminés  par  les  équations 

A, H =0, 

1.2 

A,  I 

AjH \ -— =0, 

1. 2       1 . 2.3 


t2n— :, 


1.2  1.2.3  I  .  2  . 3  .  .  .  2  n 


1.2  I .  : 

et  en  nommant  B,,  Bo...,  B„  les  nombres  de  Bernoulli,  ces  relations  sont  satis- 
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faites  (1,  347)  en  prenant 

A.=--,     A.=  ^B,,     A3-0,     A,=:--^-^^B„     A.  =  o,..., 


2  2 


et  l'équation  (10)  devient  par  conséquent  ^ 

J  o 

Y[li)  désignant  la  fonction  fi  i)  que  l'on  peut  écrire 

7X'3Tr>/i-.)L  2Ai     Ah)       i.Av  '    ^      \hi     -^   A 

Le  facteur  placé  entre  parenthèses  est  précisément  le  polynôme  qui  exprime  la 
somme  des  puissances  2/<—  1  desn  —  i  premiers  nombres  entiers  dans  lequel  n 

est  remplacé  par  '-■  En  adoptant  la  notation  (I,  349),  on  a  par  conséquent 

II"'  (u\ 

'       1 . 2 . 3 . .  .  (  2 Al  —  1  j  \n / 

374.   Le  développement  indéfini  donné  (1,  333)  n'est  par  conséquent  légitime 
que  si  le  reste 

^^ /     Q"'+' (x  +  h  —  u)  9,„_,  (  J  ]  du 

1.1   3...(2W-I)  j,     ^  '^         \M 

tend  vers  zéro,  lorsque  n  augmente  indéfiniment;  u  variant  de  zéro  a  h,  j^  varie 
de  zéro  a  l'unité,  le  facteur  ©o„_,  (j]  ne  change  pas  de  signe  (I,  352),  et  nous 

pouvons,  par  conséquent  faire  sortir  l'autre  facteur  cp-"^\{x -^  h  —  u)  du  signe 
d'intégration,  en  le  remplaçant  par  une  valeur  moyenne  c^'^"-^*  [x -h  Oh),  en  sorte 
([ue  l'intégrale  qui  exprime  le  reste  est  égale  à 

/}-"  r''        /«\  , 

i.2.3...(2n-i)^      ^  Vo  vu 

Mais  on  a  (1,  351) 

,  I    dc?,„{x)  ..  , 


4/h 
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dune 

c'est-à-dire,  l;i  fonction  9>u[j^)  étant  nulle  '  I,  352^  pour  u  =  A  et  u  =  o, 

et  le  reste  de  la  série  de  Maclauriii,  quand  on  la  termine  au  ternie  en  Ao-"--{x), 
est  par  conséquent 

(12) ' o--'"+ '{.r  +  Q/r,  B„ . 

Les  nombres  de  BernouUi  (I,  412)  grandissent  si  lapidement  avec  n,  que  la  for- 
mule de  Maclaurin,  prolongée  indéfiniment,  est  en  général  inexacte.  Elle  peut 
même  alors  cependant,  par  une  anomalie  singulière,  rendre  de  grands  services 
dans  les  calculs  d'approximation.  Le  terme  complémentaire,  lors  même  qu'il  grandit 
avec  n,  est  en  effet  fort  petit  pour  des  valeurs  peu  considérables  de  n.  L'expres- 
sion (12)  pourra  donc  être,  et  sera  dans  le  plus  grand  nombre  des  cas,  négligeable 
pour  certaines  valeurs  de  n,  et  la  formule,  bornée  à  un  petit  nombre  de  termes, 
ne  laissera  subsister  qu'une  erreur  insignifiante.  On  a,  par  exemple, 

^c — -  o.ouooo  oouoo  00000  lil'-Ac). 

1 .  2 . 3 ...  20  '  ^ 

375.   Si  l'on  pose 

9'(^)=/(^'), 

on  aura 

A  9  (,r  )  =  9  (  .r  +  /?  )  —  9  (.r  )  —  /  ./'(  -^  )  <^^, 

et  la  formule  (8j  donnera 

f{x)dx=  hf{x-]-\-  -hAfix)-^  -B,  A'Af'ix^H '        B.  h* Af" (x)  -  ■  •• 

^  2       •'  2  ././       1.2.3.4"        -^     '    ' 

Si  Ton  applique  celte  formule  à  la  fonction 

fix)  =  tr{x]. 
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on  trouve 

ITix)  cU-  =--  hlY{x;  4-  -  fiMTix)  -  -^  B,  A^A  -^^    +  ---3-^  B.A^A    -^^^-  -  .... 

Eti  posant  A  -  i,  ^=:  o,  on  a 

dx  X 

A  dHY{x)  1 

A    r^ ~  =: •. 


A 


dx^  X- 

dHY(x) 


dx^  x'-^ 

et  ainsi  de  suite;   d'ailleurs  (300y 

i  lT{x)dx  =^     liT.  +  xlx—x; 

par  eonséquent 

I  ,  /  M  ,         I   B,         .     B,         \    B. 

l\[x)=-  -.1-?:-  —  X  +  [x Ix  -; —  -     —  -„--  —  -h    — ^  ^  —  •    -, 

^     '       0.  \  -j. J  -2    X        3.4  X-'        5.0  X' 

ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  (315j. 

376.  La  formule  (i3),  très-employée  dans  le  calcul  des  intégrales  définies,  est 
mise  liabiluellement  sous  une  aulie  forme.  Elle  est  évidemment  d'autant  plus 
exacte  (jue  la  valeur  de  h  est  plus  petite,  et  c'est  pour  celte  raison  qu'avant  d'en 
faire  usage,  on  partage  souvent  une  intégrale  en  plusieurs  autres  dont  les  limites 
soient  plus  resserrées. 

On  a,  en  posant  b  —  a  =  n/i, 

9 ( ^ )  t/x  :=-:  I  c^{x)  dx  +  I  (f{x)  dx  +  •  •  •  -h-  l  c^[x)  dx , 

et  en  apprKjuant  la  formule  (i3)  a  chacune  des  intégrales  qui  composent  le  se- 
cond membre,  on  trouve,  après  des  réductions  évidentes, 

;i4)         /     9(J^)</.r  —  /t[9(rt)  4-  9(tt  -h  /t ).+  •••  +  <?(«  +  nli)]  —  ^ //  '  9(6)  -f-  9(0)] 

J  a  ^ 

-  ^  B,/,'[9'!4)  -  <p'(«  ]  +  y--i-^-^  B.A'[9"(*) -9»] 
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Si  l'on  fait  /z  •—  i,  on  a 

(i5)      f  (f{x)dx=-[o[b}-i-o{a)] I  ~^-Wif>)-  ?'(^)] 

«/a  *  ^ 

et  déduisant  (p'{b)  —  o'{a)  de  cette  équation  pour  le  substituer  dans  l'équation  (i4), 
on  trouve,  en  remarquant  que  [b  —  a)  =  nh, 

Â  :=//  —  ! 

(16)       Ç  o{x)dx=~-^^1n    y    o{a+hh)  +  [n-^)[o{b)  +  ô{a)]\ 

En  disposant  du  nombre  arbitraire  n  et  combinant  entre  elles  les  formules  obte- 
nues, on  peut  former  un  grand  nombre  de  résultats  intéressants. 

En   posant  b  —  a=p='6Q  et  faisant  successivement  n  =  2,  n  =  [\,  n  =  S, 
on  obtient  les  trois  formules  suivantes  : 

(.7)   J'^^{x)dx=^^-^\/i[oia-^/i6)-ho{a)-\-o{b]][ 

(18)  r  9(.r)rfa-=-^;8[?{a  +  a6)+9(a  +  4e)  +  o(a  +  69)]j  +  3[9(a)+9(6)J 

ib. 1.2.3.4  .    ^      J        256. 1.2.3.400 

(19)  r   9(,r)f/.r=  ^'^}i6[9(«  +  6)+  o(«  +  20)  +  cp(«  +  3&)  +  ...  +  9(a4-7  0)]i 

65  B3  (  6  —  «  )"'        r    ^  ,,  ,  w     M 

+  4096:^7^374:576  !?"'>-?<«»• 

En  combinant  ces  équations  pour  éliminer  (p"'{b)  —©"(a),  on  trouve 

(20)  r  9(^)(/.r=:-^!7[9(«)  +  9(6)]  +  32[9(a  +  2(5)4-9(rt  +  6O)j+-i29(«+40); 

64 . I . 2 . 3 . 4 • 5  o    ' 

(21)  r^(.r)f/x  =  -#-|77[o(a)  +  9(6)]-f-32o[9(a+6)  +  9(a  +  30)  +  9(«  +  5û)+9(rt  +  7^). 

+  i|^^[9(«  +  .ô)  +  9(«  +  4ô)+9(-  +  60)]-^^-Ai^ 
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et  en. éliminant  (p'^ib)  —  <f{a) 

J  a  0070 

0070     '-  ^  '  ^  '  .    \  /  .  I      '  ^ 

377.  Appliquons  ces  diverses  formules  à  la  recherche  de  l'intégrale 

r'/{i-hx]  r.' 

I         "  dx  =  —  zz^  0,02240  703341. 

On  a^  dans  ce  cas,  a  =  o,  h  =  i  et />  =  i;  donc 

9(fl)  — 9(0)  — I,     9  (  TT I  =  o,f)4?-?6  4?85,     9  f  -  j  —  0,899.57  4205,     9(^1  =  0,849209950, 
of  n  )  =  o>8io93  0216,     9  I  TT  j:^  0,77681  25o5,     9  I  7^  |=:r  0,74615  4384, 

9(^1  =  0,718409896,    9(1)  — 0,69314  7181. 
La  formule  (17)  réduite  à  son  premier  terme  donne 

f^    'i-~-^-^rf^  =  g  [^9(o)  +  9(.)  +  49(^|^j=^  (1,693. 5 +  3,24372)  =0,22881, 

et  l'erreur  porte  sur  le  quatrième  chiffre. 

En  partageant  l'intégrale  en  quatre  autres  prises  entre  les  limites  zéro  el  j, 

T  et  -5  -  et  V'  7  et  î,  et  appliquant  à  chacun  la  formule  (17),  on  trouvera 

^4  /     '-^-^  -^  r/x  =  4  X  3,286  6966  +  2  X  ?.,449  ^>588  -h  .  ,693  1.472  =  ,9,739  25i  3, 
d'où 


f  '  ^-^^-■''-^  dx  =  0,822  4688, 

et  l'erreur  ne  porte  plus  que  sur  le  sixième  chiffre. 
La  formule  (20)  réduite  au  premier  terme  donne 

C  l{i.+  x)   ,  ^  ,    , 

^ V       — ~x~     "-^^  —  7  X  1 ,693  1472  -+-  32  X  1 ,638  7286  -f  1 2  X  0,8 r o  9302  =  74,022  5077, 
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et  par  conséquent 

/"'  /(r-t-  jt) 

1       r/.r  =^  0,82^  4712, 

Jo  -^ 

avec  qnatre  chiffres  exacts. 

En  décomposant  l'intégrale  en  deux  autres  /     -h  /     ,  on  a 

J  O  J  I 

'  1 80  I   Jll-^1^  ^/,r  r^  7  X  1 ,6()3  r  4  7 1  s .  +  3 2  X  3 ,  28669  6636  -4-  «2X1 ,6387  2859 

-f- 14  X  0,81094  0216, 


c'est-à-dire 


r'i{\-^x)         148,04407725 

I f/x  = ^ — '-^ —  =  0,82246  709b, 


résultat  exact  à  sept  décimales. 
La  formule  (22)  donne  enfin 


5670  f      '^"^"^^  r/.r  rr.  2  r  7  X  1 ,693 147181  +  1 024  X  3,28669  663  r  +  35?.  X  i  ,63872  8589 
+  436X0,810930216 


OU 


—. — ; cix  ^=  0,02246  7070, 

exact  encore  à  sept  décimales. 


— an&^&^-^B 
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LIVRE  SECOND. 

APPLICATIONS   Eï   DÉVELOPPEMENTS. 


CHAPITRE  PREMIER. 

ÉVALUATION  DES  AIRES  PLANES  ET  DES  ARCS  DE  COURBE. 


Expression  cV une  aire  plane. 

378.  Lorsqu'une  courbe  plane  est  rapportée  à  des  coordonnées  rectangulaires  x 
et  r,  l'aire  comprise  entre  cette  courbe,  l'axe  des  X  et  deux  ordonnées  correspon- 
dant aux  abscisses  a  et  fe  est  représenté  par  l'intégrale 


y  dx. 


Toute  intégrale  définie  représente  donc  une  surface,  et  les  exemples  traités  dans 
le  premier  livre  pourraient  tous,  avec  un  simple  cbangement  dans  l'énoncé,  trouver 
place  dans  ce  cbapitre. 

Il  faut  remarquer  que  la  formule  qui  représente  l'aire  suppose  l'ordonnée  posi- 
tive pour  tous  les  points  delà  courbe  dont  les  abscisses  sont  comprises  entre  a  et  b; 
si  l'ordonnée  j'  est  négative,  l'élément  ydx  de  l'intégrale  est  lui-même  négatif,  et 
l'intégrale,  somme  de  ces  éléments,  représente  l'excès  de  la  surface  située  au- 
dessus  de  l'axe  des  X  sur  celle  qui  est  au-dessous. 

Il  est  également  bien  entendu  que  la  limite  supérieure  h  surpasse  la  limite  infé- 
rieure a;  s'il  en  est  autrement,  l'intégrale  est  égale  et  de  signe  contraire  à  celle 
que  l'on  obtient  en  renversant  les  limites,  et  par  conséquent,  lorsque  l'ordonnée 
est  positive,  l'intégrale  représente  l'aire  cbangée  de  signe. 

379.  Pour  évaluer  la  surface  comprise  dans  l'intérieur  d'une  courbe  fermée  telle 
que  celle  que  représente  la  figure,  on  doit  déterminer  d'abord  les  tangentes  MP, 

L    Cnlr.  in  t.  \^ 
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NQ  parallèles  à  l'axe  des  j,  et  considérer  la  surface  comme  la  diiTérence  des  aires 


\À 


K        U      X 


MKNQP  et  MK'NQP,  dont  chacune  est  représentée  par  une  intégrale,  et  en  nom- 
mant y<  et  ja  les  deux  ordonnées  KR  et  K'R,  l'aire  est  égale  à 


/.OQ 

/      ' 
Vop 


r.,  —  y\)dx. 


380.  La  même  formule,  dans  certains  cas,  doit  être  modifiée.  Soit  à  évaluer  par 
exemple  l'aire  enfermée  dans  l'intérieur  d'une  courbe  telle  que  MM' M" M'"  qui 


I        / 

N'i 


iM' 


0  V         V"  P" 


P'  X 


admet  plusieurs   tangentes  MP,  M'P',  M"P",  M'"P"  parallèles  à  l'axe  des  y.  On  a 
évidemment,  en  nommant  A  l'aire  cherchée, 

A  =  PMKM'  P'  —  P" M' M' P'  +  P " M" K' M  '  P  "  -  PMN"  M"'  P", 

et  chacune  des  intégrales  qui  figurent  au  second  membre  s'exprime  par  une  inté- 
grale unique. 

381.  Il  est  souvent  avantageux  d'appliquer  une  formule  qui,  en  exprimant 
l'aire  quelle  qu'en  soit  la  forme  par  une  intégrale  unique,  dispense  de  recourir 
aux  décompositions  que  l'on  vient  d'indiquer. 

MM' 


r 


jx — 


Soil  par  exemple  à  évaluer  l'aire  de  la  courbe  représentée  par  la  figure.  Les  or- 
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données  infiniment  voisines  MT,  M'T',  dont  la  distance  est  dx,  coupent  le  conlour 
en  des  points  dont  nous  représenterons  les  ordonnées  par  r, ,  jo,  V3,  r^,  }\,  \^\ 
et  l'élément  de  surface  correspondant  est  évidemment 

( '  )  '}'i^  —  y\  H- y\  —  .r.  -f-  y 2  —  x^  ]  dx. 

En  nommant  f/5,,  ds.,  ds^,  ds^,  ds^,  ds^  les  petits  arcs  dont  la  projection  commune 
est  TT'  ou  dx,  et  «,,  a.,  a^,  «.,,  «5,  «g  les  angles  formés  par  l'axe  des  y  avec  la 
normale  extérieure  à  chacun  d'eux,  on  a 

dx  =  ds^  cosa,,  =  —  ds,  cosa,s  ==:  ds,  cosai  =  —  ds,  cos«j  —  r/*j  ces  a,  =  —  r/.ç,  ces  a,, 

et  la  somme  des  expressions  telles  que  ^i)  est  par  conséquent  représentée  par 

I  y^  ds  C0S5C. 

L'intégrale  devant  s'étendre  au  contour  entier,  quelle  qu'en  soit  la  forme;  la  dé- 
monstration, qui  est  générale,  repose  sur  ce  principe  évident  que  lorsqu'une 
droite  rencontre  en  plusieurs  points  une  courbe  fermée,  elle  forme  avec  la  normale 
extérieure  un  angle  obtus  en  tous  les  points  par  lesquels  elle  pénètre  dans  le 
contour,  et  un  angle  aigu  en  tous  ceux  par  lesquels  elle  en  sort. 

382.  Lorsqu'une  figure  plane  est  rapportée  à  des  coordonnées  polaires,  on  peut 
aisément  exprimer  les  portions  de  son  aire  comprise  entre  les  deux  rayons  vec- 
teurs. L'aire  comprise  entre  un  rayon  vecteur  lixe  correspondant  à  l'angle  a  et  le 
rayon  variable  qui  correspond  à  l'angle  w,  a  en  effet  pour  différentielle  (I,  116) 

-  (j"^  dh),  et  l'aire  elle-même,  qui  s'annule  pour  r»  =  a,  est  représentée  par  l'intégrale 

en  supposant  toutefois  a  moindre  que  o). 

Pour  évaluer  l'aire  d'une  courbe  fermée  à  laquelle  l'origine  est  extérieure,  on 
('OM)Miencera  par  mener  du  pôle  deux  tangentes  OM,  OM'  à  cette  courbe,  et  l'on 


len. arquera   que   la   surface   demandée  est  la   différence  des  deux  aires  OxMKM', 

45. 
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OMK'M',  qui  chacune  s'évalueront  à  l'aide  de  la  formule  précédente.  En  nom- 
mant pt  et  p2  les  deux  rajons  vecteurs  qui  répondent  à  une  même  valeur  de  o), 
cette  aire  sera 


-  j  ip2  — P';^w, 


les  limites  de  l'intégrale  étant  les  valeurs  de  oj  qui  répondent  aux  rayons  extrêmes 
OM,  OM'. 

Si  la  courbe  n'est  pas  convexe,  on  peut  être  obligé,  comme  dans  le  cas  des  coor- 
données rectilignes,  à  décomposer  la  surface  en  un  plus  grand  nombre  de  parties 
comprises  chacune  entre  deux  tangentes  issues  de  l'origine  et  l'arc  que  leurs 
points  de  contact  interceptent  sur  la  courbe. 

383.  On  peut,  en  employant  toujours  les  coordonnées  polaires,  représenter 
l'aire  d'une  courbe  fermée  par  une  intégrale  unique  qui  convient  à  tous  les  cas. 
Si  deux  rayons  vecteurs  voisins  coupent  la  courbe  aux  points  M,,  Ma,  M3,  M,,  dont 
les  rayons  vecteurs  soient  p,,  p.,  p^,  p^,  l'élément  de  surface  compris  entre  ces 
deux  rayons  vecteurs  est  évidemment 

::  «w>p;  —  PI  +  p-,  —  p\  • 

2, 

En  nommant  ds,,  clsn,  cls^,  cls^  les  éléments  de  contour  compris  entre  les  rayons 
considérés  et  a,,  «2,  «3»  «<  les  angles  formés  par  les  mêmes  rayons  avec  les  nor- 
males extérieures  aux  divers  éléments,  on  a 

, (hi  CCS  a,  _    dsi  tosot- ds^  ces  as  _  ds^  ces  a, 

et  l'aire  est  exprimée  par  l'i'ntégrale 

^■2  -     I    0  ds  ces  5!. 

étendue  à  tous  les  éléments  du  contour. 

On  peut  remarquer  que  le  produit  p  cosa  est  égal  à  la  perpendiculaire /?  abaissée 
du  pôle  sur  la  tangente  à  l'élément  ds,  et  l'expression  psut  s'écrire  par  conséquent 

Mais,  en  lui  donnant  cette  forme,  on  perd  l'avantage  de  n'avoir  pas  à  se  préoccuper 
du  signe  des  éléments  que  l'on  doit  ajouter. 
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Qiietques  applications. 
384.  Aire  du  cercle.  —  Soit  .r^  +  y-  -^  R'  l'équation  d'un  cercle. 

AI 


-f 


i 


-4-r 


L'aire  AOMP  est  représentée  par 

1     ydx  ■=.  \     dx  ^V>}  —  x^-  =  -—  arc  sin  -  H v'R'  —  ■^' 

1/  0  *J  o 


77  K' 

En  faisant  x  =  R,  on  olMient  le  quart  du  cercle  —,   • 
On  obtient  le  même  résultat  en  posant 

X  =-"  Rcoso, 

^'  =  R  sin  9, 

et  par  conséquent 

ydx=^  —  R^sln^9t/o. 

ï^es  extrémités  du  quadrant  correspondent  à  ©  =  %  ©  =  o,  et  le  (juarl  d(!  cercle  a 
par  consé(iuent  pour  expression 


.»  2 


ttR 


/     —  R^  sin^o  do  —  R^  (     sin'o  do  -^  ^     , 

'  '     '         .'o         '     ■        4 


385.  Développée  de  V ellipse.  —  La  développée  de  l'ellipse  a  pour  équation    1,  527^ 


I, 


On  peut  poser,  pour  un  point  quelconcjuc  de  la  courbe, 

.1-  -=i;  OL  cos^o,         dx  :^  —  \y.  cos- cp  sin cp  do, 
y  =-^  sin*  o. 


3o8 
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et  comme  on  obtient  le  quart  du  contour  en  faisant  varier  9  de  -  à  zéro,  le  quar 
de  la  surface  a  pour  expression 


Xdx:z^   I     —  3ai3  sin*9  cos'cp  c?9  =:  3a|3  /     sin^cp  ;  i  —  sin'9  u/o  = 


37T«(3 

3?.    ' 


et  l'aire  totale  est  égale  à   -^  • 

386.  Aire  d'un  secteur  elliptique.  —  Soit  BMA  un  quart  d'ellipse,  F  le  foyer. 
Calculons  le  secteur  FMA  dont  l'expression  est  utile  dans  l'étude  du  mouvemenf 
des  planèles. 


L'équation  de  l'ellipse  rapportée  au  foyer  F  pris  j)our  pôle  et  à  l'axe  FA  pour 
axe  polaire  est 

(  3  )  p  = 

Soit  MP  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  l'axe  et  N  le  point  où  elle 
coupe  la  circonférence  décrite  sur  le  grand  axe  comme  diamètre.  Désignons  l'angle 
NOA  par  u,  on  a,  d'après  les  propriétés  connues  de  l'ellipse, 


0  cosw  =  a  COSM  —  ae. 


Et  remplaçant  p  par  sa  valeur  (3 


\i— e^icosco  cosw— e 

ces  n  —  e  =  ' — 1      coso)  ;= 


I  +  e  cosw 


I  —  ecosM 


I  -j-  COSfi)  =  - 


I  —  e)  (i  +  CCS  M 
I  —  e  CCS  M 


lang  -  w  ^- 


fM 


/i  —  COSM  /i  +  e  I 

i  / =  i  / lang  -  u , 

y   I  +  coso^       y   I  —  e       ^2 


...    =v 

CCS-  -  0 

2 


+  e       du 


I  —  e  I 

ces'  -  Il 

2 
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OU,  ce  qui  revient  au  même 


'sm 


dot       A  4-  e        du 

I  H-  coso)        V  '  —  ^  '  +  cosn 


par  conséquent 

o'  dc)  =  a^  I  —  e  ces  ii  ''  1  / 


+  e        du        (  I  —  e  )  (  I  +  ces u) 
—  e  i  +  cosM         I  —  ecosw 


~a^^î  —  e^  { I  —  e  ces  n   du. 


et 

(4) 


-    /     0^  f/oj  r=:  -  a-  i/i  —  e'  (m  —  e  sin  w  . 
387.   Aire  d'un  secteur  parabolique.  —  Soit  j-  =  \ax  l'équation  de  la  parabole, 


0    P  F 


X,  y  les  coordonnées  du  point  M,  x' ,  y'  celles  du  point  M',  F  étant  le  foyer,  cal- 
culons le  secteur  MFM'.  On  a,  comme  on  sait  par  les  éléments, 


6     ' 


0M'P'=:1^'>', 


et  par  conséquent 


Mais  on  a 

par  conséquent 
3S 


y'  =z  2  sfax' ,     y  z-ji  ?.  \jax, 


-^  =r  a:'  v/.r'  ~x^x+  [Ui^slx'  -  ^Ix)  =  Hx'  -  sjx)  [x'  +  .r  +  v/.r.r' +  3«). 
Le  second  membre  s'exprime  élégamment,  comme  l'a  montré  Lambert,  en  fonction 
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de  la  somme  p  ■+-  fy  des  rayons  vecteurs  MF,  M' F  et  de  la  corde  MM'  que  nous  dé- 
signerons par  <j. 
On  a 

p  =:  a  +  X,     p'  -—  a  —  X, 

(5)  p  -t-  p'  --—  o.a  -f-  X  H-  x' , 

(6)  n'^^^ij  —  j')-H-(.r  —  x'  ?  ■=.  [\^a[\lx  —  sjx'  f  +  {x  —  ^')-=:  (p  +  p' 1' — ^\'i'+  s/xx'  /■ 

Les  équations  (  'S)  et  (6)  vont  nous  fournir  les  valeurs  de  ûo  et  de  x' .  Posons 

p  +  p'  H--  G"  =  7. m, 

p  -+-  p'  —  T  =  2  // , 

les  équations  (5)  et  (G)  deviendront 

X  +  x'  =  m  +  Il  —  2<K, 

a  -h  \Jxx'  =  sjmn .    ' 


On  en  déduit 
par  conséquent 

et  enfin 

(7) 


y/.r'  —  sjx'f  ■=  m  -\-  Il  —  2  sjmn  -     (y^m  —  y^n 


fy/w  —  v^«j  fi'Vw  —  V'wj'  +  3  y//7?«j  =  (y/m  —  y//?-]  fw  +  n  ■+  sjmn)  = 


m    —  «   , 


v/« 


/p  +  p'  +  0- 


(v/^-?^^)']' 


c'est  le  théorème  de  Lambert. 

388.  Folium  de  Descartes.  —  L'équation  du  folium  de  Descartes  est 

x^  —  "iaxy  +  y^  =  o, 

Yi 


et  en  coordonnées  polaires 


3«sin&)  ces  63 
ces'' 00  -f-  sin'&j 
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On  a 


/ton"' 


Od  —- 

COS'6) 


lang'o)^ 
et,  en  posant  i  -h  tang"'w  =  z, 

-    j  p'  (loi  =  ^-^        -  = h  C. 

2  J    "^  O    J      Z^  1Z 

La  boucle  du  folium  s'obtiendra  en  faisant  varier  w  de  zéro  à  -,  et  par  conséquent  z 
de  l'unité  à  l'infini.  La  surface  de  cette  boucle  est  par  conséquent  -  a^ . 

389.  Aire  de  la  cycloïde.  —  f.es  équations  d'une  cycloide  étant 

X  =  a{u  —  sin  u), 

y  =:  a{l  —  ces  M), 

•        r  dx  =-  aM  I  —  cos u  )^  du  =  /i(û  sin*  -  u  du. 

La  surface  totale  correspondant  à  un  tour  entier  du  cercle  générateur  s'obtiendra 
en  faisant  varier  u  de  zéro  à  in;  elle  est  donc 

J^27r  I  /*^  I 

sin'  -  u  du  =r  8cû  j     sin^  -  udu  =  i-na^ 
0  ^  Jo  ^ 

390.  Aire  de  la  cardioide.  —  On  a  désigné  sous  le  nom  de  cardioïde  la  courbe 
lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  de  la  circonférence  d'un 
cercle  sur  ses  tangentes.  Celte  courbe  a  pour  équation,  en  coordonnées  polaires, 

p^rR  +  Rcosa). 

R  étant  le  rayon  du  cercle  et  le  pôle  placé  au  point  d'où  l'on  abaisse  les  perpendi- 
culaires. La  surface  totale  est 

-    /       p'  d(ji  =  -    1       (R'  H-  2R  coso)  -h  R'  cos'o)j  rtfo)  =  — ^ — -, 

elle  est  par  conséquent  la  moitié  de  l'aire  de  la  cycloide  engendrée  par  un  point 
du  cercle  roulant  sur  une  de  ses  tangentes. 

Théorcme  de  Steiner. 

391.  Le  résultat  précédent  est  un  cas  très-particulier  d'un  théorème  élégant  dû 
à  Steiner. 

\.     Cale.  in'.  46 
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Lorsqu'une  courbe  fermée  roule  sur  une  de  ses  tangentes,  la  roulette  engendrée 
par  un  point  du  plan  qui  se  meut  avec  elle  en  lui  restant  invariablement  uni  a 
une  surface  double  de  celle  de  la  courbe,  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abais- 
sées du  point  donné  sur  les  tangentes  à  la  courbe  qui  roule. 

On  entend  par  surface  de  la  roulette  engendrée  par  un  point  du  plan,  l'aire  com- 
prise entre  la  coui^be  décrite  par  le  point,  la  droite  sur  laquelle  elle  roule  et  les 
deux  rayons  vecteurs  extrêmes  qui,  au  moment  du  départ  et  après  une  révolution 
complète,  unissent  le  point  décrivant  au  point  de  contact  de  la  courbe  qui  roule. 

Soit  M  le  point  décrivant  dans  l'une  des  positions  de  la  roulette,  A  le  point  de 
contact  correspondant.  M'  le  point  voisin  de  M  et  A'  le  point  de  contact  correspon- 


dant. La  distance  AA'  étant  égale,  comme  on  sait,  à  Tare  AA,  qui  dans  le  roule- 
ment s'applique  sur  elle,  le  point  A,  dans  le  mouvement  qui  amène  M  en  M',  ne 
se  déplace  que  d'un  infiniment  petit  du  second  ordre,  et  l'on  peut  regarder  MM' 
comme  un  arc  de  cercle  dont  A  est  le  centre  et  dont  l'angle,  égal  à  celui  dont 
la  figure  a  tourné,  est  l'angle  de  contingence  de  AA,.  Or  la  surface  élémentaire 
MAA'M'  peut  être  considérée  comme  la  somme  de  deux  autres 

MAM'  +  M'AA'. 

Si  l'on  nomme  r  le  rayon  vecteur  AM  et  s  l'angle  de  contingence,  on  a 

'  MAM'  =-  —  • 

2 


Quant  à  M'AA'  on  peut,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'un  ordre  supérieur 
au  premier,  le  remplacer  par  MAA,,  et  la  somme  des  éléments  analogues  formera 
évidemment  la  surface  totale  S  de  la  courbe  qui  roule.  La  surface  totale  de  la  rou- 
lette telle  qu'elle  a  été  définie  plus  haut  est  donc 


(8) 


^/'- 


Considérons  actuellement  la  courbe  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
du  point  M  sur  la  tangente  à  la  ligne  donnée  qui,  bien  entendu  cette  fois,  reste 
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fixe.  Soient  MP,  MF  les  perpendiculaires  abaissées  sur  les  tangentes  aux  points 


infiniment  voisins  A  et  A'.  En  nommant  s  l'angle  de  contingence  correspondant  à 
l'arc  AA',  on  a,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  au  premier, 


(9) 


MPP'  =  -  MP'e, 


et  en  nommant  I  le  point  de  rencontre  des  tangentes 


(10) 


PIP'=-P1    £. 

2 


Mais  si  l'on  nomme  X  l'aire  de  la  courbe  lieu  du  point  P  et  S  l'aire  de  la  courbe  AA', 
on  a  évidemment 


x=y  MPP', 

X=S+y  PIP'; 


=  8  +  ^   fÂp\, 


(12) 

par  conséquent 

(i3)  X 

(i4)  X 

et  on  en  déduit  en  ajoutant 

(i5)  2x=s+^  r(MPVAP')Ez=s+^^  r,-£, 

et  cette  formule,  comparée  à  (8),  démontre  le  théorème  de  Steiner. 

392.  La  somme Jr^j^  q„i  Hgu,.e  dans  les  expressions  (8)  et  (i5),  est  la  seule 
partie  des  deux  surfaces  considérées  qui  varie  avec  la  posilion  du  point  31  sur  le 
plan  de  la  courbe  donnée  à  laquelle  il  est  lié.  Les  lois  de  variation  de  cette  expres- 
sion sont  fort  simples-.  Elles  peuvent  se  rattacher  à  une  propriété  très-connue 
du  centre  de  gravité.  Que  l'on  attribue  en  effet  à  chaque  élément  de  la  courbe 

46. 
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une  densité  inversement  proportionnelle  à  son  rayon  de  courbure,  de  telle  sorte 

(Is 

que  la  niasse  de  l'élément  ds  soit  égale  à  —  ,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  a  l'angle 

de  contingence  s  :  la  somme  /  r-E  est  la  somme  de  ces  masses  élémentaires  mul- 

tipliées  chacune  par  le  carré  de  la  distance  au  point  M;  or  on  sait  qu'une  telle 
somme  est  minima  quand  le  point  M  est  placé  au -centre  de  gravité  G  de  l'en- 
semble des  masses,  et  que  la  valeur  relative  à  tout  autre  point  M  est  égale  à  cette 

valeur  minima  augmentée  de  la  masse  totale  j  s,  c'est-à-dire  lin,  multipliée  par  le 

carré  de  la  distance  GM. 

Il  résulte  évidemment  de  cette  remarque  que  le  lieu  des  points  qui  sur  un  plan, 
dans  le  roulement  d'une  courbe  donnée,  engendrent  des  roulettes  de  même  aire 
est  un  cercle  dont  le  centre  engendre  la  roulette  d'aire  minima. 

Il  est  aisé  de  prouver  directement  que,  quelle  que  soit  la  forme  de  la  courbe 
donnée,  le  lieu  des  points  tels  que  le  lieu  des  pieds  de  perpendiculaires  abaissées 
sur  les  tangentes  enferme  une  aire  donnée  est  un  cercle  dont  le  centre  est  indépen- 
dant de  la  valeur  de  cette  aire. 

Soient  AHKl  la  courbe  donnée  et  MP,  MP'  les  perpendiculaires  abaissées  du 


point  M  sur  deux  tangentes  voisines,  l'aire  de  la  courbe  PP'  est  évidemment 


-m 


fm^'e, 


s  désignant  l'angle  des  deux  perpendiculaires  MP,  MF,  égal  à  celui  des  tangentes. 
Soit  0  l'angle  de  l'une  des  tangentes  avec  l'axe  des  X,  son  équation  est  de  la 

forme 

^  sin  0  —  j  ces  0 -h  p  =  o, 

D  étant  une  fonction  de  6.  Soient  a  et  /3  les  coordonnées  du  point  M,  on  a 


MP  =  a  sin  9  —  [3  ces  9  ■+-  p, 
z  =  dB, 
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et  par  conséquent  l'aire  totale  de  la  courbe  lieu  des  points/)  est 

'       {xsinB  —  <^cose -h  p]'f/9 

o 

am'Ode  +  ^'  1       cos'OdQ  —  -îa^  sïnecosBdO 

psinOdO  — -2.^  1       pcosQdO-hj       pUlB. 

0  «/o  t/o 


On  a 


0 

cos'Ode  —  T., 

n 

sinô  Q.osBdB  ==  o, 

0 


et  par  conséquent  l'aire  cherchée,  considérée  comme  fonction  de  a  et  de  ]3,  est 
exprimée  par  un  polynôme  de  second  degré,  dont  les  termes  du  second  degré  se 
réduisent  à  nor-^-n^^,  et  en  l'égalant  à  une  constante,  on  aura  par  conséquent 
l'équation  d'un  cercle. 

Théorème  de  M.  Holditch. 

393.  Si  dans  une  courbe  fermée  on  inscrit  une  corde  de  longueur  constante 
c  +  c' ,  le  point  qui  la  divise  en  deux  segments  c  et  c'  décrit  une  courbe  dont  l'aire 
est  égale  à  celle  de  la  courbe  donnée  diminuée  du  produit  ncc' ,  en  sorte  que  l'aire 
comprise  entre  les  deux  courbes,  dont  l'une  est  entièrement  arbitraire,  est  exprimée 
exactement  par  ncc' . 

Soient  AB  la  corde  dans  l'une  de  ses  positions  et  P  le  point  décrivant,  de  telle 
sorte  que  l'on  ait  AP  =  c,  BP  =  c'.  Soit  Q  le  point  d'intersection  de  la  corde  avec 


sa  position  infiniment  voisine,  c'est-à-dire  (I,  104)  le  point  de  contact  avec  son  en- 
veloppe. Soient  [A]  Taire  de  la  courbe  donnée,  [PJ  et  [Q]  celles  des  courbes  engen- 
drées par  les  points  P  et  Q,  AQ  =  r,  BQ  ==  c  -+-  c'  —  r. 
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On  a  évidemment 


>6) 


et  aussi 


dB  désignant  l'angle  de  deux  cordes  voisines,  on  en  conclut 

r'd6=  (c  +  c'—  rydO, 

o  Jo 

et,  en  supprimant  le  terme  commun, 

rde  ~{c  -h  c'y  /       d9, 

o  Jq 

et  par  suite 

o 

Mais  on  a  évidemment  aussi 

m-[Q]=--l  Hic-ryde; 
donc,  à  (îause  de  (i6), 

[A1-[P]=^    r   ''{'2cr-c^}d6  =  c  T'^^rdO-T^cr-, 

et,  à  cause  de  (17), 

[A]  —  [P]  =  7rc(c  +  r/)  — 7:c'  =  7r6'c', 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Longueur  d'un  arc  de  courbe. 

394.  On  a  donné  (I,  118)  diverses  expressions  de  la  différentielle  d'un  arc  de 
courbe,  chacune  d'elles  ramène  évidemment  la  détermination  de  l'arc  au  calcul 
d'une  intégrale. 

Arc  d'ellipse.  —  Soient  a  et  b  les  arcs  d'une  ellipse  dont  l'équation  est 
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On  a  . 


ds'  =  dx'  +  df'  =:dx4i-^^\ 


ds=z  dx  t  /  I  + 


/  h^x^  dx      /a*  —  c'^x'' 

V  '       b-'a\a'—x')  ~"  V  V    à'—  X''  ' 


a'  —  6'        6'' 
OU,  en  posant —  =  ~  =  e^, 


a' 


e'x' 

'          d^ 

X' 

a- 

ds  =  dx 


et  le  calcul  de  s  exige  une  intégration  qu'il  est  impossible  d'effectuer  sous  forme 
finie;  l'arc  d'ellipse,  en  effet,  dépend  de  fonctions  transcendantes  auxquelles  on  a 
donné,  pour  cette  raison,  le  nom  àa  fonctions  elliptiques. 

395.  Si  l'on  pose 

^  =  «cos9,    y-  =  «sin9, 
on  trouve 

ds'  =•  dx'+  dy'  =  dcf'{a'  cos'cp  +  b'  sin^'cp), 

OU,  en  adoptant  la  notation  déjà  indiquée, 

ds=.  a  d'^  \j\  —  e^  sin'9, 

('^J  s=^  a  \  do  \J\  —  e's\n-Q, 

396.  Arc  d'hyperbole.  -  Soit  à' y- -  b'' x- =  -  à' b'  l'équation  d'une  hyper- 
bole. On  en  déduit,  en  posant  ^'^/'  =  é\ 


é'x'- 
ds  =:dx  *^ 

~     '  X' 

a' 


V 


et,  par  conséquent, 

('9)     • 


'e'x^ 


On  satisfait  à  l'équation 

à'x'—  b'x^=--~  cûb' 
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en  posant 

a  osino 

^=- ï  r= ^> 

coscp  COS9 

d'où  l'on  déduit  cette  seconde  expression 


\ 


t/cp 


ds  =  — ^-  \Jh^  +  a"  sin^o , 
cos^cp  ' 

Posons  encore 

j=  — lang9, 

c  désignant,  comme  plus  haut,  la  distance  du  centre  au  foyer  ^à'-^b^ ,  on  déduira 
de  l'équation  de  la  courbe 


i  /  I sm-o  = ' ^' '^'"' 

et 


J5  =:  v^c^x^  +  dr'  = ,    .  —  «<p» 

c  C0S-'  9  V I  "~  ^^  si"^'  9 

_  b'    r É?9 

^'  J  cos^9  V^  ~  e'sin'cp 

Cette  intégrale  peut  être  ramenée  à  deux  autres  plus  simples.  On  a  en  effet  identi- 
quement, comme  on  s'en  assure  par  des  réductions  évidentes, 

./(iang9  v''^"=^^?^^i^)  = '^9  V^-^^'sIÏÏ^  +  ^Y=^ 

et  par  conséquent,  comme  b^  =  a-{é^—  ij,  ♦ 

(^0  s=-[e^-^)  f t"^"^        .  ^    =^tangcpv/'-^^sin^9 

^     ^  ^  J  cos^o  yi  —  <?' sm'9       ^ 


-    I  rfp  VI  —  e  sin'9  H —    I    , 

e  J     ^  e       s/\  —  e'^sin'^co 


et  si  l'on  prend  les  intégrales  entre  les  limites  zéro  et  9,  Tare  commencera  au  point 
pour  lequel  9  =  0,  c'est-à-dire  au  sommet  de  la  courbe. 

Si  l'on  calcule  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  la  normale,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  la  distance  de  l'extrémité  de  l'arc  considéré  à  la  projection  du 
centre  sur  la  tangente,  on  la  trouve  égale  à 


-  iang9  v'i  —  e'sin'9 
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el  par  conséquent  la  différence  des  deux  intégrales  qui  forment  les  derniers  termes 
de  (21)  représente  l'excès  de  l'arc  d'hyperbole  sur  cette  portion  de  la  tangente.  Si 

l'on  fait  9  =  -1  les  deux  intégrales  ont  une  valeur  finie,  et  leur  différence  repré- 
sente, si  l'on  veut  s'exprimer  ainsi,  l'excès  de  l'arc  infini  de  l'hyperbole  sur  son 
asymptote,  le  sens  précis  de  cette  locution  incorrecte  étant  suffisamment  indiqué 
par  le  théorème  général. 

397.   Arc  de  parabole.  —  L'équation  d'une  parabole  étant 
on  en  déduit  l'expression  de  la  différentielle  de  l'arc 


/       ^ 
et  l'arc  compté  à  partir  du  sommet  a  pour  expression 


.=£'rf,y 


'\^y'  —  P  iT-^ '\/r'+p'  ,   r 


398.  Arc  de  lemniscate.  —  I/équation  de  la  lemniscate  est 

p2  ==  ia^  ces  2  0). 

dr.)' 


On  a 


ds-  =:drj-h  p-  dfù^  =  1  à' 


CCS  2  0) 


et,  par  conséquent. 


./    l/CO! 


sjcosii 


le  quart  du  périmètre  est  représenté  par 

a\li  \  ; 

./o    y/COS2  0) 

c'est-à-dire  (324),  en  posant  nr^  =  '^, 

^    Jo    v/cosç       4  p/''/\         4      vr 
I.    Cnlc    if, t. 


I7 
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et  l'on  voit  que  le  périmètre  de  la  lemniscate  peut  servir  à  représenter  la  transcen- 
dante numérique  r(^|- 

M.  Serret  a  généralisé  cette  remarque  de  la  manière  suivante. 

399.  Considérons  la  courbe  dont  l'équation  est 

p'''iz=  2"'-!  COSWM. 

Cette  courbe  est  formée  de  m  boucles  fermées  toutes  égales  entre  elles;  dési- 
gnons par  71^  le  périmètre  total  de  ces  m  boucles,  la  moitié  de  l'une  d'elles  a  pour 
longueur 

2'"     /        cos'«    'mw^/o)=2"^^-    /    (cos9)"'~"Vcs, 
c'est-à-dire  (324) 


r 

I  \  2 


-) 


2/«    j,M 
\  m 


Le  périmètre  total  n,„  étant  égal  à  im  fois  cette  expression,  on  en  conclut 


r'  ' 

,2m 


^-\/r(i 


Si  l'on  remplace  m  successivement  par  les  différentes  puissances  de  2,  on  aura  la 
série  de  formules 


r(-:)=v- 

r  (  yg  j  =  v/tts  Ij'r.i  ^TTj  '  ^7r , 


400.  Arc  de  cycloïde.  —  Les  équations  de  la  cycloide  sont 

x=:a[u—  <,vnu),     r  =  «(i  — cosm). 
On  en  conclut 

dx  =  a{i  —  ces  II  )  du,     dy  =  a  sin  m  du, 
ds'  =  dx'  +  dy-"  —  ■2a-{i  —  ces u)du'  =  4^^  sin^  -  u  du\ 
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et  par  conséquent 

ds^=^  ia  sin  -  udu, 

s^=  —  iacos  -  u-h  C. 

2 

Si  l'on  fait  commencer  l'arc  s  au  sommet  où  u  =  n,  lorsque  u  augmente  de  zéro 
à  7r  la  différentielle  ds  est  négative;  il  faut  donc  changer  le  signe  du  résultat,  et 
comme  la  constante,  dans  ce  cas,  est  évidemment  nulle,  on  a 

5=r  4 «ces  -  M, 

2 

ce  qui  s'accorde  avec  le  résultat  trouvé  (I,  20). 

401.  Arc  de  cardioïde.  —  L'équation  de  la  cardioide  est  (389j 

,  p  =z  a  +  «  cosc). 

La  différentielle  de  son  arc  est  par  conséquent  donnée  par  la  formule 

ds^  =:  âfp'  H-  p'^  dm'  =  4  cû  cos'  -  Jw% 
ds  =  51  a  cos  -  dw, 

2 

et  l'on  a 

s  =: hasxn h  C. 

2 

Si  l'on  compte  les  arcs  à  partir  du  point  pour  lequel  on  a  w  =  o,  la  constante  est 
nulle  et  l'on  a 

s  =.  4«sm  -  • 
Pour  w  =  n,  on  a 

et  la  circonférence  totale  de  la  courbe  est  ^a. 

Théorème  de  Steiner. 

402.  La  longueur  totale  de  la  cardioïde  est  égale  à  celle  de  la  cVcloïde  encen- 
dree  par  un  point  du  cercle  considéré,  lorsque  celui-ci  roule  sur  une  de  ses  tan- 

47- 
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gentes.  La  coiiicidence  n'est  pas  forluitc,  elle  est  la  conséquence  nécessaire  d'un 
théorème  élégant  dû  a  Sleiner  : 

Lorsqu'une  courbe  (juelconque  roule  sur  une  de  ses  tangentes,  la  longueur  de  la 
roulette  engendrée  par  un  point  du  plan  lié  invariablement  à  cette  courbe  est  égale  à 
la  portion  correspondante  de  la  ligne  lieu  des  pieds  des  perpendicidaires  abaissées  de 
ce  même  point  sur  les  tangentes  à  la  courbe  mobde. 

Soit  M  la  position  du  point  décrivant  au  moment  où  la  courbe  mobile  touche 
en  A  la  droite  sur  laquelle  elle  roule.  Lorsque  le  point  voisin  A'  vient  par  suite  du 


roulement  se  placer  au  contact  de  la  tangente  fixe,  on  peut  regarder  le  point  M 
comme  tournant  autour  de  A  d'un  angle  égal  à  l'angle  de  contingence  de  l'arc  AA', 
et  l'arc  qu'il  décrit  et-t  égal,  aux  infiniment  petits  du  second  ordre  près,  au  produit 
du  rayon  AM  par  cet  angle  de  contingence  s;  mais  si  l'on  abaisse  du  point  M  des 
perpendiculaires  sur  les  deux  tangentes  de  la  courbe  supposée  fixe,  l'élément  PP' 
coupe  les  tangentes  AP,  AP'  (1,  14)  sous  un  angle  égal  à  MAP.  Cet  élément  PP' 
a  par  conséquent  pour  expression 


AP 


ces  MAP 


MA 


et  il  est  égal  à  celui  de  la  roulette  décrite  par  le  point  M. 

Longueur  totale  d'une  courbe  fermée, 

403.  Considérons  une  courbe  fermée  quelconque  AMM'A,   et  à  partir   d'un 
point  fixe  A  pris  sur  son  contour,  l'arc  arbitraire  AM,  la  tangente  en  M  et  la  per- 


pendiculaire OP  abaissée  d'un  point  fixe  0  sur  cette  tangente.  La  longueur  AMP, 
composée  de  l'arc  AM  et  de  la  droite  MP,  est  une  fonction  de  la  position  du  point  M, 
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et  lorsque  ce  point,  faisant  le  leur  entier  de  la  courbe,  revient  à  sa  première 
position,  la  portion  MP  reprenant  évidemment  sa  valeur  primitive,  l'accroissement 
total  de  AMP  est  égal  à  la  circonférence  entière  de  la  courbe  considérée.  Pour  éva- 
luer cette  circonférence,  il  suHit  donc  d'intécrrer  la  différentielle  de  AMP  éuale 
évidemment  à 

(i;  '  dm -h  dm. 

Le  théorème  démontré  (I,  21)  donne  l'expression  de  t/MP,  qui,  pour  le  déplace- 
ment MxM'  du  point  M,  lorsque  MP  devient  M'P',  est 

—  MM'+ PP'cosPF,MP, 
et  l'expression  (i)  est  égale  par  conséquent  à 

PP'cosPF,MP, 

c'est-à-dire,  évidemment,  à  l'arc  de  cercle  décrit  du  point  0  comme  centre  avec  OP 
pour  rayon  et  compris  entre  OP  et  OP'. 

Si  l'on  nomme  yo  la  perpendiculaire  OP  abaissée  du  point  0  sur  la  lani^ente  et 
£  l'angle  de  contingence  de  l'arc  MM',  égal  évidemment  à  l'angle  P'OP,  la  diffé- 
rentielle de  AMP  est  d'après  cela/>£,  et  la  longueur  totale  de  la  courbe 


A 


c'est-à-dire,  en  nommant  p  le  rayon  de  courbure. 


/ 


l'intéaration  s'étendant  au  contour  entier. 


f^  ds, 


O' 


llléoreme  de  Pascal. 

404.  Les  géomètres,  en  étudiant  la  rectification  des  courbes,  ont  souvent  ob- 
tenu des  relations  simples  entre  des  arcs  de  forme  Irès-dilTé rente  (jui,  pris  isolé- 
ment, ne  pourraient  être  rectifiés. 

Pascal,  le  premiei-,  en  a  donné  un  exemple  très-élégant  en  démontrant  que  la 
longueur  de  la  courbe  engendrée  par  un  point  attaché  à  un  cercle  qui  roule  est 
égal  à  la  circonférence  d'une  certaine  ellipse. 

L'expression  des  différentielles  des  arcs  permet  de  démontrer  bien  simplement 
ce  théorème  de  Pascal. 
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Soit  M  le  point  décrivant  de  la  roulette  allongée  MM',  en  noininant  r  le  nivon 


\  ,>«■, 


H 


A  A.  X 

de  cercle,  u  l'angle  dont  il  a  tourné  pour  parvenir  dans  la  position  C,  A,,  el  a  la 
distance  MC;  les  coordonnées  x^  et  j<  du  point  M'  sont  évidemment 

.r,  =z  ru  —  a  sin  u, 
y\  =  r  —  a  ces  u, 

et  l'on  a,  en  nommant  ds  la  différentielle  de  l'arc, 

ds^  =:  dx\  H-  dy]  =  du*  [(/•  —  a  cos«)- +  «■  sin^«j  =  (rt^+  /-'--  7.arcosu]du' 
OU 


ds  =  du  \/ {a  -^  ry  —  4 ^"' CCS*  -  u , 

et  en  posant  u  =  r.  —  i'^ 

ds  =  —  2d(f  ^{a  -h  ry — 2«rsin''9, 
et  la  longueur  totale  de  la  courbe  est  représentée  par  l'intégrale 


il      do  sj{  a  +  '•)'  ~  4  "''  sin'^  9 , 

ce  qui  (394)  représente  la  circonférence  d'une  ellipse. 

Théorème  de  Jacques  BernuuUi. 

405.  Jacques  Bernoulli,  le  premier,  a  assigné  sur  une  même  courbe  des  arcs  non 
superposables  dont  l'égalité  se  démontre  sans  qu'il  soit  possible  d'évaluer  leur 
longueur  commune.  C'est  par  là  sans  doute  que  la  voie  a  été  ouverte  à  Fagnano, 
dont  le  beau  théorème  sur  les  arcs  d'ellipse  a  révélé  à  Euler  le  principe  fondamental 
de  la  grande  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

La  courbe  considérée  par  Bernoulli  est  nommée  pai'  lui  spirale  parabolique  ;  elle 
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a  pour  équation  en  coordonnées  polaires 

p  =  R—  v/'a^'Hc'). 

/;  et  R  désignant  des  lignes  données.  Si  l'on  nomme  s  l'arc  de  cette  spirale,  on  a 

(p-R)^   ,  . 
ds'  =  dp'  +  p' do)'  —  f/p-  +  p-'       ,^^  -  « P'- 

En  posant 

R 


p-.--=P 


l'expression  de  ds  devient 


^^\A^R-^--- 


^^  =  pV//^^R^  +  lP 


et  l'arc  compris  depuis  le  point  correspondant  à  ^' =  o  jusqu'à  celui  qui  corres- 
pond à  [j  =  /est  représenté  par 


i^y'Vv//>'R^-(p':-f)^ 


l'arc  compris  entre  les  points  correspondant  à  f/  =  o  et  f/  =  —  /  est  représenté 
par 


ij/_Vv/p=R.H^(p'-fy 


Ces  deux  intégrales  ont  précisément  la  même  valeur,  car  les  deux  éléments  qui 
correspondent  à  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  de  o'  sont  évidemment 

R 

égaux.  Le  point  qui  correspond  à  f/  =  o,  c'est-à-dire  à  p  =  --■>  est  donc  le  milieu 

de  l'arc  pour  les  extrémités  duquel  on  a  o'  ==  /  et  p'  =  —  /,  c'est-à-dire  o  =  -  ^  l 

et  p  =  -  —  /,  et  l'on  peut  assigner  d'une  infinité  de  manières  sur  la  spirale  para- 
bolique des  arcs  dont  l'égalité  est  démontrée  quoiqu'ils  ne  soient  pas  super- 
posables. 

Théorèmes  de  Fagnano. 

40().   Dans  le  tome  IX  du  journal  I letterati  llaliani,  Fagnano  proposait  aux  géo- 
mètres le  problème  suivant  : 

Trouver  sur  la  courbe  dont  l'équation  est 

x^  =  3  r 

deux  arcs  dont  In  différence  soit  rcctifiablc. 
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Aucune  solution  n'ayant  été  donnée  dans  le  terme  d'une  année  qu'il  avait  as- 
signé, Fagnano  publia  la  sienne  en  l'accompagnant  de  plusieurs  théorèmes  ana- 
lognes  avec  l'indication  de  la  méthode  qui  les  lui  avait  fait  découvrir. 

Soit  une  intégrale 

oix)  dx. 


f 


Si  on  la  transforme  en  substituant  à  x  une  variable  nouvelle  z  qui  lui  soit  liée  par 
une  relation  connue,  il  peut  arriver  que,  toutes  réductions  faites,  (p{x)rlx  se 
transforme  en(p[z)dz  en  conservant  la  même  forme,  de  telle  sorte  que,  par  le 
changement  de  variables,  les  limites  seules  aient  été  changées;  on  a  alors  une 
équation  de  la  forme 

o{x)dx  =  j     (fi{z)dz. 

n  J  » 

Dans  d'autres  cas,  l'expression  oix)  dx  se  transforme  en  —  0(5^  dz^  et  l'on  a 


Q{x)dx  -\-  j      o{z)  dz  =^0, 

a  *J  c 


les  limites  c  et  «Jetant,  comme  dans  le  cas  précédent,  liées  à  «  et  à  ^  par  la  formule 
de  transformation. 

Si  l'intégrale  considérée  représente  un  arc  de  courbe  ou  l'excès  de  la  longueur 
d'un  tel  arc  sur  celle  d'une  ligne  droite  connue,  les  formules  précédentes  feront 
connaître  sur  cette  courbe  des  arcs  égaux  ou  des  arcs  à  différence  rectifiable. 

Considérons  par  exemple  l'intégrale 


X 


dx 


a     ^\+x'' 

En  posant  .t  =  -^  on  a 

dx  dz  dz 


et  par  conséquent 

I  I 

/•''     dx      ■  r~^     dz  r"     dz 


r"     dx      ; p      dz      _  r'_i 

Ja   \i-^x'  Ji    V'i  +  .z'      Ji    y/i 


Fagnano  déduit  de  celte  remarque  un  théorème  élégant  relatif  aux  arcs  de  la 
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courbe  dont  l'équation  est  x^  =  3y.  En  nommant  s  l'arc  de  cette  courbe,  on  a 

(h  —  sjdx'  +  dy^"  —  dxsji+x'. 


/M 

/' 

^'/ 

\  :,  -' 

"^    / 

La  longueur  t  de  la  tangente  MT  comprise  entre  le  point  de  contact  et  l'axe  des  X 


est 


'=^-V"^l'^-;  =  3V' 


dx\-      x-'      j  1         X    I — - — - 


X'        3 


par  conséquent 


,       dx   ,- — --        0.  x^  dx 

dt  =  -^  i/i  +  x'  H ^ 

3-  3s/}  +  x' 


dx  \/i  -^x*- 


dx 


3\Ji+x* 


et  par  conséquent 


2       dx 
ds  —  dt=  -^ 


3  y/i  +x* 

Si  l'on  pose  x  =  ^  et  que  l'on  nomme  s^  et  /,  l'arc  et  la  tangente  relatifs  au 
point  dont  l'abscisse  est  z,  on  aura 

2      dz  -2.      dx 


ds,  —  dt,  r= 


3  v7 


3 


s/i  -\-x* 


et  par  consé([uent 


dsi  —  d/^-h  ds  —  dt  1  -  o, 
5,  —  /,  +  5  —  /  —  consl. 


Si  donc  on  prend  deux  points  correspondants  x\,  et  A',  ayant  pour  abscisses  x. 


7 


w 


0        T,       T,        1',      T',  X 


et  —  î  et  deux  autres  points  An  et  A'.,  avant  pour  abscisses  jr.,  et—?  l'excès  do  la 

X,  i  -  .       V  I  -  /{-, 

1.     Ca/r.   I„t.  48 
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somme  des  arcs  terminés  en  A,  et  en  A'^  sur  celle  des  tangentes  correspondantes 
est  égal  à  l'excès  analogue  relatif  aux  points  Aa'et  A'2. 
On  a  donc 

oa;  +  OA.-  A.  ï,  -  A',  T',  =  oa;  4-  OA,  -  A.T.-  a;t',, 

c'est-à-dire 

A',  a;  -  A,  A,  =  A.  T,  +  A',  T'.  -  A,  ï,  -  A',  t;  . 

La  différence  des  arcs  A'^  A^  et  A,  A2  est  donc  rectifiable,  quoique  chacun  d'eux 
pris  isolément  soit  représenté  par  une  intégrale  que  l'on  ne  sait  pas  calculer. 

407.  La  différentielle 

dx 


sjx  —  x'^ 
se  change  en  une  autre  de  même  forme  quand  on  pose 


I  — 

X 


On  a  en  effet 

dx 


\Jx  —  x^  yz  —  Z'^ 

Fagnano  a  déduit  de  cette  remarque  un  théorème  fort  célèbre  qui  permet  d'assigner 
des  arcs  de  même  longueur  sur  la  courbe  nommée  lemniscate. 
La  lemniscate  a  pour  équation 


^'  +  >■'  =  a  y/a  y/.^-'  —  y' . 

On  peut  obtenir  les  différents  points  en  posant 

X  =:  a  sj'u  -f-  u\     y=:a\ju  —  u- 
On  a,  en  adoptant  u  pour  variable, 

ds  =  \Jdx'-  -+-  df^  =z  -^ 


y/2  \ju  —  « 
et,  en  nommant  s  l'arc  compté  à  partir  de  l'origine, 


/*'  «         da 
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Si  l'on  pose 


I  +  ih 


on  aura 


_      Ç'-^'     du,      __  r        du, 


Mais  le  second  membre  représente  l'arc  de  lemniscate  compris  entre  les  points  qui 
correspondent  à  w  =  -^^^  et  à  m  =  i .  Si  donc  on  considère  sur  la  courbe,  qui  a  la 
forme  représentée  sur  la  figure,  deux  arcs  OM,  AM',  terminés  aux  points  M  et  M' 


qui  correspondent  aux  valeurs  c  et de  la  variable  u,  ces  arcs  auront  même 

longueur;  et  un  arc  quelconque  étant  donné  à  partir  du  point  0,  on  peut  assigner 
un  arc  égal  porté  à  partir  du  point  A, 
Si  l'on  pose 


I  —  c 

"^   I  +  c  ' 


les  points  M  et  M'  se  confondent  et  leur  position  commune  divisera  en  deux  parties 
égales  le  quart  AO  de  la  lemniscate. 

La  variable  adoptée  par  Fagnano  n'est  pas  celle  dont  l'emploi  est  le  plus  élégant. 
L'équation  de  la  lemniscate  en  coordonnées  polaires  étant 


p  =  «  y'2  ces  2  w , 

les  points  M  et  M'  où  se  terminent  les  arcs  égaux  correspondent  aux  arcs  '/j,  et  0)2 
qui  satisfont  à  la  condition 

COSO),  C0SW2=  -^— • 


408.  On  doit  également  à  Fagnano  un  théorème  élégant  sur  la  comparaison  des 
arcs  d'ellipse. 

48. 
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Si  l'on  clierche  sur  un  quart  d'ellipse  un  point  M  tel,  que  la  distance  comprise 
entre  ce  point  et  la  perpendiculaire  OP  abaissée  du  centre  sur  la  tangente  soit  égale 


bL-_Z^     „      p- 


M      A. 


\ 


0  A     X 

à  une  ligne  donnée  /,  on  trouvera  deux  solutions  et  par  conséquent  deux  points  M 
et  M'  tels,  queMP  =  M'P'  =  /. 

A  et  B  étant  les  extrémités  des  deux  axes,  on  a 

arc  BM  —  arc  AM  =  /. 
Pour  le  démontrer,  considérons  l'équation  de  l'ellipse 

On  a 


a*  y''  +  h*  X- 


Si  l'on   pose   MP  = /,  .r-  +  j-  =  r",  on  trouve  aisément,  en  prenant  r-  pour 
inconnue, 

Si  donc  r\  et  n  sont  les  rayons  vecteurs  de  deux  points  M  et  M',  on  a 

,-\  +  r\  —  a-'+b'+  l\ 
et  par  conséquent 

(  v\  )  /•,  (Ji\  H-  i\  dr>  =  l  dl. 

Or  on  a,  pour  une  courbe  quelconque, 

,         dr 

'^'ds' 

,  dr 

fis  =  /'  y  ; 

l'équation  f  A)  peut  donc  s'écrii'e 

dr,  dr.         ,, 

/•,  -j  +  l'z  Y  =dl, 

c'est-à-dire 

dsi  -+-  ds,  =^  dl, 
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dSi  et  ds^  étant  les  déplacements  infiniment  petits  des  points  M  et  M'  lorsque  / 
augmente  de  dl;  mais  di\  et  di\  sont  évidemment  de  signes  contraires,  et  il  en  est 
de  même  de  ds^  et  ds..  considérés  comme  comptés  à  partir  d'une  même  origine,  en 
sorte  que 

ds,  =  dmi,     dsr=^  -  dAW. 
donc 

f/BM  -  f/AM'  =:  dl, 

et  en  intégrant,  comme  BM  et  AM'  sont  mis  en  même  temps  que  /, 

BM  -  AM'  =  l, 
ce  qui  est  le  théorème  de  Fagnano. 

Théorème  de  AI.  Chas  les. 

409.  Euler  a  résolu  sur  les  arcs  d'ellipse  un  problème  plus  général  que  celui  de 
Fagnano.  Il  a  donné  le  moyen  d'obtenir  une  infinité  d'arcs  dont  la  différence  avec 
un  arc  donné  quelconque  soit  rectifiable,  sans  qu'il  soit  nécessaire,  comme  dans 
le  théorème  de  Fagnano,  que  les  arcs  se  terminent  aux  sommets  de  l'ellipse. 

Nous  donnerons  seulement  ici  la  solution  élégante  de  M.  Chasles  qui  repose  sur 
le  lemme  suivant  : 

Deux  ellipses  homofocales  étant  données,  si  par  un  point  de  l'une  d'elles  on  mène 
deux  tangentes  à  Vautre,  ces  tangentes  font  des  angles  égaux  as^ec  la  normale  au 
point  d'où  elles  sont  issues. 

De  cette  proposition  très-aisée  à  vérifier,  M.  Chasles  déduit  le  théorème  suivant  : 
Si  par  un  point  M  de  l'une  des  ellipses  on  mène  à  r autre  des  tangentes  MT,  MT', 

M 


la  différence  MT  -h  MT'  —  TT'  entre  la  somme  des  deux  tangentes  et  l'arc  qui  sépare 
leurs  points  de  contact  est  constante  quel  que  soit  le  point  M. 

Pour  prouver  ce  théorème,  il  suffit  de  faire  voir  qu'en  substituant  au  point  M  le 
point  voisin  M,,  la  différentielle  de  IMT^  MT'-  TT'  est  égah;  à  zéro. 


382  DEUXIÈ^IE  PARTIE.  -  CALCUL  INTÉGRAL. 

Lorsqu'on  effet  MT  devient  M,  T,  et  MT',  M,  T'j ,  en  nommant  5  l'angle  que  ces 
droites  forment  avec  MM^  on  a  (I,  21) 

rfMT  =MM,  COS0  — TT,, 
fi?MT'  =  -MM,  cosG +  T,T',,• 
donc 

dMT  -h  dM'  V  =  T,  T',-  TT,  =  r/TT', 

et  par  conséquent 

j(MT-fMT'-  rr  =o. 

La  différence  MT  +  MT'— IT  est  donc  constante,  et  la  différence  de  l'arc  TT  avec 
tout  autre  arc  compris  entre  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un  point 
quelconque  de  l'ellipse  M  est  par  conséquent  rectifiable. 

Méthode  de  M.  Ta! bot. 

410.  M.  Talbot  a  déduit  d'une  méthode  fort  simple  un  grand  nombre  de  for- 
mules analogues  à  celles  de  Fagnano. 

On  a,  quelle  que  soit  la  relation  entre  x  ety, 

j  X  dy  +  I  fdx  =  xy  -+-  C, 

si  les  deux  variables  sont  liées  par  une  équation  symétrique  qui  donne 

y  =  o{x),     x=o{j'), 
(fi  désignant  la  même  fonction;  on  a,  par  conséquent, 

/  ?(j)  (^y  +  /  9(-^)  ^^^  =  ^y  +  c, 

ce  qui  donne  une  relation  entre  deux  intégrales  de  même  forme  que  souvent  on 
ne  saurait  exprimer  ni  l'une  ni  l'autre  sous  forme  finie. 

411.  Soit  par  exemple 

e-  x'^ y^  =  e^  {x'-  +  /'-')  —  i , 


on  aura 


I      /e'  x'^  —  I  I      /e^  r^  —  i 
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et  par  conséquent 

c'est  une  relation  (394)  entre  deux  arcs  de  l'hyperbole  dont  l'équation  est 

j-  —  {e^  —  \)x'^  ■=i  I  —  e'. 

Soient  OP  et  OQ  deux  abscisses  liées  par  l'équation  (i)  qui  équivaut  à 
OP'  et  OQ'  un  autre  système  de  solutions,  M,  N,  M',  N'  les  points  correspondants 


M'/ 


! 


p   P'  Q.  Q 


de  la  courbe,  on  aura 


MM'-  NN'  =  OP.OQ  -  OP'.OQ'. 


412.  On  peut,  par  un  procédé  semblable,  trouver  une  relation  entre  trois  inté- 
grales. Soient  œ,  y,  z  trois  variables  liées  par  une  relation  symétrique  telle  que 


On  a  identiquement 


xy^o[z',     xz  =  o{y),     yz  =  o{x). 


xy  dz  4-  yz  dx  +  xz  dy  =  dxyz  ; 


par  conséquent  x,  y,  z,  ^,,7u  -i   désignent  deux  systèmes  de  valeurs  des  va- 
riables 

xyz  —  x,y,z,=  i     o{^)  dx  +      '  (^{y)  dy -\-        <f(z)dz. 

^■*'\  ^Jy  •'?, 

Soient,  par  exemple,  les  équations 


■  j  -t-  2  =  o,      xy-^xz-\-  yz  —  — 


x^y-z- 
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DEUXIÈME  PARTIE.  -  CALCUL  LNTÉGRAL. 


J2 


XX  = 


2  ^l  -hX* 
X^ 

2 

~  X^ 

2  V''!  +.)'"' 

■1 

r 

2  \/i  4-  z* 

2 

z' 


9(r)' 

o{z) 


et 


Mais  on  a 


io{x)dx-\-  /ç.(j)fl^j-+  I  o{z)(Iz  =  xrz  -hC. 
1   x'- 


dx  =^ 


et  l'équation  devient 


(3' 


-'^ :^ —  dx  -I-  2  I   ^^ -^-  </)•  +  2  I  -* ^/z  -^ 1 h      ==  xrz  +  C. 

/        X'  J         r  '  ./         z-  X        y       z  "^ 


Mais  la  seconde  des  équations  (i)  donne 


2  2  2  ^>x 

^^ 1--=--  — — 

X       y       z  2 


par  conséquent,  en  noninianl  x,y,  z,  ^,,  j,,  ^,  deux  systèmes  de  solution  des 
équations  (i), 


(4)      ^(•^.j-.-^i--^j'0=j^  ^^"       j.     r^^^*    J- 

l'intégrale 


V'I  +  2* 


(/z, 


f 


V I  +  X* 


dx 


représente  Tare  de  l'hyperbole  dont  l'équation  est 

xy  =1, 

et  par  conséquent  la  formule  'l\j  exprime  la  somme  des  trois  arcs  convenable- 
ment choisis  sur  une  iiyperbole  équilatère,  et  qui  isolément  ne  pourraient  pas 
être  calculés. 

413.  M.  Talbot  a  fait  connaître  d'autres  formules,  en  grand  nombre,  dans  les- 
quelles une  somme  de  ditlerentielles,  dont  aucune  n'est  intégrable,  peut  s'exprimer 
aisément  par  la  théorie  des  fonctions  symétriques,  en  permettant  ainsi  d'évaluer 
la  somme  de  leurs  intégrales. 
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Considérons,  pour  en  donner  un  exemple,  l'équation 

X'^ —  VX  ->r  I  =  O, 

et  soient  .r,  et  x^  ses  deux  racines.  On  a 

l  +  X-,         i  -\-  xl 


par  conséquent 

dx^  K/- ^  -f-  dx,  i /i^tf  i.  _  ^'~v{dxy  +  dx,). 

Or 

jT,  +  x-i  =  V,     dxi  4-  dxi  =  dv  ; 
donc 


dx,  V/-"-^'  +  dx,  4 /i-il^  =  ch  sj'u 


et 


^{x,  +  x.y  -\-c. 


ou,  en  posant  x,  =  ^^  ^o  =  w-, 

/  dt  s/7^r^t'  +  /  du  s/'l"+Jl*  =  L(^u'^  t-)''-hC, 

t-  et  u-  étant  les  deux  racines  de  l'équation  liées  évidemment  par  la  seule  relation 
et  l'intégrale  exprimant  (406)  l'arc  de  la  courbe 

Cette  équation  établit  une  relation  entre  deux  arcs  d'une  telle  courbe  et  équivaut, 
il  est  aisé  de  le  voir,  au  théorème  de  Fagnano  démontré  (406). 

414.  Reprenons  l'équation 

En  nommant  toujours  o^,  et^o  les  deux  racines,  on  a 

_^L_.  _4_     ^-^'^     _  ^       d^  _  I  /f/x,       dxA^ 

i-^x]         i  +  x\~  vxy~^  'vx,~~~v\x^  '^  ~^)''' 

mais  la  relation  évidente 


I.    Cnlr.  int. 
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donne 

Ix,  +  IXi  =  o, 


donc 


et,  en  intégrant, 


C10C\  CijC^ 

f =  o  ; 


i  -h  x;        I  -h  x' 


arc  langer,  +  arc  tang^,  =  consl., 


conséquence  évidente  de  la  relation  a;,^o  =  i,  qui  montre  que  la  constante  est 


e^ale  a  -■ 

°  2 


415.  L'inconvénient  de  cette  méthode  est  évidemment  de  faire  connaître  des 
théorèmes  dont  la  forme  plus  ou  moins  curieuse  ou  intéressante  semble  produite 
par  une  sorte  de  hasard,  qu'il  est  aisé  néanmoins  de  diriger  dans  une  certaine 
mesure. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  veuille  obtenir  une  propriété  de  l'arc  de 
parabole  représenté  par  l'intégrale 


j  dx  sji  +  X-. 


Égalons  \/i  ■+-  x'^  à  un  polynôme  e'ntier  contenant  un  paramètre  arbitraire,  et  po- 
sons, par  exemple, 


(  A  )  y'  I  4-  ^^  =^  ^^  -+-  <^-^  H-  1  • 

L'équation  est  du  troisième  degré  et  admet  trois  racines  a;,,  x.,  x^\  on  a  évidem- 


ment 


dx,\Ji  +  x]  +  dx,sj\  +  x]-^  dx.^i  -h  xl=\x'dx  -h  v2^x dx +2jdx , 
et  par  conséquent 

fdx,  v^i  +  x]  +  fdx,  v'i  +-^]  +  fd^:^  \/^  +  ^l  =^  ^  -^  i  "Z^-^'^^  "^2j ' 
Mais  l'équation  (A)  débarrassée  du  radical  est 
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par  conséquent 

\  —  =z—^',^^,      "y  X'  =  1^'—  1,     \xdx  =  2vdi', 

ji'\xdx=2v'dv=~,      \x  =  —  2v. 

On  a  donc 

fdx,  v/i  +  ^ï-f-  I  dx.^i  -hxl+  j  dx.^i  -^-xl^z—^v  +  C, 

et  il  en  résulte  une  relation  entre  trois  arcs  de  parabole.  Si  l'on  prend  en  effet  deux 
valeurs  v^  et  v^  de  v,  et  que  ^,,  cc^,  oo,  oo\,  x^,  x^  soient  les  racines  correspon- 
dantes de  (A),  on  aura 


I       dxsl\  +  x'-h  \       dx  y/i  +  x'-h  \       dxsj 

JjL,  ^X,  «-'-ï-. 


l  -\-X''  =  1{V,  —  t^j), 


relation  entre  trois  arcs  de  la  parabole  dont  l'équation  est 
•  x-  =  2y. 

416.  Cherchons  enfin  une  relation  entre  des  arcs  d'ellipse,  et  posons  pour  cela 


/\^  e^x 

V      Î  —  X' 

L'équation  équivaut  à 


z=z  -  X  -\-  l. 


x'  -{-  vx^-\-  [  — -? —  t^^  —  I  1  ^  —  V  =  o, 


et,  à  chaque  valeur  de  v,  correspondent  trois  racines  a;,,  x^,  x^. 
On  a  évidemment 


Mais  la  théorie  des  fonctions  symétriques  donne 

\  x''  = v'  -i-  2,      y  ^  dx  = ^  di.',      N 

\  dx=—  dv,     -  \  xdx  +\  dx  —  e» dv. 


X  =:  —   V, 


donc 
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et  en  donnant  deux  valeurs  à  ^  et  faisant  les  intégrations  entre  les  racines  qui  leur 
correspondent,  on  obtient  ainsi  une  relation  entre  trois  arcs  d'ellipse. 

-    417.  Si  l'on  pose  plus  simplement 


/î  —  e'^x^ 
V      I  —  x^ 

celte  équation  équivaut  à 


(->'  +  e-  I 

- — — -  x^-h  %  =  o , 


Soient  x\,  x\  les  valeurs  de  x-  que  l'on  déduit,  on  a 

/j a"^  oc"^  /i ^'^  OC^ 

dx^  1/ ^  +  dxi  i  /  — Y^  z=v{x,  dxy  +  x^i  dx2 ) , 


mais  évidemment 


x\  +  xi=       ^^      , 

OC \  tljC\     r"  JC2  \lj^2  — -  — 

et 


ce  qui  donne  une  relation  entre  deux  arcs  d'ellipse  dont  les  points  extrêmes 
ont  pour  abscisses  les  valeurs  de  x^  et  x^  correspondant  à  deux  valeurs  de  v 
choisies  arbitrairement- 
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CHAPITRE  II. 

ÉVALUATION  DES  SURFACES  COURRES. 


Surfaces  de  l'évolution . 

418.  r.a  portion  d'une  surface  de  révolution  comprise  entre  deux  sections  per- 
pendiculaires à  l'axe  est  représentée  par  une  intégrale  simple.  On  peut  en  effet 
assimiler  la  surface  comprise  entre  deux  cercles  parallèles  infiniment  voisins  à  un 
tronc  de  cône  engendré  par  l'élément  de  la  courbe  méridienne  tournant  autour  de 
l'axe. 

Si  l'on  suppose  que  l'arc  de  courbe  plane  MN  situé  dans  le  plan  YOX  tourne  au- 


tour de  l'axe  des  X,  le  tronc  de  cône  engendré  par  l'élément  ds  a  pour  expression 

i-Kj'  ds, 
et  la  surface  engendrée  par  MN  est  représentée  par 

2  TT  /  j  ds, 

les  limites  étant  telles  que  tous  les  éléments  de  l'arc  MN  figurent  dans  l'intégrale. 

419.  Surface  de  la  sphère.  —  Considérons  la  sphère  engendrée  par  la  révolution 
autour  de  l'axe  des  X  du  demi-cercle  dont  l'équation  est 


On  a 


^:_,_^.2_R, 


ds  =  dx 


\^--(Mï 


dx 


V' 


R 


r 


djc, 
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et  par  conséquent  la  surface  de  la  zone  comprise  entre  deux  sections  correspon- 
dant aux  abscisses  a  et  b  est 


2: 


n  I     Rclx  —  2T:R{h  —  a  , 

J  a 

produit  de  la  circonférence  d'un  grand  cercle  par  la  hauteur  de  la  zone. 

420.  Surface  de  l'ellipsoïde  de  révolution,  —  Considérons  l'ellipsoïde  engendré 
par  la  révolution  autour  de  l'axe  des  X  de  l'ellipse  qui  a  pour  équation 

ce  j=  +  h"  X''  --  a'  b\ 
On  a 


ds  =  dx  i     i  -{ =  —  " "-^  (J^ 

V  a^r'  ar  ' 


et  par  conséquent  la  surface  comprise  entre  les  sections  qui  correspondent  aux 
abscisses  p  ei  q  est,  en  posant  cr  —  /;-  —  c'^Qi~  =  e, 


^rv-i-^-....=-j^rv(r-- 


a'  .    ex\i 

x^  H — -  arc  sin  — 

e'  a  j, 


Si  l'on  prend  pour  limites  zéro  et  a,  on  obtient,  pour  la  surface  du  demi-ellipsoïde, 

,  /  , arc  sine\ 

7T«t>  (  y/  1  —  e'  H . 

421.  Surface  engendrée  par  une  cycloïde.  —  Les  équations  de  la  cycloïdo  sont 

X  =:  a{u  —  sin  u),- 
y  r=z  a{\  —  cos?<). 

On  en  déduit 

ds  =.  ICI  sin  -  u  du, 
et  la  surface  cbercliée  est  « 

^T.a}  I  [i  —  cosu)  sin  -  u  du  =  S-W  j  sin^  -  u  du. 

Pour  avoir  la  surface  engendrée  par  la  demi-cycloïde,  il  faut  faire  varier  a  entre 
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zéro  et  n.  Or  on  a 


sin^  -  udu  =^  1  j     sin'  9  do  =  ^ 


3 
et  par  conséquent  la  surface  totale  engendrée  par  la  cycloïde  est  -^na^. 


Évaluation  cV une  surface  (pielconquc. 

422.  Pour  évaluer  une  surface  quelconque,  il  faut  la  décomposer  en  éléments 
infiniment  petits  dont  la  courbure  soit  négligeable  et  que  l'on  puisse  par  consé- 
quent calculer  comme  s'ils  étaient  plans.  On  doit,  dans  chaque  cas,  commencer 
par  projeter  le  contour-limite  de  la  surface  à  évaluer  sur  un  plan  qui  sera,  si  l'on 
veut,  celui  des  XY.  La  surface  de  cette  projection  sera  décomposée  en  éléments 
infiniment  petits.  Soit  d(xi  l'un  d'entre  eux  et  da  la  portion  correspondante  de  la 
surface  courbe;  si  7  est  l'angle  formé  par  le  plan  tangent  de  «r/c  avec  le  plan  des 
Xy,  on  a 

d(7  CCS"/  :=  d(,\, 

et  par  conséquent 

j           d(ti 
(IG  = 

cosy 

Si  la  surface  à  évaluer  est  donnée  par  son  équation 

2  =  9(^,7), 

^  dz  dz 

on  a,  en  posant  -^  =  p,    .-  =  o, 

'  d.r       ^      dy        ' 

—  I 

cosy  =  ■"> 

\/i  -\-  p-  H-  g- 

et  si  l'on  prend  pour  l'élément  d'o  le  rectangle  6?a?r/v  compris  entre  deux  paral- 
lèles à  l'axe  des  K  distantes  de  dy  et  deux  parallèles  à  l'axe  des  Y  distantes  de 
dx,  on  aura 

d(T  =  dx  dy  sji  +/?'-!-  q\ 

et  la  surface  sera  la  somme  des  éléments  d(j  correspondant  à  l'intérieur  du  contour- 
limite. 

On  peut,  pour  sommer  les  éléments,  réunir  d'abord  ceux  qui  correspondent  à 
la  portion  du  plan  des  XY  comprise  entre  deux  parallèles  à  l'axe  des  X  dont  les 
ordonnées  sont  j  et  j  +  dy.  Cette  somme  est  évidemment  exprimée  par  l'intégrale 
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dy  l  dx  \J 


I  +p^  +  q- 


dans  laquelle  on  prendra  pour  limites  les  deux  valeurs  de  x  qui,  dans  l'équation 
de  la  courbe  qui  sert  de  projection  à  l'aire  cherchée,  correspondent  à  la  valeur 
choisie  de  j.  Le  résultat  de  cette  première  intégration  sera  le  produit  de  dy  par 
une  fonction  de  la  seule  variable  j,  et  on  devra  Tintégrer  entre  des  limites  cor- 
respondant aux  valeurs  extrêmes  de  y. 

Soit  AMNB  la  projection  de  la  surface  à  évaluer,  AR,  BS  les  tangentes  extrêmes 
parallèles  à  l'axe  des  X,  de  telle  sorte  que  OR  =  a  et  OS  =  Z>  soient  les  valeurs 


entre  lesquelles  peut  varier  Y,  l'expression  de  la  surface  projetée  sur  AMPN  est, 
d'après  ce  qui  précède, 


nb  r.PN  

/     dy  I       dx  s/i  +  p^  +  q\ 


Dans  la  première  intégration  relative  à  œ,  y  est  traité  comme  constant  et  les  limites 
sont  des  fonctions  de  y;  la  seconde  intégration  se  fait  par  rapport  à  y  entre  des 
limites  constantes. 

On  pourrait  évidemment  renverser  les  opérations  et  sommer  d'abord  les  élé- 
ments compris  entre  deux  parallèles  à  l'axe  des  Y,  et  faisant  pour  cela  une  intégra- 
tion par  rapport  à  y  entre  deux  limites  fonctions  de  œ,  puis,  à  l'aide  d'une  seconde 
intégration  par  rapport  à  x,  réunir  les  tranches  ainsi  obtenues,  et  la  surface  sera 
exprimée  alors  par 

/        dx  /       dy  s/ï  +  p'  -hq\ 

423.  Le  choix  des  éléments  est  entièrement  arbitraire.  Il  est  commode  quel- 
quefois  d'employer    des  coordonnées  polaires   et  de  décomposer  la  projectfon 
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considérée  en  éléments  compris  entre  deux  rayons  vecteurs  faisant  entre  eux 
l'angle  ^w  et  deux  cercles  de  rayons  p  al  p-j-dp  décrits  de  l'origine  comme  centre. 
Un  tel  élément  a  évidemment  pour  mesure 


p  doi  dp; 


l'élément  correspondant  de  est 


pd(.)dp  VI  +  p''  4-  q\ 

L'intégration  de  ces  éléments  peut  se  faire  de  deux  manières.  On  peut  d'abord 
intégrer  par  rapport  h  p  on  considérant  w  comme  constant  et  réunir  tous  les  élé- 
ments qui  correspondent  à  deux  rayons  vecteurs  infiniment  voisins;  la  somme 
des  tranches  ainsi  obtenues,  dont  chacune  contient  do)  en  facteur,  s'obtiendra 
par  une  seconde  intégration.  On  peut  aussi  intégrer  d'abord  par  rapport  a  w  en 
laissant  p  constant  et  obtenir  ainsi  l'expression  d'une  zone  projetée  entre  deux 
cercles  infiniment  voisins,  puis,  par  une  intégration  relative  à  p,  obtenir  la  somme 
de  ces  zones. 

OA,  OB  étant  les  tangentes  extrêmes,  g>,,  ooo  les  angles  qu'elles  forment  avec 


OX,  la  surface  projetée  sur  APBQ  est  ainsi  représentée  par 

w,  /.OQ 


'dM  /        pdp^i  -{-  p^  -\- q-^  ; 


OU  encore,  en  nommant  p,  et  p.,  les  rayons  des  cercles  décrits  de  l'origine  comm« 
centre  et  tangents  à  la  courbe  APBQ, 


np,  /«NOX  

/      pdp  do  s/i  +  p^-i-q\ 

J  o.  ./MOX 


OP  et  OQ  étant  dans  le  premier  cas. des  fonctions  de  '^,  et  MOX,  NOX  dans  le 
second  des  fonctions  de  p. 

Lorsque  la  projection  de  la  surface  à  évaluer  comprend  le  point  0  dans  son  in- 

I.    Cale.  int.  5o 
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térieur,  l'expression  change  de  forme  et  la  surface  est  évidemment  représentée  par 


f/o)    1       p  dp  \J  l  -h  p^  -h  Cf, 
0  «'o 


R  désignant  le  rayon  vecteur  qui  correspond  à  l'angle  oj. 

424.   Problème  de  Viviani.  —  Soit  ABA' B'  le  grand  cercle  qui  termine  un  hé- 
misphère. Si  sur  deux  rayons  opposés  OA  et  OA'  comme  diamètres  on  décrit  des 


cercles,  les  cylindres  droits  ayant  ces  cercles  pour  hase  détacheront  de  la  demi- 
sphère  des  portions  que  nous  allons  évaluer  pour  démontrer,  conformément  à  un 
énoncé  célèbre  de  Viviani,  que  la  portion  restante,  exactement  carrable,  est  égale 
au  carré  du  diamètre.  La  portion  de  surface  sphérique  projetée  sur  le  cercle  dont 
OA'  est  le  diamètre  a  pour  expression 


(0 


J^2  /^OP 

^w  /        pdpsjx  +  p'+  q'; 
0  ♦/ 0 


V  I  -\-  p--i-q'^ ,  inverse  du  cosinus  de  l'angle  formé  par  le  plan  tangent  à  la  sphère 
avec  le  plan  de  la  figure,  est  égal  à 


R 


s/R^-p 
OP  =  Rcosw, 
et  l'intégrale  (i)  est  par  conséquent 


•  On  a  d'ailleurs 


.  rd.  r""'  p'^p-" 


TT 

=  :tf    Rr/c)(R— Rsinr^)  =  7rR^- 2R^• 

t-    0 

la  surface  projetée  sur  les  deux  cercles  est  évidemment  double,  elle  est  donc 
2;rR^—  4R^,  et  si  on  la  retranche  de  la  demi-sphère,  il  reste  4R^- 
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425.  Surface  d'un  triangle  s phérique.  —  Soient  ABY  l'intersection  d'une  sphère 

de  rayon  R  ayant  l'origine  0  pour  centre  par  le  plan  des  XY,  PB  un  arc  de  grand 


\ 


.^^ 


7h 


cercie  perpendiculaire  à  AB,  et  AC  un  grand  cercle  passant  par  les  points  A  et  C. 
Nous  allons  évaluer  le  triangle  rectangle  ABC.  Le  côté  BC  se  projette  sur  le 
ravon  OB,  et  AC  sur  un  arc  d'ellipse  dont  les  axes  sont  R  et  RcosA,  et  l'équation 


^.2  yt 


La  surface  du  triangle  projeté  sur  AKB  est  représentée  par 

Jr»AOB  /^OH /»AOB  nOVi        Rp 

dos  \        0 do  ^x  +  jr-+q'=  d(A  \        ~^tr^.  'li 


On  a  évidemment 

et,  d'après  l'équation  de  l'ellipse, 
R'  cos'A 


OH  =  R, 


OG 


R'  sin^w  +  R'  cos'A  cos'w' 


s/R=  —  p 
on 


t/p=^-  Ry'R'— pS 


/•""     Rp       /   _  ,>  ,  /o> R^cos^A  ^  _ 

JoG    sJW  —  p'  "P  —  ^^  V  *^       R=  sin^ o  +  R^  cos^\  cos'f.)       fi 

^AOR         /»0H       Rp  />AOB        sinoiSinA 

i       Hg    W^^''  =  ''Jo 


R'sinusinA 


Mais  on  a 


y/i  —  cos^ci  sin-A 
arc  sin(coso  sin  A)  =  A, 


cos'w  sin'A 
flf  w  =  —  R'  arc  sin  (  ces  w  sin  A  )î" . 


5o. 
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et,  d'après  une  propriété  connue  des  triangles  sphériques  rectangles, 

arc  sin(cosAOB  sinA  )  =  arc  sin(cosC)  = C. 

L'intégrale  qui  représente  la  surface  du  triangle  se  réduit  par  conséquent  à 

k.[a-(^c)], 


c'est-à-dire 


A  +  C  +  ^  -  7:  )  R^ 


€6  qui  s'accorde  avec  l'expression  connue.  Un  triangle  quelconque  pouvant  se 
partager  en  deux  triangles  rectangles,  ce  cas  particulier  équivaut  évidemment  au 
cas  général. 

Emploi  de  coordonnées  curvilignes . 

426.  Le  choix  des  variables  qui  représentent  les  points  d'une  surface  peut  être 
varié  à  l'infini.  La  surface  étant  considérée  comme  connue,  il  faut,  pour  y  déter- 
miner la  position  d'un  point,  assigner  les  valeurs  de  deux  cordonnées  u  et  v,  dont 
la  définition  peut  être  d'ailleurs  absolument  arbitraire.  A  chaque  valeur  de  l'une 
des  coordonnées  correspond  alors  sur  fa  surface  une  ligne  déterminée,  et  le  point 
qui  correspond  à  deux  valeurs  assignées  de  w  et  de  ^  se  trouve  ainsi  défini  par 
l'intersection  de  deux  lignes.  La  distance  de  deux  points  infiniment  voisins  est, 
comme  on  l'a  vu  (I,  123),  donnée  par  une  formule  de  la  forme 

(2)  ds'  =  kdii''+i^duch -{-Cd<^\ 

A,  B,  C  étant  des  fonctions  de  w  et  de  ^  faciles  à  déterminer  dans  chaque  cas. 

Prenons  pour  élément  de  la  surface  le  parallélogramme  MNiM'N'  compris  entre 
les  courbes  qui  correspondent  aux  coordonnées  u,  u-\-  du,  (^,  (^  +  dv,  u  ^l  v  étant 


les  coordonnées  du  point  M,  eta+  dii,v^-dv  celles  du  point  N';  les  côtés  MN,  MM' 
correspondant,  l'un  à  la  variation  du  de  u  sans  que  v  varie,  l'autre  à  la  variation  dv 
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de  V  sans  que  u  varie.  Ils  sont  représentés,  en  vertu  de  la  formule  (2),  par  du\jk 
et  dvsjt.  Le  parallélogramme  infiniment  petit  MNM'N',  double  du  triangle  MNN', 
est  par  conséquent  représenté  par 

(l^  z=:  y/ ÂC  du  dv  sinN. 

Pour  calculer  le  sinus  de  l'angle  N,  menons  la  diagonale  MN',  et  remarquons  que 
l'on  a  dans  le  triangle  MNN' 

"MN'' =  MN'+ w' —  sMN  NN' cosN. 
En  remplaçant  IMN  et  NN'  par  leurs  valeurs 


MN'  =:  kdiû  +  Cdv'--  -2.  v/AC  cosN  du  dv, 

et  la  comparaison  avec  (2)  donne 

V^AC  cosN  =  B, 

cosN  =  -^=  ' 
S/AC 


sinN=-=:.  v/AC-B% 
v/AC 


et  l'aire  de  est  par  conséquent 


(  3  \  (1(7  =z  du  dv  sj KC  —  B- . 

Pour  intégrer  l'élément  de,  il  faudra  faire  d'abord  une  intégration  par  rapport 
à  u,  puis  par  rapport  à  c,  en  adoptant  des  limites  (jui  dépendront  de  la  forme  de 
la  ligne  qui  limite  le  contour  à  évaluer. 

427.  Lorsque  l'équation  d'une  surface  est  donnée  sous  la  forme 

*    =    ?3(/>,.p). 

et  que  Ton  veut  prendre  p  Qi  q  pour  variables,  il  n'est  nullement  nécessaire  de  cal- 
culer l'élément  ds-  d'une  ligne  tracée  sur  la  surface,  et  l'on  peut  plus  directement 
obtenir  une  expression  équivalente  de  l'élément  de  suiface,  complètement  iden- 
tique d'ailleurs  (juand  on  développe  les  calculs. 
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Considérons   trois  points  infiniment  voisins  correspondant  aux  \n\eurs  p,  q; 
p  +  dp,  q\  p,  q  +  dq  des  variables.  Les  valeurs  correspondantes  de  x,y,  z  seront 

X,    X,     z, 

dx   ,  .  clr  j  dz   , 

^-^^,dp,    r+^pdp,    z^^dp, 

dx   ,  dy  ,  dz     ' 

^'+^^-«'</.      r+J-q'^'^^      "^d-q'^'i' 

et  le  triangle  formé  par  les  trois  points  a  pour  projections  sur  les  trois  plans  coor- 
donnés 

I  /  dx  dy       dx  dy 


2\dp  dq       dq  dp )    "    ^ ' 

I  / dy  dz       dy  dz\    ,     , 

-Àdpd7rd7,dp)'^i''^'i^ 

1  /  dz  dx        dz  dx  \     ,      . 

2  \  dp  dq        dq  dp  J     '      '' 

Le  triangle  lui-même,  égal,  d'après  un  théorème  bien  connu,  à  la  racine  carrée  de 
la  somme  des  carrés  de  ses  trois  projections,  est  représenté  par 


I    ,     ,        /  7 dx  dy^       dx  dy-\-      / dy  dz       dy  dzV-      fdz  dx       dz  dxV^ 
1    ^    ^  \    \dp  dq        dq  dp)        \dp  dq        dq  dp)        \dp  dq        dq  dp  ) 

Le  parallélogramme  formé  par  les  quatre  lignes  infiniment  voisines  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  p,  p-^dp,  q,  q  +  dq  des  deux  variables  est  évidemment 
double  de  ce  triangle,  et  l'aire  d'une  portion  de  la- surface  est  enfin 


Ç  Ç J     j       I Idx  dy       dx  dy\^      / dy  dz       dy  dzy      / dz  dx       dx  dy 
J  J  V    \dp  dq       dq  dp)        \dp  dq       dq  dp)       \dp  dq        dq  dp 

428.  Surfaces  sphériqiies.  —  On  détermine  très-habitujellement  les  points  d'une 
sphère  par  l'intersection  d'un  méridien  avec  un  parallèle.  Les  deux  coordonnées 
sont  alors  l'angle  ^  que  le  méridien  correspondant  forme  avec  un  méridien  fixe  et 
l'angle  Q  qui  mesure  la  distance  au  pôle.  On  a  trouvé  (I,  122)  dans  ce  système 
de  coordonnées 

et  l'élément  de  surface  compris  entre  deux  parallèles  et  deux  méridiens  infiniment 
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voisins  est  par  conséquent 

Appliquons  cette  formule  à  la  recherche  de  l'aire  d'un  triangle  sphérique. 

Prenons  pour  pôle  l'un  des  sommets  P  du  triangle  PBC.  Soit  I  l'intersection  de  BC 
avec  l'équaleur,   et  supposons  que  le  méridien   principal,   à   partir  duquel  on 

p 


CO 
d 


ompte  les  angles  et  qui  est  arhitraire,  coupe  l'équateur  à  un  quadrant  de  distance 
u  point  I,  l'élément  de  surface  étant 


R's'wOd&d^. 

Intégrons  d'abord  par  rapport  à  ô,  entre  les  limites  indiquées  sur  la  fi-ure  $  =  o 
e  =  PG.  On  a  o       .  , 

^4)  J       i^'sin9ded^  =  K^d'h(i-c.osm,)  =  Wd'y^i~sinGK). 

Telle  est  l'expression  de  l'aire  infiniment  petite  comprise  dans  l'intérieur  du 
triangle  entre  deux  méridiens  infiniment  voisins  PG,  PG'.  La  surface  du  triano-|e 
est  par  conséquent,  en  nommant  ^^  l'angle  13PA  et  ^,-{-P  l'angle  CPA, 

mais  le  triangle  rectangle  GKI  donne 

(6)  sinGK  _  sinIK       cos^j; 

sinl    ~  sinG  "~  siTTG  * 

^7)  cosG  =  cosIKsinI  =  sin(^sinI. 

En  différentiant  la  seconde  de  ces  équations,  on  a 
(^^  —  sinGf/G  =  cos'|sinIr/J;, 
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et  les  deux  équations  (G)  et  (8)  donnent 

la  formule  (5)  devient  par  conséquent 

S==R^p_  r  "^   R^rfG  =  R'[P-(7r-B-C)]  =  RMP  +  BH-C-7T), 

ce  qui  est  la  formule  connue. 

429.  Surface  carrable  sur  la  sphère.  —  L'expression  d'une  aire  spliérique  étant 

C  CwsinOdOd']!, 
on  peut  toujours  effectuer  la  première  intégration,  et  l'on  a 

Tr^  sin  6  (/0  =  —  R' cosO  +  C, 

les  limites  étant  deux  fonctions  de  ^  que  la  courbe  qui  termine  l'aire  cherchée  fait 
connaître.  En  prenant,  pour  représenter  celte  courbe,  l'équation  fort  simple 

e  =  ^, 

on  trouve  un  résultat  remarquable. 

Si  PA  est  le  méridien  principal  et  PAB  un  triangle  trireclangle,  la  portion  de 


M 


courbe  comprise  dans  l'intérieur  de  ce  triangle  étant  PxMB,  l'aire  comprise  entre 
elle  et  le  côté  PB  a  pour  expression 


i     RV/4;/      sin0f/Ô=/     R^f/^(i  -  cos^)  = -—  -  R% 
et  si  l'on  reproduit  la  même  figure  dans  les  quatre  triangles  trirectangles  qui 
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forment  l'hémisphère,  l'aire  eomprise  entre  les  courbes  PMB  sera 

elles  laissent  donc  en  dehors  d'elles  la  surface  carrahlc  /|R^  C'est  sous  une  autre 
forme  le  théorème  de  Yiviani,  et  il  est  très-aisé  de  montrer  l'identité  de  la  courbe 
dont  l'équation  est  5  =  <];  avec  celle  qui  (424)  se  projette  sur  l'équaleur  suivant 
un  cercle  de  rayon  R. 

430.  Surface  de  l' ellipsoïde.  —  La  détermination  de  la  surface  de  l'ellipsoïde  est 
impossible  sous  forme  finie  explicilc.  On  peut  seulement  effectuer  une  des  deux 
intégrations  auxquelles  conduit  la  méthode  générale.  Les  géomètres  sont  souvent 
revenus  sur  cette  question  dont  nous  donnerons  plusieurs  solutions. 

Soit 

x^        y-        z"^ 

(9)  «^+fc+c^  =  ' 

l'équation  d'un  ellipsoïde.  On  peut  déterminer  les  points  de  la  surface  par  les  valeurs 
de  deux  variables  5  et  (|>  telles,  que 

;  r  =  «sinô  cosi|/, 

(10)  \  J=  ^sin0  sin^];, 

=  6'COS0. 

Ces  variables,  dans  le  cas  où  l'ellipsoïde  devient  une  sphère,  coïncident  avec  celles 
que  nous  avions  adoptées  (428),  et  il  faut,  comme  dans  le  cas  de  la  sphère,  pour 
obtenir  tous  les  poinis  de  l'ellipsoïde,  faire  varier  B  de  zéro  à  ;:,  et  ^  de  zéro  à  in. 
On  déduit  des  équations  (lo) 

</^  =  a  cos  0  ces  4^  f^ô  —  rt  sin  0  sin  ^j;  r/(| , 

dy  z=  b  COS0  sin  4^  dQ  +  h  sinôcosv];  ^'4' 

dz  ^= —  c  sinô  dO, 

ds"  =  dx'+  (fy'+  dz'  -—  dB-{a'^  cos'^0  cos-^  +  b-  cos-'Ô  sin'^  +  C  sin-6) 

+  f/'|'^(rt'  sin^0  sin^4  +  />'  sin-9  cos'4)+  2^/0  rf4[(^'~  "0  sin  9  cos  9  sin^  cos^jj» 

et  l'élément  de  surface  de  est  par  conséquent 


di  —  dfj  dp  v/[cos'e  (n'cos'^  H-  b*s,\n'^)-^  c'sin'ô]  8in'^[a'  siir  jt-f- **  cos' ^]  —  {b-  —  a*)*  sin'ô  cos'ô  siii*^  cos*^) 

OU  en  réduisant 


,  ,     .    r  7^ji  .  /cos'6       sm'ôcos'J^       sm»0  sm'd» 

d (7  — abc  s\n  9  d S  d'h  i/  — \ ^  h j~  ^, 

^    V      c-  a?  o' 

I .    Crilr.  int .  ,1 1 
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et  par  conséquent  la  surface  totale  S  est  représentée  par 


et  l'intégration  par  rapport  à  6  peut  aisément  s'effectuer. 

431.  Si  nous  adoptons  pour  coordonnées  les  paramètres  des  surfaces  homofo- 
cales,  hyperboloïde  à  une  nappe  et  hyperboloïde  à  deux  nappes,  qui  passent  par 
chaque  point  de  rellipsoïde  considéré,  en  adoptant  la  notation  (I,  128;, 

et  par  conséquent  la  surface  de  l'ellipsoïde  peut  être  représentée  par 


et  pour  représenter  le  huitième  de  la  surface,  il  faut  étendre  les  intégrations  par 
rapport  à  /s  de  zéro  à  Z>  et  par  rapport  a  v  de  ^  à  c. 

Emploi  des  coordonnées  sphériques  pour  une  surface  quelconque. 

432.  On  peut,  pour  évaluer  une  surface  quelconque,  décrire  de  l'origine  des 
coordonnées  comme  centre  une  sphère  de  rayon  égal  à  l'unité,  et  la  décomposer, 
comme  (428),  en  éléments  dont  l'expression  générale  sera  ûuO  dO  d']^;  en  prenant 
pour  élément  correspondant  de  la  surface  considérée  l'élément  intercepté  sur  elle 
par  la  pyramide  ayant  pour  sommet  l'origine  et  l'élément  sphérique  pour  base, 
l'expression  de  cet  élément  est  évidemment 

fsmBdBd'^ 


cosy 

7  étant  l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  p  avec  la  normale  à  l'élément  de  sur- 
face. 

Cette  méthode  a  été  employée  élégamment  à  la  détermination  de  l'aire  de  la 
surface,  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  fixe  sur  les  plans 
tangents  d'une  surface  donnée. 

On  a  vu  ([,  17)  que  le  plan  tangent  d'une  telle  surfiice  est  le  même  en  chaque 
point  que  celui   d'une  sphère  ayant  pour  diamètre  le  rayon  vecteur  /•  mené  de 
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l'origine  au  point  correspondant  de  la  surface  sur  les  plans  tangents  de  laquelle 

on  abaisse  les  perpendiculaires.  La  fraction  --^,  qui  figure  dans  l'expression  de 

la  surface  élémentaire,  peut  être,  par  conséquent,  remplacée  par  le  produit  pr,  et 
l'élément  de  la  surface  cherchée  est  représenté  par 

prsinB  d9  d^J;/, 

ô  et  <\)  désignant  les  coordonnées  angulaires  du  rayon  vecteur  p. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  surface  donnée  soit  un  ellipsoïde  ayant  pour 
centre  l'origine  des  coordonnées;  en  nommant  les  axes  a,  b,  c  et  À,  p.,  v  les  angles 
formés  par  la  normale  au  point  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  z,  on  trouve 
aisément 

pr=  sja*  cos'?v  +  6'  cos'//  +  c'  cos'v  ; 
c'est-à-dire,  en  introduisant  les  angles  Q  et  tj;, 

pr  =  \la*  cos'^T^^'^in^^i;  +  6'*cos'<f  )  sin'9, 
et  l'aire  totale  de  la  surface  proposée  est,  par  conséquent, 

^=  I      /       s'wBded^  v'a*cos'^Ô-i-(6'sin=^jr"+>cos'(|;ysîn^, 

t    O       t/0 

c'est-à-dire  (430)  précisément  la  surface  de  l'ellipsoïde  dont  les  axes  seraient  -, 

a 
ac       al) 

-r  et  — • 

b  c 


Introduction  des  rayons  de  courhiire  dans  l'expression  de  la  surface. 

433.  On  peut,  pour  représenter  les  points  d'une  surface,  adopter  les  deux 
angles  qui  définissent  la  direction  de  la  normale  en  ce  point.  Menons  par  l'origine 
des  coordonnées  rectangulaires  une  parallèle  à  celte  normale.  Soit  0  l'angle  qu'elle 
forme  avec  l'axe  des  Z,  et  ^|/  l'angle  dièdre  formé  par  le  plan  des  ZX  avec  le  plan 
conduit  par  elle  et  par  l'axe  des  Z.  L'élément  de  la  sphère  de  rayon  unité  évalué 
au  moyen  des  angles  5  et  <];  est  (428)  ûwO  dQ  d<\>.  Le  rapport  de  cet  élément  à  l'élé- 
ment correspondant  de  la  surface  considérée  est  (I,  722)  la  courhure  .^V  fie  cet  élé- 
ment,  en  nommant  R,  et  R,  les  deux  rayons  principaux  de  la  surface.  L'élément 

5i. 
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(le  surface  est  donc 

et  la  surface  totale  est  représentée  par 

la  double  intégration  s'appliquant  à  toutes  les  valeurs  de  9  et  de  ^  qui  répondent 
aux  points  de  l'aire  considérée.  S'il  s'agit  d'une  surface  fermée  et  convexe,  on 
devra,  pour  l'avoir  tout  entière,  intégrer  entre  les  limites  5  =  o,  5  =  tt,  ^  =  o, 

^  =   271. 

434.  Appliquons  la  formule  précédente  au  calcul  de  la  surface  totale  d'un  ellip- 
soïde. 

On  a  (I,  634),  en  adoptant  les  notations  habituelles, 

^^'  ^'  -  '~~?r^s^'~ 

L'équation  de  l'ellipsoide  est 


On  en  déduit 


par  suite 


et 


X-       r^       z- 

-T  +  y,  +  -  =  I . 

a'        h'        c"- 


X       pz 

-  +  ~  =  o' 


Y        qz 
0'        c- 


I         p^        zr 

--  +  ^  +  -7  =  o, 
a-       c^        C 

I        q^       zt 
b'       c'        c' 


pq       zs 


_-Va_.£!\  iL_^t\-P^. 


'^'~''  -'z^Va?'^  c'}  \b'   '   c 


RR^^  zH^  +  p'  +  q!) 


-^^-î){h^'^^-"-r 
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Remarquant  que  jr,  cf-  et  i  sont  proportionnels  a  ^,  r^,  et  ^.  on  en  déduit 


R.R, 


z'         x^  \  i  z'         j'  \       x'^r 


c'    -:-,  + 


I 


M'c'    '    a' en  \b'&       b*c^l        a*b* 
OU,  en  remarquant  que 

£-2  X"  j' 

.^■+"^  =  '-F' 

z'^        T'  x"- 

et,  comme  en  nommant/?  la  distance  du  centre  au  plan  tangent,  on  a 


2  ,2\   2 


I 


P-Zr. 


x'^    ,    .T'    ,    -2' 


■'*  "^  6'   "^  c' 


R.R.=  «^'^^' 


et  la  surface  totale  S  de  l'ellipsoïde  est  représentée  par 

S=  \\,Vi,smBdQd<i^  =  à'h'c'  ï       \        -~dBd^; 

Jo     Jo  Jo     Jo  r 

c'est-à-dire,  en  remplaçant/?  par  sa  valeur  en  fonction  de  0  et  de  ^, 

r~  n^"  sine lQd<h- 

S  _  n'b^c'j^    J^      [a^  ces' 0"=H 6'  cos=4^  +  C  sin^4.)  sin'Of  ^       "^  ' 

et,  a  cause  du  partage  de  l'ellipsoïde  en  huit  parties  symétriques  : 

,_  r   C   ^  ^^        ?— ® - dBd^ 

h-^a^b'c-J^    J^    [a^cos'0+(6^cos'4^4-c'sin'$)sin'e]»  '^' 


iOf) 

on  a  (230) 


f 
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par  conséquent 


f 

i/o 


d^ 


a'cos'O  +  {b'cos'^  -h  c'sin'^^jsin^ô]'- 

r ^^ 


'cos-^0+6'sin2  0)cos=d;+(«2cos^0+  c^sin2  0)sin'(]; 

= i.  \ T .  + ^ ~.-\ 

la  surface  S  est  donc  exprimée  par  la  somme  de  deux  intégrales  simples,  et  l'on  i 

Jo 


o    (rt^ cos-  9  -f-  Z>^  sin'  0  )'  (  «=  ces'  O-hc'  sin  9  )' 
sine  d 9 


Jo     U^ 


'cos' 9  -h  h' sin' 9  f  {a' cos' 9  +  c'sin'S)' 


Théorème  de  Gauss. 

435.  Considérons  une  surface  fermée  de  forme  quelconque  et  un  point  0  situé 
dans  son  intérieur.  Un  cône  infiniment  petit  ayant  son  sommet  en  0  et  dont  l'angle 
mesuré  par  la  surface  interceptée  sur  la  sphère  concentrique  de  rayon  unité  est 
représenté  par  dtà,  interceptera  sur  la  surface  un  élément  d<7  mesuré  par  la  for- 
mule évidente 

,           /■-  dui 
di  =  =  > 

cosN/- 

OÙ  r  désigne  la  distance  du  sommet  0  à  l'élément  do  et  NR  l'angle  formé  par  les 
génératrices  du  cône  avec  la  normale  à  dç.  On  en  déduit 

,  f/<7C0SN/- 

</  w  =  — ■ 

et  comme  la  somme  des  angles  «iw  étendue  à  la  sphère  entière  du  rayon  unité  est 
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égale  à  4?:,  on  a 

( A  )  r  clc^osWr  _  ,  _ 

J     '       r''~~^-' 

l'intégration  s'étendant  à  tous  les  éléniÊnts  de  la  surface. 

Le  théorème  ne  souffre  aucune  exception.  Si  le  cône  prolongé  du  même  côté  du  ^ 

sommet  0  coupe  la  surface  en  plus  d'un  point,  le  nombre  des  intersections  sera  V 

nécessairement  impair  et  les  éléments  correspondants  de  l'intégrale,  égaux  alter- 
nativement  à  d^^  et  à  -^o.,  auront  toujours,  dans  l'intérieur  d'un  même  cône 
élémentaire,  une  somme  égale  à  doi. 

436.  Lorsque  le  point  0  est  extérieur  à  la  surface  fermée,  l'intégrale  qui  forme 

le  premier  membre  de  (A)  se  réduit  à  zéro;  le  cône  d'ouverture  dr,  coupe  en  effet 

dans  ce  cas  la  surface  un  nombre  pair  de  fois,  et  les  éléments  correspondants  de 

intégrale  étant  alternativement  -  do.  et  +dr,,  leur  somme  est  égale  à  zéro  et 

l'on  a 

t/(7C0sN/'  * 


J 


=  0. 


437.  Considérons  par  exemple  un  ellipsoïde  dont  les  axes  sont  a,  b,  c,  et  soient 
se,  p,  V  un  point  quelconque  extérieur  ou  intérieur,  on  a,  en  adoptant  les  nota- 
lions  du  n»  430, 


da  =  abc  sin QdOd^i  /^-^-i'i  +  sm^ôcos^    ,  "sirV^sin^'l 
V   •   c'  a'  ^  b^ 

Les  cosinus  des  angles  formés  par  la  normale  avec  les  axes  sont 

sin9cos<ji 


V? 


«'  "^  b^ 

sinûsint]; 


Q  _^  sin'0cos't|;       sin" g  sin^tj^ 
•   cosQ 


\/'^ 


sin' Q  CCS- 4^       sin^0  si n'  ^j; 
rt-  "*  b' 


et  les  cosinus  des  angles  formés  par  le  rayon  /•  avec  les  axes 

^—  oc      .r—  t3      z  —y 
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On  a  par  conséquent 

cosN>=  ~ ,=A ^r=^=  (^-^  cos  0  cos'»; 


/cos=0       sin'ôcos'd/       sin'ôsin=d;\    «'' 
V-C.--+ «Î--  +  ï^ 


+  •—7—-  sin  0  sin  J;  4- cos  0  )  •> 


et  par  conséquent,  en  ayant  égard  aux  valeurs  de  x,y,  z  (430),  l'intégrale 


Ç  ^^q'COsNr  _     .f  r'^  sin 


0  dO  dûj  {x  —  a.           r— 3           2  — y 
^  '  — ^  ^  +  -  -.-7^  r  H H-  -z 


est  égale  à  zéro  ou  à  /jtt,  suivant  que  le  point  dont  a,  fi,  7  sont  les  coordonnées 
est  situé  à  l'extérieur  ou  à  l'intérieur  de  l'ellipsoïde. 
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CHAPITRE  111. 

DÉTERMINATION   DES   VOLUMES. 


Décomposition  en  cylindres  infiniment  petits. 

438.  La  métliodc  la  plus  souvent  employée  ()our  évaluer  un  volume  consiste  à 
le  décomposer  en  tranches  par  des  plans  parallèles  intinin.ient  voisins  et  à  obtenir 
ensuite  par  une  intégration  la  somme  do  ces  tianches,  dont  chacune  peut  êti'e 
assimilée  à  un  cylindre  ayant  pour  hase  l'aire  de  la  section  et  pour  hauteur  la 
distance  infiniment  petite  des  plans  parallèles.  Le  choix  des  sections  étant  arbi- 
traire, on  devra,  dans  chaque  cas,  les  choisir  de  manière  à  rendre  aussi  facile  qu'il 
se  pourra  l'évaluation  de  chacune  d'elles  et  ne  la  calculer  par  une  intégration  que 
lorsqu'il  ne  semblera  pas  possible  d'en  apercevoir  immédiatement  l'expression. 

S'il  s'agit  par  exemple  d'un  solide  de  révolution,  on  adoptera  des  sections  per- 
pendiculaires à  l'axe  qui  sont  des  cercles  dont  l'expression  s'obtiendra  immédiate- 
ment. Supposons  qu'une  courbe  donnée  située  dans  le  plan  des  XY  tourne  autour 
de  Taxe  des  X,  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe  situé  à  la  distance  X  coupe  le  vo- 
lume suivant  un  cercle  de  rayon  y  dont  la  surface  est  ny-\  le  cylindre  compris 
entre  cette  section  et  la  section  infiniment  voisine  a  donc  pour  expression 

TT  j'  dx, 

et  le  volume  compris  entre  les  deux  sections  qui  correspondent  aux  abscisses  a 
et  h  est 

dx. 


r:  j    yUL 


439.  Considérons  l'ellipsoïde  dont  l'équation  est 

x'       >'^       :;- 
rt'        IP        c^ 

Le  [)lan  parallèle  à  celui  des  YZ  mené  à  la  dislance  X  le  coupt;  suivant  une  ellipse 

I.    Cale.  int..  02 
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/  x^  I  x^ 

dont  les  axes  sont  b  Kl  \ ^  et  c  y  i ^  et  la  surface 


nbc  {\  —  —  ]  dx. 


Le  volume  entier  est  donc  représenté  par  l'intégrale 


r-K-i) 


•^'\    7  4         . 

'  dx  =  ^  7:  abc. 
5 


440.  Soit  a  évaluer  le  volume  d'un  conoïde.  On  nomme  comme  on  sait  conoïdc 
la  surface  engendrée  par  une  droite  parallèle  à  un  plan  fixe  qui  rencontre  constam- 
ment une  droite  donnée  et  une  courbe  donnée  que  nous  supposerons  fermée.  Cher- 
chons la  portion  de  volume  comprise  entre  la  courbe  directrice  qui  sert  de  base 
et  la  portion  de  directrice  rectiligne  sur  laquelle  les  génératrices  vont  se  rejoindre 
deux  à  deux.  Les  plans  parallèles  au  plan  directeur  coupent  évidemment  un  tel 


volume  suivant  des  triangles,  et  si  l'on  nomme  T  le  triangle  correspondant  au  plan 
dont  l'ordonnée  est  z,  l'expression  du  volume  est 


i 


Idz. 


Supposons  le  plan  de  la  base  parallèle  à  la  directrice  rectiligne,  et  soit  y  l'angle 
qu'il  forme  avec  le  plan  directeur,  c  la  corde  AB  interceptée  sur  la  base  par  le  plan 
sécant  dont  l'ordonnée  est  z,  p  la  hauteur  du  conoïde,  h  celle  du  triangle  ABQ 
dont  c  est  la  base  et  s  enfin  la  distance  de  la  corde  c  à  la  corde  infiniment  voisine 
déterminée  par  le  plan  sécant  dont  l'ordonnée  est  z  -+-  dz,  on  aura 


et  par  conséquent 


smy 
dz  z=z  z  siny, 

2  2  siny 

T  dz  =^  -  cp  e, 

JTdz  =  ^p  I  Ci, 
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et  comme  les  est  évidemment  la  surface  de  la  base,  on  voit  qu'un  conoide  dont 

la  directrice  est  parallèle  au  plan  de  la  base  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  base 
j)ar  la  moitié  de  sa  hauteur. 

441.  Considérons  enfin  le  volume  défini  de  la  manière  suivante:  ABC,  A'B'C 
sont  deux  triangles  quelconques  situés  dans  des  plans  parallèles;  par  les  quatre 
côtés  de  chacun  des  quadrilatères  ABA'B',  ACA'C,  BCB'C  on  fait  passer  un  para- 
boloïde  hyperbolique.  Ces  paraboloïdes  et  les  deux  triangles  servent  de  faces  au 
volume  considéré.  Prenons  pour  plan   des  XY  celui  du  triangle  ABC,  les  plans 


parallèles  aux  deux  bases  ABC,  A'B'C  étant  parallèles  à  deux  génératrices  de 
chaque  paraboloide  les  couperont  suivant  des  lignes  droites  et  par  conséquent 
donneront  pour  sections  des  triangles.  Si  l'on  nomme  T  la  surface  de  celuî  qui 
correspond  à  la  section  dont  l'ordonnée  est  2  et  A  la  hauteur  du  solide,  c'est-a-dire 
la  distance  des  deux  bases  parallèles,  le  volume  cherché  a  pour  expression 


Tdz. 


1,6  triangle  T,  étant  parallèle  au  plan  des  XY,  se  projette  en  vraie  grandeur  sur  ce 
plan,  et  comme  les  équations  des  droites  A  A',  CC,  BB'  sont  du  premier  degré,  les 
coordonnées  des  trois  sommets  sont  des  fonctions  du  premier  degré  de  :;;  la  sur- 
face du  triangle  est  donc  elle-même,  d'après  la  formule  bien  connue  (jui  la  repré- 
sente, une  fonction  de  la  forme 

Az'  -hA'z  -h  A", 

A,  A'  et  A"  étant  trois  constantes,  le  volume  est  représenté  par  l'intégrale  d'un  tri- 
nôme entier  du  second  degré.  La  formule  donnée  (367)  comme  exprimant  approxi- 
mativement sa  valeur  est  donc  dans  ce  cas  rigoureusement  exacte,  et  si  l'on  nomme 

B,  b,  M  les  surfaces"  des  deux  sections  extrêmes  et  de  la  section  faite  par  un  plan 
équidistant  des  deux  bases,  on  aura 

V=:|(6-h4M  + B  . 
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442.  Le  résultat  précédent  peut  être  généralisé.  Considérons  sur  le  plan  des  XY 
un  polygone  quelconque  P  et  par  chacun  de  ses  sommets  une  ligne  droite.  Si  nous 
coupons  le  faisceau  de  droites  par  un  plan  parallèle  à  celui  des  XY,  nous  obtien- 
drons les  sommets  d'un  polygone  de  même  nombre  de  côtés  que  P.  Recouvrons, 
comme  dans  le  cas  précédent,  par  des  paraboloïdes  liyperboliques  chacun  des  qua- 
drilatères dont  les  côtés  opposés  sont  les  côtés  correspondants  des  deux  polygones, 
le  volume  enfermé  entre  eux  et  les  surfaces  des  deux  polygones  pourra  s'évaluer 
par  une  formule  identique  à  celle  qui  termine  le  paragraphe  précédent.  La  surface 
de  la  section  Aiite  par  un  plan  parallèle  aux  bases  et  mené  à  la  distance  z  de  l'une 
d'elles  sera  encore  en  effet  une  fonction  entière  et  du  second  degré  de  z,  et  c'est 
sur  cette  circonstance  seule  que  reposait  la  démonstration  qui  s'applique  à  tous 
les  cas  pour  lesquels  elle  se  présente.  Le  polygone  P  pouvant  avoir  un  nombre 
quelconque  de  côtés  peut  évidemment  être  remplacé  par  une  courbe;  fermée  qu(d- 
conque,  et  l'on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si  une  surface  réglée  est  telle,  que  deux  plans  parallèles  la  coupent  suivant  deux 
courbes  fermées  de  surfaces  B  et  h  et  que  la  section  faite  à  égale  distance  de  chacune 
d'elles  ait  pour  surface  M,  le  volume  compris  entre  la  surface  et  les  deux  hases  B  et  h, 
dont  la  distance  est  /t,  a  ]>oiu'  expression 

^    B+4M  +  ^). 

443.  La  démonstration  de  la  formule  précédente  suppose  seulement  que  la 
section  parallèle  à  la  base  et  menée  à  la  distance  z  soif  une  fonction  entière  et  (\\\ 
second  degré  de  z,  et  cette  condition  est  remplie  dans  un  grand  nombre  de  cas, 
lorsque  le  volume  est  compris  par  exenjple  entre  une  surface  quelconque  du 
second  degré  et  deux  sections  parallèles  de  forme  elliptique;  la  mesure  d'un  1<'I 
volume  est  donc  le  sixième  du  produit  de  la  hauteur  par  la  somme  de  ses  deux 
bases  ajoutée  à  quatre  fois  la  section  faite  à  égale  distance  de  chacune  d'elles. 

Emploi  d\uic  double  intégration. 

444.  La  décomposition  d'un  volume  en  cylindres  infiniment  minces  à  bases 
parallèles  peut  s'appliquer  à  tous  les  cas,  mais  il  arrive  le  plus  ordinairement  que 
l'expression  de  la  section  qui  sert  de  base  à  l'un  de  ces  cylindres,  au  lieu  d'être 
connue  à  priori,  doit  elle-même  être  déterminée  par  une  intégration  préalable.  Le 
calcul  du  volume  exige  alors  deux  intégrations  successives,  et  son  expression  est 
une  intégrale  double.  Considérons  le  volume  compris  dans  l'intérieur  d'un  cylindre 
parallèle  à  l'axe  des  Z,  entre  le  plan  des  XY  qui  lui  sert  de  base  et  une  surface 
connue  qui  remplace  l'autre  base.  Les  plans  parallèles  à  celui  des  ZY  détermine- 
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ront  dans  un  tel  volume  des  sections  terminées  par  trois  droites  et  un  arc  de 
courbe.  Si  B  désigne  la  surface  de  l'un  de  ces  quadrilatères  formant  la  section  dont 


l'abscisse  est  x,  le  volume  considéré  a  pour  expression 

V  =  Cb  dx, 

l'intégrale  étant  prise  entre  les  abscisses  extrêmes  a  et  h  de  la  courbe  qui  sert  de 
base  au  cylindre.  La  surface  B  est  une  aire  plane  QPMN  qui  s'obtiendra  elle-même 
à  l'aide  d'une  intégration,  si  l'équation  de  la  surface  qui  termine  le  volume  est 

Z  =:(<){  X,  y). 

Cette  équation,  si  l'on  y  considère  .r  comme  constant,  représente  la  combe  qui 
limite  la  section  B,  et  l'on  a,  en  nommant  y„  et  j,  les  deux  valeurs  de  y  représentées 
sur  la  figure  par  IP  et  IQ  et  qui  se  déduiseni  de  l'équation  de  la  courbe  de  base  : 


On  en  conclut 


dy 


y=f  hdx=z  r  dx  r  '  z  dy. 


L'ordre  dans  lequel  se  succèdent  les  opérations  est  indiqué  par  la  démonstration 
même.  On  doit  d'abord  intégrer  zdy  par  rapport  à  j  en  y  considérant  x  comme 
constant  et  entre  les  limites  y„  et  y,  qui  sont  fonctions  de  x\  le  résultat  de  cette 
première  opération  est  une  fonction  de  x  que  l'on  doit  multiplier  par  dx  pour  l'in- 
tégrer ensuite  entre  les  limites  constantes  a  et  h. 

445.   L'expression  du  volume,  que  l'on  écrit  souvent 


n- 


dx  d) 
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peul  être  considéiée  sous  un  autre  point  de  vue  qu'il  importe  de  connaître.  On  peut 
regarder  le  produit  zdxdj  comme  l'expression  générale  de  l'un  des  éléments  dont 
la  somme  forme  le  volume  cherché,  zdxdy  est  en  effet,  en  négligeant  les  infini- 
ment petits  d'ordre  supérieur  au  second,  la  portion  du  volume  cherché  détachée 
par  un  parallélipipède  parallèle  à  l'axe  des  z  ayant  pour  hase  le  rectangle  infini- 
ment petit  dxdyy  dont  les  côtés  dx  et  dy  sont  respectivement  parallèles  à  l'axe 
des  X  et  à  l'axe  des  Y.  Le  volume  total  est  la  somme  des  parallélipipèdes  analogues 
dont  les  bases  composent  la  base  donnée  du  cylindre.  On  peut,  pour  faire  cette 
sommation,  réunir  d'abord  tous  les  parallélipipèdes  compris  entre  deux  plans  infi- 
niment voisins  parallèles  à  ZY  et  ayant  pour  abscisses  x  i^ix  +  dx.  Cette  première 
somme,  qui  constitue  la  tranche  cylindrique  considérée  dans  la  démonstration  pré- 
cédente, est 

dx  l  z  dy, 

les  limites  étant  données  par  les  valeurs  extrêmes  de  y  qui  correspondent  à  l'ab- 
scisse x\  pour  faire  la  somme  de  ces  tranches,  on  intégrera  ce  premier  résultat 
entre  deux  limites  constantes  représentant  les  valeurs  extrêmes  de  x,  et  l'on 
retrouve  ainsi  la  formule 


J  a  ^ y  « 


446.  Lorsque  la  base  du  cylindre  et  la  surface  qui  le  termine  prennent  des 
formes  plus  compliquées,  la  formule  précédente  doit  être  quelquefois  modifiée. 
Nos  démonstrations  suj)posent  en  effet  qu'à  chaque  abscisse  x  correspondent  deux 
points  seulement  de  la  base.  Si,  par  exemple,  une  parallèle  à  l'axe  des  Y  coupe  la 
base  du  cylindre  en  quatre  points  P,  Q,  R,  S  ayant  pour  ordonnées  y,,  ja, /s,  y,,. 


/  / 

Y/ 


Q 


il  faudra,  pour  obtenir  tous  les  éléments  de  la  somme  cherchée,  faire  deux  inté- 
grations; la  première  dey,  à  Va,  la  seconde  de  jj  à  r^.  Si  l'on  avait  six  intersec- 
tions, il  y  aurait  trois  intégrations  à  faire  et  ainsi  de  suite. 

447.  La  détermination  d'un  volume  d»;  forme  quelconque  est  implicitement 
comprise  dans  ce  qui  précède.  Quelle  que  soit  en  effet  la  forme  de  la  surface  limite 
dont  nous  supposons  l'équation  connue  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaiies,  on 
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commencera  pai'  déterminer  le  cyliiidie  circonscrit  parallèle  à  l'axe  des  Z  et  dont 
la  base  sur  le  plan  des  XY  nous  fera  connaître  la  portion  de  ce  plan  sur  laquelle  se 
projette  le  volume  cherché  qui  deviendra  la  différence  de  deux  des  cylindres  dont 
nous  avons  étudié  l'expression.  L'équation  de  la  surface  étant 

(i)      .  ¥{x,x,z]  =  o,  % 


les  points  de  contact  avec  le  cylindre  circonscrit  sont  ceux  pour  lesquels  la  nor- 
male étant  perpendiculaire  à  l'axe  des  z,  on  a 


dF 

(^^  dz 


L'élimination  de  z  entre  les  équations  (ij  et  (2)  donnera  l'équation  du  con- 
tour apparent  qui  sert  de  base  aux  deux  cylindres  dont  la  différence  est  le  volume 
cherché.  En  nommant  z^  et  s,  les  valeurs  de  z  qui  correspondent  aux  coordon- 
nées X  et  j,  on  a  évidemment 


V=  fdx  Cdyiz.-z,), 


les  limites  étant  déterminées  d'après  la  forme  du  contour  apparent,  comme  il  a  été 
dit  (443). 

Si  les  parallèles  à  l'axe  des  z  coupaient  en  plus  de  deux  points  la  surface  qui 
limite  le  volume,  les  intersections  seraient  toujours  en  nombre  pair.  Soient  z,,  z., 
Z3,  S4,  ^5,  Sg  leurs  ordonnées,  l'élément  de  volume  serait  alors 

{Zs—  Z,  -h  Zi  —  Zi  +  Z:,  —  Z:)  dx  df, 

et  l'intégration  se  ferait  de  la  même  manière  que  dans  le  cas  précédent. 

448.  Le  choix  des  surfaces  élémentaires  dans  lesquelles  on  décompose  la  pro- 
jection du  volume  sur  le  plan  des  XY  est  entièrement  arbitraire,  et  les  éléments 
rectangulaires  dxdy  peuvent  être  remplacés  par  d'autres  qui,  dans  certains  cas, 
donneront  lieu  à  des  calculs  plus  simples. 

Il  est  souvent  commode  par  exemple  d'employer  des  coordonnées  polaires.  En 
menant  par  l'origine  dans  le  plan  des  XY  une  série  de  rayons  vecteurs  coupés 
orthogonalement  par  une  série  de  cercles,  l'élément  infiniment  petit  compris  entre 
les  rayons  vecteurs  correspondant  aux  angles  w  et  r.)-hdf,)  et  les  cercles  corres- 
pondant aux  angles  0  -h  do  a  pour  surface 

pdo\  dp. 


m 


• 
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Le  volume  du  parallélipipède  dont  il  est  la  base  est  donc 

(3)  {z,'—  Zi)pdo)dp. 

En  nommant  z.^  et  i;,  les  ordonnées  des  deux  points  où  la  parallèle  à  l'axe  des  Z 
menée  par  un  point  de  cet  élément  rencontre  la  surface  qui  limite  le  volume,  on 
intégrera  l'expression  (3)  par  rapport  à  p  en  considérant  w  comme  constant  et 
entre  deux  limites  qui  seront  les  valeurs  de  o  qui,  dans  l'équalion  de  la  courbe 
limite,  correspondent  à  la  valeur  considérée  de  r>).  On  obtiendra  ainsi  . 


do)  I  {Zi  —  z,)pdp, 


et  cette  expression,  qui  ne  contient  que  la  variable  w,  sera  intégrée  entre  deux 
limites  constantes  qui  sont  les  valeurs  extrêmes  de  cet  angle. 

449.  Considérons,  pour  y  ap[di(juer  la  méthode  précédente,  le  volume  détaché 
dans  une  sphère  par  un  cylindre  droit  ayant  pour  base  un  petit  cercle  décrit  sur 
l'un  des  rayons  comme  diamèti'e. 

Soit  0  le  centre  de  la  sphère  et  OB  le  rayon  (jui  sert  de  dianièlre  au  cercle  de 


/ 


B'i 


\ 


base  du  cylindre  dont  nous  prendrons  le  plan  pour  celui  des  XY.  L'élément  pclo)  dp 
est  évidemment  la  base  d'un  parallélipipède  dont  la  portion  comprise  dans  la 
sphère  a  pour  hauteur  2  y/R-—  p%  et  l'élément  du  volume  cherché  est  par  consé- 
quent 

ay^R'  —  p'pdpdo). 

Intégrons  d'abord  par  rapport  à  p.  Si  o)  désigne  l'angle  du  rayon  vecteur  avec 
le  diamètre  OA,  les  limites  seront  évidemment  o  et  Rcosoj;  on  a  donc  pour  la 
partie  du  volume  cherché  qui  se  projette  sur  le  secteur  POP'  : 

^    2t/(o/  sl^'-p'pdp  =  d(,A--.{K'~p'-y\         =^(R'-R=sin'o))f/w. 

R^sin'o)  remplace  ici  (VR'  — R'cos'w)'  et  doit  être   pris  en  valeur  absolue. 
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Lors  donc  que  pour  trouver  tous  les  éléments  nous  ferons  varier  oj  de  —  -  à  + 

2  2 

sin^w  devra  être  changé  de  signe  dans  les  parties  de  l'inlégrale  pour  lesquelles  w 
est  négatif;  mais  on  peut  se  dispenser  d'avoir  égard  à  cette  remarque,  en  inté- 
grant entre  les  limites  o  et  ^,  ce  qui  donne  évidemment  la  moitié  du  volume  cher- 
ché, que  l'on  doublera  ensuite.  Le  volume  V  est  donc 


^  Jo  39 

Si  l'on  considère  un  second  cylindre  égal  au  précédent  et  de  même  direction, 
ayant  pour  base  le  cercle  décrit  sur  le  rayon  OB'  prolongement  de  OB,  comme  dia- 
mètre, le  volume  des  deux  cylindres  réunis  sera 

3  9 

et  ce  qui  reste  de  la  sphère  quand  on  les  enlève  est  par  conséquent 


Emploi  des  coordonnées  polaires. 

450.  Supposons  que  l'on  adopte,  pour  représenter  la  position  d'un  point,  les 
trois  coordonnées  polaires  p,  9  et  ^,  dont  nous  avons  fait  plusieurs  fois  usage. 

OX,  OY,  OZ  étant  trois  axes  rectangulaires,  la  coordonnée  p  est  la  dislance  OM 
du  point  considéré  à  l'origine,  O'  l'angle  de  OiM  avec  l'axe  des  Z,  et  <]>  l'angle 
dièdre  du  plan  MOZ  avec  ZOX. 


/ 


Pour  évaluer  unaolume  dont  la  surface  est  rapportée  à  ce  système  de  coor- 
données, il  convient  de  le  décomposer  en  éléments  infiniment  petits  compris  entre 
deux  sphères  lieux  des  points  correspondant  aux  rayons  p  -+-  dp,  deux  plans  lieux 
des  points  correspondant  aux  angles  ^  ei  ^  ■+-  d^,  et  deux  cônes  lieux  des  points 

I.    Ca/r    i,if.  53 
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correspondant  aux  angles  5  et  O^dS.  Cet  élément,  dont  les  faces  se  coupent 
deux  à  deux  à  angles  droits,  peut  être  assimilé  à  un  parallélipipède  rectangle 
ayant  pour  arêtes  fl,  121)  dp,  pû\-\Od\  et  odO;  il  a  par  conséquent  pour  mesure 

Le  volume  total  est  la  somme  des  expressions  analogues  relatives  a  tous  les 
volumes  élémentaires  qui  le  composent.  Nous  supposerons,  pour  faire  cette  som- 
mation, que  deux  des  coordonnées  restant  constantes  on  fasse  varier  la  troisième 
entre  deux  limites  qui  dépendent  de  la  forme  du  corps  et  des  valeurs  attribuées 
aux  deux  coordonnées  constantes.  Si,  par  exemple,  0  &i  ^  restent  fixes,  ainsi 
que  dO  et  d^]^,  les  éléments  qui  répondent  aux  diverses  valeurs  de  p  seront  compris 
dans  l'intérieur  d'une  même  pyramide  à  base  rectangulaire,  ayant  pour  sommet 
l'origine,  et  leur  somme  sera 


smB  dQ  d 


^jp'dp, 


l'intégrale  devant  être  prise  entre  les  limites  R,  et  R2  que  fournit,  en  fonction  de  B 
et  de  '|,  l'équation  de  la  surface  qui  limite  le  corps.  Cette  première  intégration 
peut  toujours  s'effectuer  et  donne 

sin6^^j^,_j^3). 

En  faisant  varier  ^,  0  restant  constant,  on  obtiendra  la  portion  du  corps  com- 
prise entre  deux  cônes  infiniment  voisins,  ayant  pour  angles  0  etQ-i-dO;  cette 
portion  est 

les  limites  de  l'intégrale  étant  les  valeurs  extrêmes  de  i]^,  ^|^,  et  à^  qui  dépendent 
de  l'angle  0.  Il  faudra  enfin  intégrer,  par  rapport  à  0,  entre  les  valeurs  extrêmes  ^, 
et  0..  de  cet  angle,  qui  sont  des  constantes,  et  le  volume  est 

sin0 


/    *  sin  u         <  ■  ^ 

/      ^%19J      d^iRl-R-]]. 


Dans  la  première  intégrale  tj;,,  ^j;.,.  Ri  et  Ro  dépendent  de  l'angle  0,  qui  est 
traité  comme  constant;  dans  la  seconde,  (?,  et  0.  sont  deux  limites  constantes. 

Lorsque  l'origine  des  coordonnées  est  située  dans  l'intérieur  du  corps,  les 
angles  0  et  <i>  peuvent  prendre  toutes  les  valeurs,  et,  pour  embrasser  toutes  les 
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(Jireclions  possibles,  p  étant  supposé  essentiellement  positif,  il  faut  évidemment 
faire  varier  <];  de  o  à  2rr  pour  obtenir  tous  les  points  d'un  plan  passant  par  l'axe 
des  Z,  puis  0  de  o  k  n  seulement,  pour  que,  dans  ce  plan,  le  rayon  vecteur  prenne 
toutes  les  positions  possibles. 

Le  volume  d'une  splière  de   rayon  R,  ayant  poui'  centre  l'origine,  sera,  par 
exemple, 


I 


.(■-."•-X"-"' 


47rR^ 
3 


Emploi  d'un  système  quelconque  de  coordonnées. 

451.  Si  l'on  adopte,  pour  représenter  les  points  de  l'espace,  les  valeurs  des  trois 
paramètres  a,  /3,  y,  définis  en  fonction  des  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z, 

a  =  9,(0-,  j,  2), 
[3  =  cp,(.r,  j,  3), 

à  une  valeur  donnée  de  l'un  des  paramètres  correspond  une  surface,  et  les  points 
se  trouvent  définis  par  l'intersection  des  trois  surfaces  qui  s'y  croisent  en  décou- 
pant l'espace  en  parallélipipèdes  infiniment  petits.  Il  faut,  pour  évaluer  un 
volume,  adopter  pour  élément  le  parallélipipède  infiniment  petit  compris  entre 
les  surfaces  correspondant  aux  valeurs  «,  a-^dv.,  /5,  |3  +  dfj,  y  et  y  +  r/y  des 
trois  paramètres,  et  dont  il  faut  d'abord  trouver  l'expression. 

Soit  MNPQ  ce  parallélipipède,  la  face  MPQ  appartenant  à  la  surface  qui  répond 
à  la  valeur  a  du  premier  paramètre,  MQN  à  celle  (jui  correspond  à  /5,  et  JMNP  à 


.   z 


0 


^X 


celle  qui  correspond  à  y.  Les  trois  faces  opposées  correspondent  aux  valeurs 
«  -h  du,  jS  -^  d[-j,  y  -^  <:/y  des  trois  paramètres;  le  parallélipipède  étant  iijfiniment 
petit  et  la  courbure  de  ses  laces  insensibles,  on  peut  le  traiter  connue  un  paral- 
lélipipède  à  surfaces  planes  égal  évidemment  à  six   fois  la  pyramide,   dont  les 

53. 
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sommets  sont  M,  N,  P,  Q  :  ces  sommets  ont  pour  coordonnées 


dx   j 
X  H — î—  (la, 
doi 


dy    ,  dz    j 

y -\ — 'r-  da,     z  +  -j—  doL, 
•^        dy.  dy. 


(l^    7o  dr    ,^  dz    ,^ 

^  -h  -^  û?[3,      J  +  -~'^  d^,     -z  H-  70-  « [3, 


d^ 


dfj 


d^ 


dx    ,  dy^    J  dz    , 

^+^-^y,      r+j-^dy,     z+-^^dy, 

et  par  conséquent,  d'après  une  formule  bien  connue  qui  exprime  le  volume  d'un 

tétraèdre  en  fonction  des  coordonnées  de  ses  sommets,  l'expression  du  volume 

MNPQ  est  égal  à 

dx       dy       dz 
da       da       da 


dx  d^  dy 


dx  dy  dz 

^'  ^'  ^' 

dx  dy  dz 

dy  dy  dy' 


c'est-à-dire  (I,  71)  au  produit  de  ^  ^-  ^  1  par  le  déterminant  fonctionnel  de  x, 

J,  z,   considérés  comme  fonction  de  a,   /3,   7,  ou,   ce  qui  revient  au   même, 

a  "^'■^^^y  divisé  par  le  déterminant  de  a,   |3,  7,  considérés  comme  fonctions 

de  X,  J,  z.  Le  parallélipipède  égal  à  six  fois  le  tétraèdre  s'obtiendra  en  suppri- 
mant le  diviseur  6. 

Pour  sommer  les  éléments  qui  composent  un  volume  donné,  il  faudra,  comme 
dans  le  cas  précédent,  faire  varier  successivement  les  trois  variables.  On  intégrera 
d'abord,  par  exemple,  par  rapport  à  a,  en  considérant  ]3  et  7  comme  constants,  et 
l'on  obtiendra  ainsi  la  portion  de  l'espace  formant  un  canal  infiniment  petit,  à 
section  quadrangulaire,  compris  entre  les  surfaces  qui  correspondent  aux  para- 
mètres |3,  /3  +  c?j3,  7,  7-i-û?7.  Les  limites  de  cette  première  intégration  seront  deux 
valeurs  de  a  exprimées  en  fonction  de  p  et  de  7.  Le  résultat  sera  de  la  forme 

d^dy¥{^,y)- 

On  intégrera,  en  second  lieu,  par  rapport  à  /S,  en  traitant  7  comme  constant,  et 
l'on  obtiendra  ainsi  la  portion  de  volume  comprise  entre  les  surfaces  correspon- 
dant aux  valeurs  7,  7  +  dy;  les  limites  seront  des  fonctions  de  7,  et  le  résultat 

sera  de  la  forme 

dyv[y). 
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On  intégrera  enfin  pour  avoir  le  volume  total  entre  deux  limites  égales  aux 
valeurs  extrêmes  de  y,  et  l'on  aura 


:  I  (la  d^dy 


dx       dy       dz 
doL       dy.       da 


dx  dy  dz 

d^'  if  d^' 

dx  dy  dz 

dy^  dy^  dy 


452.  Nous  indiquerons  eneore  une  formule  très-générale  pour  l'évaluation 
d'une  classe  nombreuse  de  volumes. 

Considérons  sur  une  surface  quelconque  un  contour  fermé  dont  les  points  soient 
définis  par  deux  variables  y.,  /3,  liées  suivant  une  loi  connue  à  leurs  coordonnées 
ortliogonales  x,  y,  z.  Considérons  le  solide  pyramidal  ayant  pour  base  cette  por- 
tion de  surface  et  pour  sommet  l'origine  0  des  coordonnées.  Prenons,  pour  l'éva- 
luer, comme  volume  élémentaire,  la  pyramide  ayant  pour  sommet  le  point  0,  et 
pour  base  le  parallélogramme  compris  entre  les  courbes  infiniment  voisines  qui 
correspondent  aux  valeurs  a,  a  +  dy.,  /5,  p  -\-  d^  des  variables  «  et  jS.  Cette  pvra- 
mide  est,  comme  il  est  aisé  de  le  voir,  le  double  du  tétraèdre  ayant  pour  sommet 
le  point  0  d'une  part,  et  d'autre  part  trois  points  infiniment  voisins  de  la  sur- 


dx 


dy 


dz 


face,  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  z,   x -\-  -i-dx,  y+  -i-dy,  z -h  ~  rlry 

•^  dx  "^         dx  dy       ' 


X 


dx  dy^  dz 

jô^d^,  j-h  ^-^  d[i,  z  +  ^ôd^;  l'expression  d'un  tel  volume  est 


dxd^ 


X, 

J. 

z. 

dx 

dy 

dz 

Tx' 

Tx 

dx' 

dx 

df 

dj:^ 
df 

dz 

en  sorte  que  le  volume  cberché  est 


^// 


dxd(^ 


X, 

X' 

z. 

dx 

Tx' 

dx 

dz 
dx 

dx 

dF 

dy 

w 

dz 

d^ 

les  intégrations  devant  s'étendre  à  toutes   les  valeurs  de  a  et  de  j3  qui  corres- 
pondent à  l'intérieur  du  contour.  Si  la  surface  considérée  est  fermée,  on  aura  le 
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volume  total  en  étendant  les  intégrations  à  toutes  les  valeurs  de  «  et  de  /5  qui  cor- 
respondent à  ses  divers  points. 

Introduction  de  l'élément  de  surface  dans  V évaluation  des  volumes. 

453.  Gauss  a  fait  connaître  une  formule  remarquable  dans  laquelle  l'expression 
de  l'élément  de  surface  s'introduit  utilement  dans  le  calcul  d'un  volume. 

Supposons  qu'un  volume  terminé  par  une  surface  quelconque  soit  projeté  sur 
un  plan,  sur  celui  de  xy  par  exemple,  et  que  cette  projection  soit  décomposée  en 
éléments  infiniment  petits,  dont  l'un  soit  do).  Le  prisme  parallèle  à  l'axe  des  z, 
ayant  dui  pour  base,  coupera  la  surface  fermée  en  un  nombre  pair  de  points; 
nommons  z,  z^,  z.j.,  z^,  z^,  z^,  z^  leurs  ordonnées;  l'élément  de  volume  est 

{z,  —  Zi-+-Zi  —  Z3-hZ2—z,)d(,). 

Soient  c^(7,,c?cro,  d(7:^  de,,,  c^ctj,  da-Q  les  éléments  interceptés  par  le  prisme  sur  la 
surface  qui  limile  le  volume  considéré,  et  y,,  70,  7^,  74,  75,  70  les  angles  de  l'axe 
des  z  avec  la  normale  extérieure  à  ces  éléments,  on  voit  aisément  que  7,,  7,3,  7.5, 
qui  correspondent  aux  points  où  les  arêtes  pénètrent  dans  l'intérieur  du  volume, 
sont  des  angles  obtus,  et  que  7^,  74,  76  sont  obtus;  on  a  donc 

d(^\  =  —  f/o-,  cosy,  =  -+-  th^cosyn  ■=.  —  r/T3COsy3=^  4-  r/<74C0sy4  =  —  (/(75C0sy5=:  +  «^/o-ecos/e, 
et  l'expression  de  l'élément  de  volume  devient  par  suite 

Ze  £/<T6COS!7«  +  Zi  f/ Ci  CCS  0-5  -{-  Z^  c/Tj  COS  (74  4-  Zj  f/o-jCOSîTs  -+-  Z2  f/o-j  COS  C-j  +  Z,  C^TiCOSa,, 

et  la  somme  de  tous  les  éléments,  c'est-à-dire  le  volume  total,  est  évidemmen! 
l'intégrale 


/ 


z  d^cosy. 


étendue  à  tous  les  éléments  da  qui  composent  la  surface,  7  désignant  toujours, 
bien  entendu,  l'angle  de  la  normale  extérieure  avec  l'axe  des  z. 

454.  L'emploi  des  coordonnées  polaires  conduit  à  une  formule  analogue.  Con- 
sidérons un  volume  en  dehors  duquel  soit  située  l'origine  des  coordonnées;  si  de 
l'origine  comme  centre  on  décrit  une  sphère  ayant  pour  rayon  l'unité  de  longueur, 
on  peut  (428)  la  décomposer  en  éléments  dont  l'expression  générale  est  s'mO  dS  d^. 
La  pyramide,  qui  a  pour  sommet  l'origine  et  pour  base  un  de  ces  éléments,  coupe 
la  surface  qui  limite  le  corps  en  un  nombre  pair  de  points.  Supposons,  pour  fixer 
les  idées,  qu'il  y  en  ait  six  dont  les  rayons  vecteurs  soient  p,,  1^2»  p3>  f'i^  po-  pe.'-'  ^i 
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l'on  nomme  da^,  do.,  da^,  da,,  da,,  de,,  les  éléments  de  surface  interceptés,  la 
portion  du  volume  comprise  dans  l'intérieur  de  la  pyramide  a  pour  expression 

-- -3—^  ip:  -'  p:  +  p^  -  p^  +  p3  -  p: ). 

'/m  Vï.  73'  7^<  '/.'  '/(.  ^^^f^t  ''^s  angles  formés  par  le  rayon  vecteur  avec  la  normale 
extérieure  à  chacun  de  ces  éléments,  on  aura 

f/c-,  cosy,  cl<j2  cosy. d(7i  cosy, da^  cosys c/g-s  cosys 

p'      ""      pV  '  "        pi     ~~      pi      ~        pi 

daeCOsy^         .    «  .^  ,  , 
= -—— =sind  c/Q  aûj, 

Pi 
et  par  conséquent  l'expression  devient 

-  (pc<:/(7cC0sye  +  psC^o-iCOsys  -+-  p^  f/ 74  cosy,  +  paf/o-scosyj  H- pa  ^  o-^  ces  y,  +pirfT,  cosy,), 

et  la  somme  des  expressions  analogues  est  évidemment 

-    jpda-cosy,    , 

étendue  à  tous  les  éléments  d<7  de  la  surface. 

Application  à  l'ellipsoïde.  —   Considérons  l'ellipsoïde  représenté  par  l'équation 

x"^       y-        z^ 

~2  +  ^  +  ^  —  '  •         - 

En  adoptant,  pour  représenter  les  points  de  la  surface,  les  variables  p  et  q  liées 
aux  coordonnées  x,  y,  z  par  les  équations 

.r  =  rt  siny?  cosg,     >•=  6  sin/?sln^,     z  =  6-cos/>, 
l'élément  de  surface  est  exprimé  (430)  par 


,     ,       /sinVcos'cf       sin'psin^fl       cos'p 
ahc%xx^fdpdq>^  ^^^— ^  H ^^ ^  +  -—^^ 

L'angle  de  la  normale  extérieure  avec  l'axe  des  z  a  |)our  cosinus 


z 


cosy 


cosp 


1  z'       r'       ^■''  /sin'pcos'rt       sin^sin' 


a       cos'p 
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et  l'expression  du  volume 

1  zdzcosy 
devienl,  par  conséquent, 

I       /       sin  p  cos'' p  dp  dq  =  abc  I      sin  p  cos'^  p  dp  j       dqr=.~^r.abc. 

455.  Cherchons  de  nouveau,  à  l'aide  de  la  même  formule,  l'expression  du 
volume  de  l'ellipsoïde,  en  rapportant  les  points  de  la  surface  aux  coordonnées 
elliptiques  de  M.  Lamé. 

L'ellipsoïde  ayant  pour  équation 


r'  z'- 

I, 


\}?       \)?  —  h'       [>?  —  c' 

un  point  de  sa  surface  sera  défini  (I,  128)  par  les  paramètres  v  et  ^  qui  satisfont 
aux  équations 

et  tels  que  l'on  ait  (x^  >  v^  >  p^. 

La  distance  de  deux  points  infiniment  voisins  étant  exprimée  (I,  128)  sur  la  sur- 
face de  l'ellipsoïde  par 

l'élément  de  surface  est 


On  a  d'ailleurs  (I,  128) 


csl{c'—b'-\ 


u?  —  c' 

COS  y  =:  '^ 


v/S 


y2  _22 


{ur—b-'Y         {ij}—c'Y 
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qui,  (J'après  les  valeurs  de  ^,  J,  -  (I,  128),  devient 

COSy  —       ^  r   /  v_  _      /vr    _ 


et  l'expression  de  l'élément  du  volume  zdcr  est  par  conséquent 


c'{c'~b')sj{b'  —  p'){v^—b^) 

Il  faut,  pour  avoir  le  huitième  du  volume  total,  intégrer  entre  les  limites  o  et  è 
pour  p,  b  et  c,  pour  v,  et,  en  égalant  le  volume  à  l'expression  connue 


~  71  p.  \JiJ.'  —  b^  sIjj?  —  c^ , 


on  obtient  la  formule 


Jo  c/i  ^'{b'—p'}{v'—b')  o 

456.  L'application  de  la  formule  (451)  au  volume  d'un  ellipsoïde  fournira  la 
valeur  d'une  autre  intégrale  double,  qui,  de  même  que  la  précédente,  ne  serait 
pas  aisée  à  calculer  directement. 

En  adoptant  les  mêmes  coordonnées  orthogonales  que  dans  le  calcul  précédent 
et  gardant  les  mêmes  notations,  l'élément  de  surface  dcr  est  encore  représenté  par 
la  formule 


..=.p.v(.-py„._^.,|^:i;;}|;;f;:| 


Le  produit  p  cosy,  qui  dans  la  formule  trouvée  (451)  multiplie  da,  est  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  l'origine  des  coordonnées  sur  le  plan  tangent;  elle  a  pour 
expression 

I 


P  = 


yi  2' 


et  l'on  a,  en  remplaçant  ce,  y,  z  par  leurs  valeurs, 

L    Cale.  int.  54 
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L'élément  de  volume  -pch  est  par  conséquent 

i  dpdv{v'—p')  g  s/{]x'^^b' } ( IX' -T^ 
3  v/(6'-p^)(c^-p=)(v-'-6=)(c^-v')' 

et  le  volume  de  l'ellipsoïde 

8    /*^  /» '^      . 

V  =  -   /      /     u\Jp.'—b'-  ^u?  ~  c'  dp dv  ~= — 


V'— p^ 


V^(6'^-p')(c'-p^)(v'-6'^)(c'-v')' 
mais  on  a 


V  =  1 7T//  ^ix'—  b^s/ix'—  C\ 


et  par  conséquent 


r*  r v^p^^ _  I 

Jo     Jb     v''(  6'  —  P')  (  C  —  p'  )  (  V'  —  6=  )  (  C'  —  V'")      ^     ^~2^' 

formule  due  à  M.  Lamé,  et  dont  on  a  donné  de  nombreuses  démonstrations. 
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CHAPITRE   lY. 

CALCUL  DE  L'ATTRACTION  DES  CORPS  SOLIDES. 


Loi  générale  de  l' attraction. 

457.  Nous  n'avons  pas  à  exposer  ici  comment  l'attraction  mutuelle  des  corps 
est  devenue  l'une  des  lois  les  mieux  établies  de  la  science;  deux  molécules  maté- 
rielles, quelle  que  soit  leur  position  dans  l'univers,  exercent  l'une  sur  l'autre  une 
action  proportionnelle  au  produit  de  leurs  masses  et  inversement  proportionnelle 
au  carré  de  leur  distance. 

Un  corps  solide  étant  décomposé  en  éléments  intiniment  petits,  chacun  d'eux 
exerce  sur  une  molécule  donnée  une  action  connue,  et  les  règles  de  la  statique 
permettent  de  les  ramener  à  une  force  unique;  mais  les  sommations  à  faire  sont 
évidemment  des  intégrations,  et  c'est  par  là  que  l'étude  de  cette  question  trouve 
naturellement  sa  place  ici. 


Expression  des  composantes  de  l' attraction. 

458.  Rapportons  le  corps  attirant  à  trois  axes  de  coordonnées  x,  y,  z,  et  soient 
«,  /3,  7  les  coordonnées  du  point  attiré;  l'élément  infiniment  petit  du  corps  atti- 
rant dxdydz,  en  nommant  D  sa  densité,  aura  pour  masse  Ddxdydz,  et  si  jut,  est 
la  masse  du  corps  attiré,  la  force  d'attraction  suivant  la  droite  qui  joint  les  deux 
points,  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  z,  a,  p,  y,  est 

(,)  fPixdxdydz 

j  étant  la  constante  qui  représente  l'action  de  l'unité  de  masse  sur  l'unité  de 
masse  à  l'unité  de  distance. 

Les  trois  composantes  de  la  force  (i),  parallèlement  aux  axes  (Te  coordonnées, 

54. 


sont 


'^) 
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[  X  = .fDf^Or-o^ _  ^^^^^^^ 

Y  = fJ)y.{.r-^_) ^  dxdydz, 

Z  = ZMlZlZ] ^  dx  dydz. 

[{x-aY+{r-^Y  +  {z~yyV 

Pour  obtenir  les  composantes  totales  A,  B,  C  de  l'attraction  d'un  corps  sur  la 
molécule  p.,  il  faut  faire  la  somme  de  ces  composantes  en  l'étendant  à  tous  les  élé- 
ments du  corps  attirant.  Pour  obtenir  les  éléments  qui  correspondent  à  un  parallé- 
lipipëde  formant  une  ligne  parallèle  à  l'axe  des  x  et  compris  entre  quatre  plans 
respectivement  parallèles  aux  plans  des  ZX  et  des  YX,  il  faudra  intégrer  par  rap- 
port à  X,  en  considérant  r,  z  et  dy  dz  comme  des  constantes,  les  limites  étant  des 
fonctions  de  j  et  de  z  fournies  par  l'équation  de  la  surface  qui  limite  le  corps.  On 
réunira  ensuite  les  composantes  relatives  aux  filets  compris  entre  deux  plans 
parallèles  à  celui  des  ZX;  et  pour  cela  on  intégrera  par  rapport  à  Z,  en  laissant  j 
et  dy  constants.  Les  limites  de  cette  seconde  intégration  sont  fonctions  de  y  et 
fournies  par  l'é(iuation  de  la  courbe  sur  laquelle  se  projette  le  corps  sur  le  plan 
des  YZ.  Une  troisième  intégration  par  rapport  à  y  fournira  enfin  la  composante 
relative  à  la  somme  des  tranches  qui  composent  le  corps,  et  cette  intégration  sera 
prise  entre  des  limites  constantes  qui  sont  les  valeurs  extrêmes  dey  correspondant 
aux  plans  tangents  menés  à  la  surface  parallèlement  au  plan  des  ZX. 

Il  va  sans  dire  que  l'ordre  des  intégrations  est  arbitraire,  et  l'on  pourrait,  par 
exemple,  intégrer  d'abord  par  rapport  à  z,  puis  par  rapport  à  x,  et  enfin  par  rap- 
port à  y. 


(3) 


459.  L'expression  des  composantes  est,  d'après  ce  qui  précède, 

m^^-Zll . -  dxdydz, 

B  ^  r  r  c jj^^j:j=-ji ^—3  dxdydz, 

{x--ay+{r-^T-^[z-yyy   . 

/D^(^-zJ_) dxdydz, 


W 


C 


[^^-ocy-^riy-^y+iz-yyy 


les  intégrations  pour  s'étendre  à  la  masse  entière  du  corps  attirant  étant  prises 
entre  les  limites  qui  ont  été  indiquées. 

Lo^que  la  densité  D  est  supposée  constante,- l'une  des  trois  intégrations  peut 
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s'elTectuer  dans  tous  les  cas,  et  les  composantes  A,  B  et  C  dépendent  cliacune 
d'une  intégrale  double.  Considérons,  par  exemple,  la  composante  parallèle  à  l'axe 
des  X, 

A  =/D.a  f  f  f ^-^^^-^ 3  dxdrdz, 

J  J  J  [{-r-ocy-^ix-py  +  iz-yTr 
on  a 


f 


dx 


Si  donc  on  suppose  que  le  parallélipipède  parallèle  à  l'axe  des  X,  dont  la  base 
est  dydz,  coupe  la  surface  qui  limite  le  corps  en  des  points  i,  2,  3,  4.  5,  6,  la  por- 
tion de  l'intégrale  relative  à  ce  parallélipipède  sera,  en  nommant  r^,  r^,  r^,  r^,  r^,  r^ 
les  distances  de  ces  points  d'intersection  au  point  attiré, 


.     7    /  •         •        I        I        ï        '  \ 
dr  dz  [ 1 1 

■^  \/-i         r.        /'s        ''4        ''5        l'^l 


c'est-à-dire,  en  nommant  de;,,  da^,  da^,  da,,  da-,,  dn.^  les  éléments  de  surface 
interceptés, 

_  ^'  cos(N„  X)  -  — ^  cos(N„  X)  -  "^  cos(N3,  X)  -  -^-^  cos(No  Xj 

7'|  /'î  ''3  A 

-  -^^^  cos(N„X)  -  --  cos(N,,  X). 

(Ni,  X),  (N2,  X),...  étant  les  angles  que  la  normale  extérieure  forme  avec  la  partie 
positive  de  l'axe  des  X;  et  la  composante  de  l'attraction,  parallèlement  à  l'axe 
des  X,  est  enfin 


(4) 


.f^^^^d.^.^^^- 


de  étant  l'élément  de  la  surface  et  r  la  distance  de  cet  élément  au  point  attiré. 

460,  L'emploi  dos  coordonnées  polaires  fournit  une  autre  expression  qui  sera 
utile. 

Plaçons  l'origine  au  point  attiré,  et  considérons  un  cône  infiniment  petit  d'an- 
gle É?w  ayant  son  sommet  en  M  et  coupant  la  surface  du  corps  attirant  en  quatre 
points,  par  exemple,  que  nous  nommerons  i,  2,  3,  4.  L'action  exercée  sur  le 
point  M,  par  la  portion  du  corps  située  dans  l'intérieur  de  ce  cône,  est  évidem- 
ment 

/ 1) [1.  j  ^  ^\'    dr  =  /D  p.  /  f/&)  f/r  =  ( r,  —  r,  +  Tj  —  r,  )  rf w. 

Mais,  en  nommant  Ja,,  ^o-o,  da,,,  dç^  les  éléments  interceptés  sur  la  surface,  on 
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a  (435) 

cos(N.,^R)fi^(7^      ^^^   cos(N:>R)fi^7._^^^  ££ii^iiH^^_  ^^    cos(N,,  R)^(7,  _^' 
'",  Tj  ri  '  ri 

La  somme  décomposée  parallèlement  à  l'axe  des  x  est  par  conséquent 

(5)  r^cos(N,R)cos(R,  X), 

(N,  R)  et  (R,  X)  désignant  l'angle  du  rayon  vecteur  avec  la  normale  extérieure  et 
avec  l'axe  des  X. 

461.  Quand  le  point  attiré  fait  partie  de  la  masse  attirante,  on  ne  doit  rien 
changer  aux  formules  précédentes.  Un  facteur  infini  s'introduit,  il  est  vrai  dans  ce 
cas,  dans  l'expression  de  certains  éléments  de  l'attraction,  mais  la  somme  de  ces 
éléments  est  négligeable  et  sans  aucune  influence  sur  le  résultat. 

Considérons  en  effet  un  cône  d'angle  infiniment  petit  c?co  et  ayant  pour  sommet 
le  point  attiré,  la  portion  de  cône  comprise  entre  deux  sphères  de  rayons  r  et 
r  -h  dr  ?i  pour  expression 

et,  en  nommant  D  la  densité,  son  action  sur  un  point  de  masse  p,  placé  au  sommet 
est 

Du.doidr. 

Le  cône  tout  entier,  terminé  à  la  sphère  du  rayon  a,  exerce  donc  une  action 

JD^  doydr=^  D^/a  doi, 
0 

qui  devient  infiniment  petite  avec  a. 

462.  Il  résulte  évidemment  de  la  remarque  précédente  que  lorsqu'un  corps  de 
densité  finie  agit  sur  un  point  de  sa  masse,  la  portion  infiniment  voisine  du  point 
attiré  produit  un  effet  négligeable.  En  ajoutant  en  effet  les  actions  produites  par 
les  cônes  ayant  leur  sommet  au  point  attiré  et  formant  une  sphère  de  rayon 
infiniment  petit  a,  on  trouverait  pour  somme  finoa.  La  résultante  de  ces  forces  est 
donc  à  fortiori  infiniment  petite,  et,  de  quelque  manière  qu'on  les  combine,  les 
résultantes  partielles  le  seront  également. 

Solide  de  plus  grande  attraction. 

463.  L'attraction  d'un  corps  sur  un  point  matériel  étant  toujours,  d'après  ce 
qui  précède,  d'intensité  finie,  on  peut  chercher  la  forme  d'un  corps  homogène  de 
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masse  donnée,  pour  laquelle  son  attraction  sur  une  molécule  donnée  sera  la  plus 
grande  possible. 

Il  est  évident  d'abord  que  la  surface  du  corps  attirant  doit  contenir  la  molécule 
attirée,  car  on  pourrait  sans  cela  détacher  de  cette  masse  un  élément  et  le  trans- 
porter au  contact  du  point  attiré,  de  manière  que  son  action  s'exerçât  dans  le  sens 
même  de  la  résultante  de  tous  les  autres  en  l'accroissant  évidemment  plus  qu'il 
ne  pourrait  le  faire  dans  sa  position  primitive.  On  aperçoit  également  que  deux 
molécules  de  même  masse,  placées  toutes  deux  à  la  surface  du  corps  attirant, 
doivent  exercer  sur  le  point  attiré  des  actions  dont  la  composante,  dans  le  sens  de 
la  résultante  totale,  ait  la  même  valeur.  S'il  en  était  autrement,  on  pourrait  accroître 
la  résultante  en  enlevant  la  molécule  correspondante  à  la  moindre  composante 
pour  la  transporter  sur  l'autre,  sans  changer  ainsi  la  masse  totale  attirante. 

La  remarque  précédente  fournit  pour  équation  de  la  surface  qui  limite  le  solide 
cherché 

p  étant  la  distance  au  point  attiré  pris  pour  pôle,  6  l'angle  du  rayon  vecteur  avec 
l'axe  dirigé  suivant  la  résultante  totale,  et  k  une  quantité  constante. 

Cherchons  d'abord  quelle  valeur  de  k  correspond  à  un  volume  donné  -na^.  Le 
volume  enfermé  dans  la  surface  dont  l'équation  est  (A)  a  pour  expression 

«  TT  

J<»2     /»2:r     r*k\jcosO  /»  2     nksJcoTè 

/         /  p' sine  de  d^  dp  =  27:         /  p' sine  de  dp 


=  ^r.h'\     [cosey  sine  de  =  ^T.h' 

-5  Jo  l5 


On  doit  donc  poser 


4     ,       4 

i5  3 

k  =  a  \/5. 


Pour  calculer  l'action  exercée,  considérons  le  volume  élémentaire  p'sin5rfôrfo</i{>. 
En  nommant  D  la  densité,  on  aura  pour  expression  de  son  action  sur  la  molécule 
de  masse  tj.  placée  à  la  distance  o 

[J.D  sine  dp  de  d^, 

dont  la  composante  dans  le  sens  de  l'axe,  direction  évidente  de  la  résultante,  est 

(jlD  COS0  sin0  dpded'^. 
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et  l'action  totale  est  par  conséquent 

Jfî     /*-î7c     r^k  y  cos  6 
0     t/o        «/ o 

En  intégrant  d'abord  par  rapport  à  ^,  puis  par  rapport  à  p,  enfin  par  rapport 
à  Q,  on  trouve 

c'est-à-dire,  en  remplaçant  k  par  sa  valeur, 

Telle  est  la  plus  grande  attraction  que  puisse  exercer  sur  une  molécule  de 
masse  p.  une  masse  homogène  de  densité  D  et  de  volume  égal  à  une  sphère  de 
rayon  a. 

Attraction  d' une  sphère. 

464.  Cherchons  l'attraction  d'une  sphère  pleine  homogène  de  rayon  R  et  de 
densité  D  sur  un  point  de  masse  \l  situé  à  la  dislance  a  de  son  centre.  Si  le  point 
attiré  est  situé  sur  l'axe  des  X,  la  composante  A,  dans  le  sens  de  cet  axe,  est  évi- 
demment la  seule  à  calculer,  et  les  deux  autres  sont  nulles  à  cause  de  la  symétrie. 
On  a  trouvé  (459) 

r  désignant  la  distance  de  la  molécule  da  de  la  surface  sphérique  à  la  molécule 
attirée  /x,  et  XN  l'angle  de  la  normale,  c'est-à-dire  du  rayon  qui  aboutit  à  l'élé- 
ment da^  avec  la  partie  positive  de  l'axe  des  X.  On  a 

dr7  =  ^^^\vs.QdBd']^, 

cosNX  =  cos0, 

et  l'attraction  A  est  par  conséquent 

^„,  f  r ''''sine  cos  0    ,.,,  i-,D,  r""  r^""  smôcosô  ,.  , , 

i/o    c/o  ^  ^  Jo   Jo      s/a'^+R''— laR  COS 9 

c'est-à-dire,  en  effectuant  l'intégration  par  rapport  à  ^j;. 


■rwT.,  r^  sin0  cos  9  ,« 

—  2  7TUDRM  dO. 

Jo    v^«'-^R'— aaRcosô 


LIVRE  SECOND.  -  APPLICATIONS  ET  DÉVELOPPEMENTS.  ^t33 

On  a,  en  inlégranl  par  parties, 

«R    ^  ia'R^* 

2R  ,  1 

L'intégrale  prise  entre  les  limites  0  =  o,  0  =  n  est  ^-^^^  et  l'on  a  entin 

_  4   TTR^Df/. 

^-~  3       «^   "' 

La  sphère  pleine  homogène  attire  par  conséquent  une  molécule  extérieure  comme 
si  sa  masse  entière  était  réunie  à  son  centre. 

465.  Lorsque  le  point  attiré  fait  partie  de  la  masse  attirante,  le  résultat  précé- 
dent n'est  plus  applicable.  Le  radical  sla^-^^-—  2an  cosî  représente  en  effet 
une  distance  toujours  positive  ;  quand  on  y  suppose  ^  =  0,11  faut,  lorsque  R  est  plus 
grand  que  a,  le  remplacer  par  R  —  a  et  non  plus  par  a  —  R;  il  en  résulte  une  diffé- 
rence dans  le  résultat,  et  la  force  d'attraction  est 

—  I  TVuDrt. 

Elle  est  indépendante  de  R,  et  par  conséquent  une  sphère  de  rayon  Rattire  un  point 
situé  à  la  distance  a  de  son  centre,  comme  une  sphère  concentrique  de  rayon  a, 
et  une  couche  sphérique  homogène  est  sans  action  sur  les  points  intérieurs. 

466.  Les  résultats  précédents  peuvent  être  aisément  établis  par  des  considé- 
rations géométriques. 

Considérons  une  couche  sphérique  homogène  infiniment  mince,  que  nous  regar- 
derons comme  une  surface  attirante,  suivant  une  loi  telle,  que  l'action  d'un  élé- 
ment (la  sur  une  molécule  [x,  située  à  la  distance  r,  soit  -";r"  '  ^"^'  ^^^'^  couche 
est  sans  action  sur  les  points  intérieurs;  il  est  aisé  de  le  démontrer. 

Soit,  en  effet,  0  la  position  du  point  attiré;  considérons  deux  cônes  opposés 


Q 


par  le  sommet  ayant  pour  angle  r/«,  c'est-à-dire  interceptant'une  aire  dtù  sur  la 

L    Cale,  int,  ^^ 
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sphère  de  rayon  unilé,  décrite  du  point  0  comme  centre;  les  éléments  interceptés 

sur  la  surface  attirante  aux  points  P  et  Q  sont  respectivement 

cosi OP,  N  )  '     cos(OQ,  N)  ' 

(OP,  N),  (OQ,  N)  désignant  les  angles  formés  par  les  rayons  OP  et  OQ  avec  les 
normales  à  la  sphère  aux  points  P  et  Q;  ces  angles  sont  égaux,  et  les  attractions 

I),UÛ?6)  Dp.  f/w 


cos(OP,  N)       cos(OQ,  N) 

exercées  sur  le  point  0  par  les  éléments  PP',  QQ'  sont  par  conséquent  égales  et  se 
détruisent;  toutes  les  forces  d'attraction  exercées  sur  le  point  0  se  détruisent  ainsi 
deux  à  deux,  et  leur  résultante  est  nulle. 

Considérons  en  second  lieu  l'action  de  la  couche  sur  un  point  extérieur  situé  en  0'  ; 
prenons  sur  le  diamètre  CO'  un  point  0  conjugué  de  0',  et  tel,  que  CO  .CO'  =  R\ 


Considérons  ce  point  0  comme  sommet  d'un  cône  infiniment  petit  d'angle  dw, 
et  cherchons  la  composante  suivant  O'C  de  l'action  exercée  sur  la  molécule  de 
masse  p.  placée  en  0'  par  la  portion  PP'  de  surface  sphérique  interceptée  par  ce 
cône.  L'élément  PP'  est 

ces  UPC' 
l'action  sur  0',  décomposée  suivant  O'C,  est  par  conséquent 

^     </coÔp'cosPO'C 
Du =73-; 

cosOPC.O'P 

mais  les  triangles  CPO,  CPO'  sont  semblables,  les  angles  OPC,  PO'C,  sont  donc 

OP  R 

égaux,  et  le  rapport  ^  est  constant  et  égal  à  ^^^  l'action  élémentaire  est  donc 

représentée  par 

,^     K'dcô 

D/XT=rr 

CO' 
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et  la  somme  relative  à  toutes  les  valeurs  de  ^w  est  évidemment 

CO' 

La  couche  sphérique  agit  donc  comme  si  elle  était  concentrée  à  son  centre.  Le 
théorème  démontré  pour  une  couche  infiniment  mince  s'étend  évidemment  à  une 
couche  d'épaisseur  quelconque  et  à  une  sphère  pleine. 

attraction  (V un  ellipsoïde  homogène. 
467.  Soit 

j^l  yi  ^1 

l'équation  d'un  ellipsoïde  homogène  de  densité  égale  à  l'unité.  Si  Ton  nomme  da 
l'élément  de  surface,  la  composante  parallèle  à  l'axe  des  a:  de  l'action  exercée  sur 
un  point  de  masse  ij.  est  (459) 

^^JJcos(N,X)^^ 

Mais  en  posant 

X  r=  a  cosp, 

y  =1  b  sin  p  cos  (j , 

z  =  c  sinp  sin^y, 

on  a  (430) 


,     ,     ,     .           /cos'p       sin'p  cesser       sin'Dsin'cr 
df7  =  abc  dp  dq  smp  y/  -^  -h ^y—      H ~^^ ■ 


COS(N,X)=:  ^^^^ 


/cos' 

V  ~^ 


p       sin^/?cos'^       sin'/jsin'g 


b'  c^ 

et  la  composante  A  de  l'attraction  est  par  conséquent 

(6)  A  =  U-f'r">^dpd,. 

La  même  composante  est,  en  vertu  de  la  formule  (5)  (460), 

Supposons  actuellement  que  l'on  fasse  varier  les  axes  «,  b,  c  en  laissant  con- 
stantes les  différences  de  leurs  carrés  à-—  b^,  «*—  c^  de  telle  sorte  que  les  sec- 

55. 


# 
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A 

lions  principales  de  l'ellipsoïde  conservent  les  mêmes  foyers,  le  rapport  -j-  pourra 

alors  être  considéré  comme  une  fonction  de  a,  b,  c,  ou,  si  l'on  veut,  de  l'une 
quelconque  de  ces  variables  dont  la  valeur,  d'après  notre  supposition,  détermine 
les  deux  autres.  L'équation 

(8)  A   =f' f'^t^P^/^rf^  ■ 

•t' 

A 

montre  que,  a,  b,  c  croissant  indéfiniment,  -r-  décroît  sans  limite,   et  s'annule 
*  abc 

quand  «  est  infini.. Posons -y- =  ç,  et  différentions  l'équation  (8)  après  l'avoir 
multipliée  par  ûî;  /?,  q  pouvant  être  traités  comme  des  constantes,  car  il  est  permis 
de  comparer,  dans  les  deux  intégrales,  les  éléments  qui  se  rapportent  aux  mêmes 
valeurs  de  ces  quantités.  On  aura  donc 

(9)  adl  +  lda  =  —  1       I        — ~r^ — -  dp  dq  dr. 

Mais  on  a 

r'  =  {oc  —  x)'+{P>  —xf+iy  —  z'y-. 

En  Y  considérant  ^,  r,  z  comme  des  fonctions  de  /?,  de  q  et  de  a,  et  faisant  varier 
a  seulement,  on  a 

rdrz=:—  {oc  —  x)dx  —  (  [3  —  X)dx  —  [y  —  z)dz, 
c'est-à-dire 

rdr  =  —  [a  —  x)  cosp  da  —  (|3  —  j)  sin;>  cosq  db  —  {y  —  z)  sin/?  sin^  de, 

et,  à  cause  de  ada  :=  b  db  =^  cdc, 

30  '  y  z 

r dr=i—[ix  —  X)  -  da  —  {^  —  y)  -rdb  —  [y  —  z)  -  de 

,    l  a.  —  X  3  —  r  y  —  z 

et  l'équation  (9)  devient,  en  remplaçant  «cos/)  par  x, 

J^~  p^"!^  sin/>     /  (X X         3  —  y         V  —  z   \ 
o       t'O                                     \  ' 

Retranchons  l'équation  (7)  multipliée  par  -r-?  nous  aurons 
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et  le  second  membre  est  égal  (457)  à  zéro  ou  à  —  ^^-'  suivant  que  le  point 

a,  |S,  7  est  extérieur  ou  intérieur. 

Considérons  d'abord  le  premier  cas.  L'équation 

dl  =  o. 

prouve  que  ^  reste  constant  lorsque  l'ellipsoïde  attirant  croit  ou  décroît  en  conser- 
vant des  sections  principales  de  mêmes  foyers,  et,  par  conséquent,  on  peut  rem- 
placer l'ellipsoïde  attirant  par  un  autre  dont  la  surface  passe  par  le  point  attiré; 
les  deux  corps  exerceront  des  actions  dont  les  composantes  divisées  respectivement 
par  le  produit  des  axes  seront  les  mêmes,  et,  les  deux  résultantes  dirigées  dans  le 
même  sens,  seront  proportionnelles  aux  masses  des  deux  ellipsoïdes. 

Ce  théorème  remarquable  a  été  aperçu  par  Maclaurin,  qui  l'a  démontré  seu- 
lement dans  le  cas  particulier  où  le  point  attiré  est  situé  sur  l'un  des  axes. 

Considérons,  en  second  lieu,  le  cas  où  le  point  attiré  fait  partie  de  la  masse 
attirante;  on  a  alors 

,^          4  ^^  ^^^ 

^  à'OC  , 

mais 

F  et  k'^  étant  des  constantes.  En  remplaçant  b  et  c  par  ces  valeurs,  il  vient 

,y  _  —  4 713:  da     

fl'  \Ja'—k-  y/a'—/."' 

et,  comme  ^  est  nul  pour  une  valeur  infinie  de  a, 

Pour  éviter  la  confusion  entre  la  lettre  a,  qui  sert  de  limite  inférieure  et  qui  est 
l'axe  de  l'ellipsoïde  attirant,  et  la  lettre  par  rapport  à  laquelle  on  intègre,  qui 
représente  les  axes  successifs  des  ellipsoïdes  homofocaux,  remplaçons  cette  seconde 
lettre  par  u  et  posons 

U 


nous  aurons 


4  TTa    /*  '  dt 


\r.a.     /*  ' cU ^ 
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Mais 

donc 

47ra     /^  '  fdt 


^  _  47ra    p  ' rrf/ 


et  la  composante  de  l'attraction  est 

^T.abc     f*'  t-dt 


-a  bc     r^  ' i-dt 


et  par  des  changements  de  lettres  on  obtiendra  les  deux  autres  composantes  dont 
l'expression  dépend  des  fonctions  elliptiques.  On  voit  cependant  que,  dans  l'inté- 
rieur de  l'ellipsoïde  attirant,  les  composantes  de  l'attraction  parallèlement  aux 
axes  sont  proportionnelles  aux  coordonnées  a,  /3,  7  du  point  attiré,  et  que  les 
trois  intégrales  à  calculer  pour  connaître  l'action  d'un  ellipsoïde  sur  un  point  de 
sa  masse  sont  les  mêmes,  quel  que  soit  ce  point. 

Définition  du  potentiel. 

468.  Lorsque  l'on  divise  la  masse  de  chaque  élément  d'un  corps  parla  distance 
de  cet  élément  à  un  point  fixe,  la  somme  des  quotients  ainsi  obtenus  se  nomme  le 
potentiel  relatif  au  point  Jixe.  S'il  s'agit  d'un  corps  solide  dont  l'élément  dxdydz 
ait  pour  mdsse  Ddxdydz,  le  potentiel  relatif  au  point  dont  les  coordonnées  sont 
oc,  |3,  7  est  exprimé  par  l'intégrale  triple 


(') 


■^     /^     ,^  T\ 

V  =r  /    I    I =r-.==-=z=:i=:^==-.  dxdy'dz, 

J  J  J  ^\^-^y+ir-'^y+i^-yy 


étendue  à  la  masse  entière  du  corps  attirant. 

L'étude  du  potentiel  est  liée  intimement  à  la  théorie  de  l'attraction  et  s'y  rat- 
tache par  le  théorème  suivant  : 

La  dérivée  du  potentiel  \  par  rapport  à  l'une  des  coordonnées  a,  /3,  7  dont  U  dépend 
est  la  composante  de  l'attraction  du  corps  parallèlement  à  l'axe  correspondant. 

On  a  en  effet,  en  différentiant  sous  le  signe  d'intégration,  ce  qui  évidemment 
est  permis,  puisque  les  limites  sont  indépendantes  de  a, 

(.)  ^-^=  fff -^1^^=^) —^d.drdz, 

'^'"    J  J  Jii^-ocy-ir-^Y-^i^-yyy 

ce  qui  est  précisément  la  composante  de  l'attraction. 
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Le  tbéorëme  précédent  s'applique  lors  même  que  le  point  attiré  fait  partie  de 
la  masse  attirante;  mais  ce  cas  doit  être  examiné  à  part.  L'un  des  éléments  de  l'in- 
tégrale V  devenant  alors  infini,  on  doit  craindre,  en  effet,  en  la  traitant  comme  la 
somme  de  ses  éléments,  de  rencontrer  des  résultats  inexacts. 

Détachons  de  la  masse  attirante  un  solide  infiniment  petit  M,,  qui  comprenne  le 
point  attiré;  nommons  Y,  le  potentiel  relatif  à  cette  partie  du  corps,  Va  le  poten- 
tiel relatif  à  tout  le  reste  de  la  masse;  on  aura 

v=.v, +  v„ 

et,  si  l'on  partage  de  même  la  composante  de  l'attraction  en  deux  parties  A,  et  Aa 
relatives  à  ces  deux  portions  de  la  masse  attirante,  on  aura 

On  a  sans  difficulté 

d(x 

De  plus,  A,  est  infiniment  petit  et  s'annule  avec  la  masse  M,  ;  s'il  en  est  de 

même  de  — ,-^  le  théorème  sera  évidemment  démontré.  Pour  faire  voir  qu'il  en  est 

dx  ^ 

ainsi,  supposons  que  le  solide  M,,  qui  est  arbitraire,  soit  une  sphère  de.  rayon  r 
ayant  pour  centre  le  point  attiré.  En  nommant  o  la  densité  de  cette  sphère,  le 
potentiel  Yj  est,  comme  on  le  calcule  aisément,  2Trpr^;  si  le  point  attiré  subit  un 
déplacement  du  infiniment  petit  par  rapport  à  /■,  on  pourra  considérer  la  masse  M, 
comme  composée  d'une  sphère  de  rayon  r~  da  ayant  pour  "centre  le  nouveau 
point  attiré,  dont  le  potentiel  sera 

2T:p(r  —  dixy=  -îTipr'^ —  ^-nprdcx, 

et  d'une  couche  dont  la  masse,  étant  de  l'ordre  r- da,  et  la  distance  au  point  attiré 
égale  à  /*,  donnera  un  potentiel  de  l'ordre  rdy..  Représentons-le  parkrda,  k  élant 
fini;  la  différence  des  deux  potentiels,  dN^,  est 

dSx  =  ^T.ordx  -+-  ltr(/x, 

et  le  rapport  à  da.  e>t  infiniment  petit  avec  r. 
L'équation 


équivaut  par  conséquent  à 


d\, 
dx 


A,  -f-  Aa  =  -, 1 — T- 

dx  dx 
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c'est-à-dire  h 

doL 

La  formule  précédente,  qui  se  trouve  démontrée  dans  tous  les  cas,  peut  être 
énoncée  sous  une  forme  équivalente,  dans  laquelle  n'intervient  plus  le  choix  des 
coordonnées  :  Si  Y  désigne  le  potentiel  en  un  point  et  V  4-  r/V  en  un  point  voisin 

d\ 
situé  à  la  distance  s,  —  est  la  composante  de  V attraction  dans  le  sens  de  la  dis- 
tance Ê. 

469.  Le  théorème  précédent  permet  dQ  calculer  l'attraction  lorsque  le  potentiel 
est  connu,  ou  réciproquement  d'ohtenir  le  potentiel  quand  l'attraction  est  connue. 

Considérons,  par  exemple,  une  sphère  pleine,  de  rayon  R  et  de  densité  D;  l'at- 
traction qu'elle  exerce  sur  un  point  de  masse  p.  situé  à  la  distance  a  du  centre  est, 
en  supposant  a  plus  grand  que  R  (464), 

4  7:R^D/y. 

3       «^     ' 

et  cette  attraction  est  dirigée  suivant  la  ligne  qui  joint  le  point  au  centre.  Les 
composantes  sont  donc,  en  nommant  a,  |S,  7  les  coordonnées  du  point  attiré, 

i-w  ,  4  ttR^Dj^  a 

6       a^       a 


4) 


4  TrR'Dfx  (3 


3       ci' 


—  1 
a 


(5)  4  TrR^Df^  y 

3       a'       a 

De  l'équation 
on  déduit 


a-  4-  [S^'  +  y-  =  a} 

da  a       da  j3       da  -/ 

da       fi      d^       a       dy       a 


—  1 


et  la  fonction  V,  dont  les  dérivées  sont  égales  aux  expressions  (3),  (4),  ''5),  est 
évidemment 

6        a 

Lorsque  la  distance  est  infinie,  le  potentiel  V  doit  s'annuler;  la  constante  est, 
par  conséquent,  égale  à  zéro,  et  l'on  a  enfin 

(6)  v^4^R^D/^ 

"3a 
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Lorsque  a  est  moindre  que  R,  l'atlraction,  toujours  dirigée  vers  le  centre,  est 
égale  à 


■^-naDy.; 


elle  a  pour  composantes 


—  ^  7rDp.a, 

qui  sont  les  dérivées  de 

—  ^  i:D ij.{a'  +  ^' -h  y')  -hC  =  —  ^-7rD^.a'+C. 

Pour  déterminer  la  constante,  remarquons  que  le  potentiel  relatif  au  centre  est 
évidemment 

t/O  '  Jo 

On  a  par  conséquent 

C  =  2T:p.DR^ 
et 

(7)  V  =  Da  (i-l\'~  l-a^. 


Si  l'on  suppose  a  =  R,  on  a 


V=|.R.. 


ce  qui  s'accorde  avec  la  valeur  fournie  dans  le  même  cas  par  la  formule  (G). 

Propriétés  du  potentiel. 

470.  On  a,  quelle  que  soit  la  forme  et  l'hétérogénéité  du  corps  attiré,  en  dési- 
gnant par  V  le  potentiel  et  par  a,  /5,  y  les  coordonnées  du  point  attiré, 

,Q,  ^^V      ^=V      d'Y 

pourvu,  toutefois,  que  le  point  attiré  ne  fasse  pas  partie  de  la  masse  attirante. 

I.    Cak.  int.  56 
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De  l'équation 


f       \/{x  —  ocy-{-{x—^Y-\-(z  —  yY 
on  déduit,  en  effet,  par  la  différentiation  et  après  des  réductions  évidentes, 

d'-       d' ~       d'- 
r  r  r  

da'  ^  d^'~^  ^y'"' 

mais  on  a  par  détinition 

et,  comme  a,  p,  y,  ne  figurant  que  dans-i  les  limites  en  sont  indépendantes,  on 
en  conclut 


4-71.  Lorsque  le  point  attiré  fait  partie  de  la  masse  attirante,  l'équation  (8) 
n'est  plus  exacte;  on  a,  en  nommant  D  la  densité  du  corps  attirant  au  point  où  se 
trouve  la  molécule  attirée, 

^^V      ^^V      d'Y  ,   ,, 

(9^  ^  +  ^"^7/7"  =  -^^^- 

Décrivons,  en  effet,  autour  du  point  attiré  une  sphère  infiniment  petite  de 
rayon  r  et  dont  le  centre  ait  pour  coordonnées  x,  y,  z,  et  détachons  du  corps 
attirant  la  masse  de  densité  D  contenue  dans  cette  sphère.  On  pourra  partager, 
comme  au  §  468,  le  potentiel  V  en  deux  parties  V<  et  Vg  relatives  aux  deux  par- 
ties de  la  masse,  et  l'on  aura 

(lo)  v  =  v,  +  v„ 

V,  étant  le  potentiel  relatif  à  la  petite  sphère  et  Va  celui  qui  se  rapporte  au  reste 
du  corps.  On  a  (470) 

^^V.       d^       d-'\,  _ 
^"^  da'  "^   dô'    "^   dy'   -""' 

puisque  le  point  dont  les  coordonnées  sont  a,  ]3,  7  ne  fait  pas  partie  de  la  masse 
attirante.  D'après  les  résultais  obtenus  (469), 
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et  par  conséquent 

En  ajoutant  les  équations  (i  i),  (12)  et  ayant  égard  à  (10),  on  obtient  l'équation  (9). 

472.  On  déduit  des  équations  (8)  et  (9)  un  théorème  remarquable,  dont  les 
conséquences  sont  considérables. 

Si  l'on  considère  une  surface  fermée  quelconque  contenant  dans  son  intérieur 
tout  ou  partie  du  corps  attirant,  que  l'on  multiplie  chaque  élément  par  la  compo- 
sante normale  à  la  surface  qui  serait  exercée  sur  une  molécule  de  masse-unité 
placée  en  ce  point,  la  somme  de  ces  produits,  représentée  par  une  intégrale 
double,  est  le  produit  de  f^n  par  la  portion  de  masse  attirante  située  dans  l'inté- 
rieur de  la  surface  donnée. 

L'intégrale  triple 

étendue  au  volume  intérieur  à  la  surface  donnée,  est  évidemment,  en  vertu  des 
équations  (8)  et  (9),  égale  à  —  47rM,  M  étant  la  portion  de  masse  attirante 
comprise  dans  l'espace  qui  limite  les  intégrations.   Mais  chacun  des  trois  termes 

placés  sous  le  signe  /  /  /  peut  être  intégré  une  fois,  le   premier   par  rapport 

à  X,  le  deuxième  par  rapport  à  j,  le  troisième  par  rapport  à  z,  et  l'intégrale  (1  3) 
se  ramène  ainsi  à  une  intégrale  double  dont  la  valeur  est  —  /jttM. 

On  a,  en  supposant  que  la  parallèle  à  l'axe  des  X  coupe  la  surface  aux  points  i, 
2,  3,  4, 

///- ....,.-//.,.[(-)_  (-) .  (-)__  (-)  ]. 

Mais,  en  nommant  do-,  da^,  da^,  da.^,  da^  les  éléments  de  surface  interceptés  par 
le  parallélipipède  dont  la  base  est  dydz,  on  a 

dydz  =  —  d(j,  cos(N,,  X)  =  fl^o-^cos  (N„  X)  =  —  da^o.osi'^^,  X)  — «fo-,  cos(N,,  X), 

(N,,  X),  (N2,  X),...  étant  les  angles  des  normales  extérieures  avec  l'axe  des  x. 
D'après  ces  formules,  l'intégrale  devient 

r  d\ 

/  rfo-cos(N,  X)|^, 

la  somme  s'étendant  à  tous  les  éléments  de  la  surface.  En  transformant  de  même 

56. 


# 


Ui  DEUXIEME  PARTIE.  —  CALCUL  INTÉGRAL. 

les  deux  autres  termes  de  (i3),  l'expression  deviendra 

r    rdw  dv  dv  ~\ 

/  d<j\  ^cosfN,  X)+^cos(N,  Y)  4-  ^^  cos(N,  Z)    , 

et,  comme  le  multiplicateur  de  di  est  évidemment  la  composante  suivant  la  noi- 

1  '   •  1      I      r  1^1  <  .  ^V     ^V     d\      , 

maie  extérieure  de  la  force  dont  les  composantes  sont  -7-7^  -7-75  -r-i  la  compa- 
raison de  cette  formule  avec  l'expression  trouvée  —  l\r,M  démontre  le  théorème 
énoncé.  Si  l'on  prend  pour  direction  positive  celle  de  la  normale  intérieure,  les 
composantes  changent  de  signe,  et  l'intégrale  est  /i^rM. 

On  peut,  dans  l'expression  du  théorème  précédent,  désigner  la  composante  sui- 

dV 
vant  la  normale  intérieure  (i68)  par  -7-5  et  écrire 

(i4)  r^4^c/o-  =  47:M. 

J    "^i 

Surfaces  de  niveau. 

473.  Le  potentiel  V  relatif  à  un  système  de  masses  est  une  fonction  des  coor- 
données du  point  attiré,  et  le  lieu  des  points  pour  lesquels  il  a  une  valeur  con- 
stante est  une  surface  que  l'on  nomme  surface  de  niveau.  Une  surface  de  niveau  est 
normale  en  chaque  point  à  la  résultante  de  l'attraction. 

L'équation 

V  =  consl. 

d'une  telle  surface  donne  en  effet 

d\  ,        dY  ,        dY  , 

-j—  dx  -\ Y~  dy  H dz  =  o, 

dx  dy  dz 

et  l'on  en  conclut  que  la  direction  de  la  résultante  qui  forme  avec  les  axes  des 

,       ,        .  .  ,  ,.  ,    .   dY    d\    dN       ^  J-     1  •       > 

angles  dont  les  cosinus  sont  proportionnels  a  -t—->  -~  y  -j-i  est  perpendiculaire  a 

celle  d'une  tangente  quelconque  de  la  surface  de  niveau  formant  des  angles  dont 
les  cosinus  sont  proportionnels  à  dx,  dy,  dz. 

474.  Les  surfaces  de  niveau  relatives  à  l'attraction  d'un  corps  sont  des  surfaces 
fermées  dont  les  unes  lui  sont  intérieures,  les  autres  le  traversent,  et  les  autres 
enfin,  qui  grandissent  indéfiniment  en  s'approchant  de  la  forme  sphérique,  le  con- 
tiennent tout  entier  dans  leur  intérieur. 

Ces  surfaces  jouissent  de  propriétés  remarquables.  Nous  rapporterons  les  plus 
élégantes  et  les  plus  simples  qui  ont  été  découvertes  par  M.  Chasles. 
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Si  l'on  suppose  sur  une  surface  de  niveau  la  densité  en  chaque  point  égale  à 
l'intensité  de  l'attraction  qui  serait  exercée  en  ce  point  sur  une  molécule  de  masse 
unité,  on  forme  une  couche  infiniment  mince  de  masse  finie  dont  nous  allons  étu- 
dier l'attraction  sur  les  points  de  l'espace. 

La  masse  d'une  telle  couche  est  égale  au  produit  de  /\v:  par  la  masse  de  la  portion 
du  corps  attirant  qui  lui  est  intérieure.  Cela  résulte  évidemment  du  théorème  (472), 
dans  lequel,  par  la  nature  de  la  surface  de  niveau,  la  composante  normale  de  l'at- 
traction se  confond  avec  l'attraction  elle-même.  Toutes  les  couches  qui  enveloppent 
le  corps  ont  par  conséquent  même  masse. 

475.  Si  de  chaque  point  d'une  surface  de  niveau  on  fait  partir  une  ligne  qui 
coupe  toutes  les  surfaces  à  angle  droit,  et  que  l'on  nomme  points  correspondants  sur 
deux  surfaces  ceux  où  elles  sont  coupées  par  une  de  ces  lignes,  chaque  élément  de 
l'une  des  couches  aura  sur  toute  autre  couche  un  élément  correspondant  détaché 
par  le  canal  lieu  des  courbes  orthogonales  issues  des  points  de  contour  qui  limite 
l'élément  considéré.  Les  portions  correspondantes  de  deux  couches  extérieures  au 
corps  attirant  ont  toujours  une  même  masse,  et,  lorsque  les  deux  couches  com- 
prennent entre  elles  une  portion  de  la  masse  attirante,  la  différence  des  masses  de 
deux  portions  correspondantes  sur  deux  couches  différentes  est  égale  au  produit 
de  lin  par  la  portion  de  masse  attirante  comprise  dans  l'intérieur  du  canal  ortho- 
gonal aux  couches  de  niveau  qui  les  réunit. 

Pour  démontrer  ce  théorème  dont  le  précédent,  relatif  aux  couches  extérieures, 
est  évidemment  un  cas  particulier,  il  sufilt  d'appliquer  le  théorème  (472)  au  volume 
compris  entre  les  deux  portions  considérées  de  surface  de  niveau  et  le  canal  qui 
les  réunit.  Les  forces  d'attraction  étant,  tout  le  long  du  canal,  tangentes  à  ses  géné- 
ratrices, les  éléments  de  l'intégrale  qui  se  rapportent  à  cette  portion  de  la  surliice 
sont  égaux  à  zéro,  et  il  ne  reste  que  ceux  qui  se  rapportent  aux  deux  hases  dont 
la  somme  représente  évidemment  la  différence  des  masses  des  portions  des  couches 
correspondantes.  Cette  différence  est,  d'après  le  théorème  (472),  égale  au  produit 
de  lin  par  la  portion  de  masse  attirante  comprise  dans  l'intérieur  du  canal,  et  ii 
zéro  quand  les  deux  couches  sont  extérieures  à  la  masse  attirante. 

476.  Si  l'on  divise  par47r  la  densité  de  chaque  élément  des  couches  définies  (474), 
les  énoncés  précédents  prennent  une  forme  plus  simple.  La  masse  de  chaque 
couche  est  égale  à  celle  de  la  portion  du  corps  attirant  qui  lui  est  intérieure,  et 
les  masses  des  deux  portions  correspondantes  ont  pour  différence  la  masse  de  la 
portion  du  corps  attirant  intérieure  au  canal  qui  les  réunit. 

En  adoptant  cette  modification  à  la  définition  des  couches,  nous  pouvons  dé- 
montrer le  théorème  suivant: 

Une  couche  quelconque  exerce  sur  les  points  intérieurs  une  attraction  égale  et  de 
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signe  contraire  à  celle  de  la  portion  du  corps  attirant  qui  lui  est  extérieure  et  sur  les 
points  extérieurs  une  attraction  égale  à  celle  de  la  portion  du  corps  attirant  qui  lui 
est  intérieure. 

Soit  en  effet  C  l'une  de  ces  couches  et  M  un  point  situé  dans  son  intérieur;  le 


potentiel  U  relatif  à  l'action  de  cette  couche  sur  le  point  M  est 

dm 


U 


-n 


dm  désignant  la  masse  de  l'un  des  éléments  de  la  surface  de  niveau,  en  lui  suppo- 

sant  une  densité  égale  au  produit  de  j-  par  l'attraction  -r-  exercée  par  la  masse 

attirante  à  laquelle  elle  se  rapporte.  Cherchons  l'accroissement  de  ce  potentiel  U 
lorsque,  le  point  M  restant  fixe,  la  couche  C  est  remplacée  par  la  couche  infiniment 
voisine  qui  l'enveloppe.  Il  faut,  pour  former  \]-+-d\},  remplacer  chaque  élément 
dm  de  la  couche  par  l'élément  correspondant  de  la  couche  voisine,  c'est-à-dire 
l'accroître  (475)  de  la  portion  Jm,  de  la  masse  attirante  comprise  entre  les  deux 
couches.  On  a  par  conséquent 

d^=^j[-}--^dmd'^. 

d-  est  éeraî  à  —  —dr,  c'est-à-dire,  en  nommant  dn  la  distance  normale  des  deux 
couches  et  o  l'angle  du  rayon  vecteur  avec  la  normale, 

cosco  dn. 

On  a  donc 

dl]=  l  -     '  —  /  —  dm  dn  cosco, 

J       r         J   r' 

et,  en  remplaçant  dm  par  sa  valeur  —  -r — j-i  et  remarquant  que  r/V  est  constant, 

c'est-à-dire  (457) 

dU^f'^-^+dV, 
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et  comme  /  —^  est  le  potentiel  de  la  portion  de  masse  comprise  entre  les  deux 

couches  de  niveau,  on  en  conclut,  en  nommant  U,  et  U2  les  potentiels  relatifs  à 
deux  couches  extérieures  au  point  M, 

(«5)  '  U,-U,  =  V.-V,  4-W, 

W  étant  le  potentiel  relatif  à  la  portion  du  corps  attirant  compris  entre  les  deux 
couches.  Si  les  couches  sont  toutes  deux  extérieures  au  corps  attirant,  W  est  nul  et 
l'on  a 

(16)  u.-u,^v,-v„ 

et  comme  U2  et  Va  s'annulent  en  même  temps  quand  la  couche  s'éloigne  à  l'infini, 
on  en  conclut 

(17)  U,  =V.. 

Le  potentiel  U,  relatif  à  l'action  d'une  couche  extérieure  au  corps  attirant  sur  un 
point  de  son  intérieur  est  donc  égal  à  V,,  quelle  que  soit  la  position  de  ce  point, 
les  dérivées  par  rapport  aux  coordonnées  du  point  attiré  sont  par  conséquent 
nulles,  et  la  couche  est  sans  action  sur  les  points  qui  lui  sont  intérieurs. 

Si  l'on  considère  actuellement  deux  couches  comprenant  toutes  deux  le  point  M 
dans  leur  intérieur  et  dont  l'une  soit  extérieure  au  corps  attirant  tandis  que  l'autre 
en  contient  une  portion  seulement,  en  leur  appliquant  l'équation  (i5)  et  avant 
égard  à  l'équation  (17)  qui  a  lieu  pour  la  première,  on  aura  pour  la  seconde 

(i8)  U,=:V,  -W, 

et  comme  V,  est  indépendant  de  la  position  du  point  M,  on  en  conclut  que  les  déri- 
vées de  U,  sont  égales  et  de  signes  contraires  à  celles  de  W,  et  que  par  conséquent 
la  couche  qui  coupe  le  corps  attirant  exerce  sur  les  points  intérieurs  une  action  égale 
et  de  signe  contraire  à  celle  de  la  portion  de  masse  attirante  qui  lui  est  extérieure. 

477.  Considérons  en  second  lieu  le  potentiel  U  d'une  couche  par  rapport  à  un 
point  extérieur  M. 


On  a 


d\] 


/dm, 
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et  en  nommant  d\]  l'acci-oissement  de  U  lorsque  la  couche  est  remplacée  par  la 

couche  infiniment  voisine  extérieure,  on  trouvera  comme  (476)  et  en  adoptant  h 

même  notation 

,^-        fdnh       d\  rcos9   , 

c'est-à-dire  (457) 

d'où  en  intégrant 

W  étant  le  potentiel  relatif  à  l'action  de  la  portion  de  masse  comprise  entre  les 
couches  C,  et  C^  auxquelles  se  rapportent  les  potentiels  U<  et  Ua-  Si  C.  passe  par 

le  point  M,  on  a  (476) 

U.  =^  v.  -  w, 

W  étant  le  potentiel  relatif  à  l'action  de  la  partie  du  corps  extérieur  à  la  couche  Cg- 
On  a  donc 

et  par  conséquent 

(i8)  .  U,=:V.-W-W'; 

d'où  l'on  conclut,  en  prenant  les  dérivées  par  rapport  aux  coordonnées  du  point  M, 
que  l'action  de  C,  sur  le  point  M  est  égale  à  l'action  du  corps  qui  est  la  dérivée 
de  Va  diminuée  de  l'action  de  la  portion  comprise  entre  C,  et  C^,  qui  est  la  déri- 
vée de  W,  et  de  l'action  de  la  portion  extérieure  à  C,,  qui  est  celle  de  W,  c'est-à- 
dire  enfin  à  l'action  de  la  portion  du  corps  intérieure  à  C,. 

Principe  des  images  de  M.  Thomson. 

478.  Lorsque  l'on  connaît  le  potentiel  d'un  certain  système  de  masses  par  rap- 
port aux  divers  points  de  l'espace,  on  peut  en  déduire  celui  d'un  autre  système 
dépendant  du  premier  suivant  une  loi  simple  que  M.  Thomson  a  indiquée. 

Soit  P  un  point  appartenant  au  premier  système  et  m  la  masse  de  ce  point,  le 

potentiel  relatif  au  point  A  contiendra  le  terme  j^-  Soit  0  un  point  fixe,  rempla- 


B 


0  P  Q  • 

çons  le  point  P  par  un  point  Q  déduit  de  P   par   la  transformation,  dite /?ar 
rayons  vecteurs  réciproques,  et  telle  que 

OP.OQ  =  /.% 


PA 

OA 

QB 

~0Q 

W,  ==: 

OQ 

^^OA' 

m. 

m 

QB 

-PA' 
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k  étant  une  constante,  et  soit  B  le  point  déduit  de  A  par  la  même  transformation, 
de  telle  sorte  que  l'on  ait  OA.OB  ^=Jâ.  Le  potentiel  de  la  masse  m,  placée  en  Q 

sur  le  point  B  est  v.^»  mais  les  triangles  semblables  OAP,  OBQ  donnent 


Si  l'on  suppose 


on  aura 


et  les  deux  potentiels  seront  égaux. 

Un  système  quelconque  de  masses  étant  donné,  si  l'on  en  déduit  par  conséquent 
un  autre  dans  lequel  chaque  élément  du  premier  soit  représenté  et  ait  en  quelque 
sorte  son  image  obtenue  suivant  la  loi  indiquée,  le  potentiel  du  second  système 
sur  le  point  désigné  par  B  sera  égal  à  celui  du  premier  sur  le  point  A. 

479.  Appliquons  ce  principe  au  cas  où  le  corps  attirant  donné  est  une  couche 
sphérique  homogène.  Une  telle  couche  agit  sur  les  points  extérieurs  comme  si  elle 
était  réduite  à  son  centre,  et  son  potentiel,  par  rapport  à  ces  points,  est  celui  d'une 
masse  égale  et  qui  serait  placée  au  centre;  le  potentiel  de  la  couche  transformée 
sur  le  point  transformé  d'un  point  extérieur  sera  donc  le  même  que  celui  d'une 
masse  placée  au  point  qui  est  l'image  du  centre. 

Quel' que  soit  le  pôle  de  transformation  0,  la  surface  transformée  d'une  surface 
sphérique  est,  comme  on  sait,  une  sphère,  mais  la  couche  n'est  pas  homogène.  Soit 
en  effet  da  un  élément  de  la  surface  donnée  située  en  P,  dont  nous  supposerons  la 
densité  égale  à  l'unité  et  la  masse  par  conséquent  représentée  par  de,  l'élément 
correspondant  de  la  masse  transformée  située  en  Q  a  pour  surface 


et  la  masse,  d'après  la  convention. 


c/g-.OQ^ 

2  '■ 

OP 


Jo-.OQ 


OA     ' 

A  étant  le  point  attiré  dans  le  premier  système. 


0 

I.    Cale.  ira.  5 7 
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La  densité,  rapport  de  la  niasse  h  l'élément  superficiel,  est  par  conséquent,  pour 
la  surface  transformée, 

(19) 


(JQ.OA 
Mais 

et  par  conséquent  la  densité  (19)  est  égale  à 

OA.OQ' 

et  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance  au  point  0. 

Nous  voyons  par  conséquent  qu'une  couche  sphérique  dont  la  densité  est  inver- 
sement proportionnelle  au  cube  de  la  distance  à  un  point  fixe  0  attire  comme  une 
masse  concentrée  en  un  point  convenablement  choisi.  Si  le  centre  de  transforma- 
tion 0  est  intérieur  à  la  couche  donnée,  les  points  extérieurs  à  cette  couche  auront 
pour  transformés  les  points  intérieurs  à  la  couche  transformée,  le  centre  aura 
pour  transformée  un  point  extérieur;  et,  par  conséquent,  une  couche  sphérique 
dont  la  densité  en  chaque  point  est  inversement  proportionnelle  au  cube  de  la 
distance  à  un  point  fixe  attire  les  points  intérieurs  comme  le  ferait  un  point  maté- 
riel isolé  placé  convenablement  en  dehors  d'elle. 

Si  le  pôle  0  est  extérieur  à  la  couche  donnée,  les  points  extérieurs  à  celle-ci 
auront  pour  transformés  les  points  extérieurs  à  la  transformée,  et  le  centre  se 
transformera  en  un  point  intérieur;  par  conséquent,  une  couche  sphérique  dont  la 
densité  est  inversement  proportionnelle  au  cube  de  la  distance  à  un  point  fixe  attire 
les  points  extérieurs  comme  le  ferait  un  point  matériel  convenablement  placé  dans 
son  inférieur. 

Il  n'y  a  pas  lieu  de  distinguer  ici  le  cas  où  le  point  dont  la  distance  règle  la 
densité  est  intérieur  ou  extérieur  à  la  couche,  car  les  points  intérieurs  et  extérieurs 
à  une  sphère  sont,  on  le  sait,  conjugués  deux  à  deux  de  telle  sorte  que  le  rapport 
de  leurs  distances  à  un  point  quelconque  de  la  sphère  est  constant.  La  densité  in- 
versement proportionnelle  au  cube  de  l'une  l'est  donc  aussi  au  cube  de  l'autre. 

Déiïtonstrntion  directe  du  théorème  précédent. 

4-80.  Il  serait  fort  aisé  de  suivre  jusqu'au  détail  les  conséquences  de  la  théorie 
des  images  en  indiquant  avec  plus  de  précision  la  position  des  points  intérieurs  ou 
extérieurs  dont  l'attraction  peut  remplacer  celle  d'une  couche  sphérique  hétéro- 
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gène  suivant  la  loi  indiquée.  Il  sera  plus  intéressant  de  traiter  la  question  directe- 
ment en  rapportant  la  démonstration  élégante  donnée  par  M.  Thomson  lui-même. 


Considérons  une  couche  sphérique  infiniment  mince  dont  la  densité  en  chaque 
point  soit  inversement  proportionnelle  au  cube  de  la  distance  au. point  P,  de  telle 

sorte  qu'un  élément  da  placé  en  H  ait  pour  masse  -pu~  '  ^  étant  une  constante,  et 

que  son  attraction  sur  un  point  de  masse  [j.  placé  en  M  soit  représentée  par 

X  ftx  d<T 


ph'  .  hm' 


Prenons  dans  l'intérieur  de  la  couche  un  point  K  situé  sur  la  droite  MP  pro- 
longée et  tel,  que  le  produit  PK.PM  soit  égal  au  produit  constant  k"^  des  segments 
de  deux  cordes  quelconques  de  la  sphère  qui  se  croisent  en  P.  Pour  décomposer  la 
couche  en  éléments  dont  les  actions  sur  le  point  M  devront  être  réunies  ensuite, 
nous  procéderons  de  la  manière  suivante  : 

Par  le  point  K  menons  une  droite  quelconque  qui  coupe  la  surface  sphérique 
en  E  et  en  F;  joignons  EP  et  FP,  ces  lignes  prolongées  couperont  la  sphère  en  G 
et  en  H,  et  il  est  clair  que  si  à  EF  on  substitue  un  cône  d'ouverture  infiniment 
petite  d(ji,  ayant  son  sommet  en  K,  les  points  F  et  E  seront  remplacés  ainsi  que  G 
et  H  par  des  éléments  superficiels.  La  méthode  de  M.  Thomson  consiste  à  prendre 
pour  action  élémentaire  celle  qui  est  exercée  par  les  deux  éléments  G  et  H;  cette 
action,  résultante  de  deux  forces  dirigées  suivant  GM  et  HM,  est  toujours  dirigée 
suivant  MP,  et  la  sommation  relative  à  toutes  les  positions  du  cône  EF  s'effectue 
ensuite  sans  aucun  calcul.  , 

Pour  évaluer  l'action  de  l'élément  H  sur  le  point  M,  il  faut  chercher  la  masse  de 

cet  élément  et  pour  cela  multiplier  sa  surface  par  la  densité  v=.-^-  L'élément  de 

PH 

surface  sphérique  intercepté  en  F  sur  le  cône  d'ouverture  dui  est  évidemment  égal 

au  produit  û? 00. KF  divisé  par  le  cosinus  de  l'angle  formé  par  KF  avec  le  rayon  de 
la  sphère,  c'est-à-dire  à 


EF 


57. 
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Mais  les  éléments  F  et  G  étant  détachés  sur  la  sphère  par  un  même  cône  qui  a 
son  sommet  en  P  et  qui  évidemment  la  coupe  à  l'entrée  et  à  la  sortie  sous  des 
angles  égaux,  la  surÊace  de  l'élément  H  est 

dMKF\  2R  Ph' 
EF  pp^' 

et  l'action  de  cet  élément  sur  la  masse  p.  placée  en  M  est 

doiKF.2Km      À     //^ 
^'^  PF    PH    HM 

Les  triangles  semhlahles  PKF,  PHM  donnent 

kf'  I 

pf'  .  hm'     pm' 

On  a,  de  plus, 

j^       PF 
PH  ~  k'  ' 

et  l'expression  de  l'attraction  suivant  HM  est 

(  22  )  ^-.'J-JZ pp". 

/.-.EF        ^'  , 

L'action  dirigée  suivant  GM  sera  de  même 

/.  .EF        pj^ 

et  les  deux  forces  que  nous  devons  composer  sont  entre  elles,  par  conséquent, 
comme  les  lignes  PF  et  PE.  La  similitude  des  triangles  EPK,  PMG.  HPM,  PKF 
montre  d'ailleurs  que  l'angle  EPF  est  le  supplément  de  HMG.  Nous  avons  donc  un 
triangle  PEF  dont  les  côtés  PE  et  PF,  proportionnels  à  nos  deux  forces,  forment 
un  angle  supplémentaire  de  celui  de  leurs  directions.  Le  troisième  côté  EF  est 
donc  proportionnel  à  la  résultante  qui  forme  avec  MH  et  MG  des  angles  égaux  aux 
deux  angles  PEF  et  PFE  et  est,  par  conséquent,  dirigée  suivant  MP.  La  grandeur 
de  cette  résultante  s'obtiendra  en  remplaçant  dans  (22)  PF  par  EF.  On  obtient 
ainsi 

X/fJLti?&).2R         I 


(^4) 


7,2         — 2 1 

''  PM 


et  pour  faire  la  somme  relative  à  toutes  les  directions  du  cône  EF  autour  du  point  K, 
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il  suffit  de  remplacer  d<ù  par  a;:;  l'aclion  cherchée  est  donc 

elle  est  dirigée  vers  le  point  P  et  inversement  proportionnelle  au  carré  de  la  dis- 
tance à  ce  point.  La  couche  attire  donc  les  points  extérieurs  comme  le  ferait  une 
masse 

(26)  .      -^,- 

concentrée  en  P. 

Cette  masse,  il  est  facile  de  le  démontrer  directement,  est  précisément  celle  de 
la  couche.  Il  est  impossible  d'ailleurs  qu'il  en  soit  autrement,  car  si  l'on  éloigne 
à  l'infini  le  point  attiré  M,  toutes  les  forces  agissant  dans  la  même  direction,  leur 
résultante  est  égale  à  leur  somme  et  doit  être  représentée  par  la  masse  de  la  couche 
divisée  par  le  carré  de  sa  distance  au  point  M. 

Lorsque  le  point  attiré  est  intérieur  à  la  couche,  on  peut  reproduire  la  même 
démonstration  en  se  servant  du  même  texte  avec  une  figure  nouvelle  dans  laquelle 
le  point  P  devra  être  extérieur  et  le  point  M  intérieur,  le  produit  PM.PK  étant 
alors  égal  au  produit  d'une  sécante  issue  du  point  P  par  la  partie  extérieure.  L'ac- 
tion représentée  par  la  formule  (sS)  sera  dirigée  vers  le  point  P,  et  la  couche 
pourra  être  remplacée  par  une  niasse  concentrée  en  ce  point.  Mais  cette  niasse, 
toujours  représentée  par  l'expression  (26),  n'est  plus  égale  à  celle  de  la  couche; 
il  faut,  pour  l'obtenir,  multiplier  celle-ci  par  un  facteur  égal  a  la  distance  du 
point  P  au  centre  divisée  par  le  rayon  de  la  sphère. 
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CHAPITRE  V. 

THÉORIE  DES  INTÉGRALES  MULTIPLES. 


Définition  d'une  intégrale  multiple. 

481.  Nous  avons  été  conduits,  par  l'évaluation  des  volumes  et  par  celle  des 
surfaces  courbes,  à  considérer  des  intégrales  qui  ont  été  nommées  intégrales 
doubles  et  dont  le  calcul  exige  deux  intégrations  successives.  Nous  allons,  dans  ce 
chapitre,  étudier  ces  intégrales  indépendamment  des  problèmes  géométriques  aux- 
quels elles  doivent  leur  origine  et  en  généraliser  la  notion  analytique  en  considé- 
rant des  intégrales  d'ordre  quelconque,  c'est-à-dire  dans  lesquelles  figure  un 
nombre  quelconque  d'intégrations. 

Considérons  un  nombre  quelconque  de  variables  a;,,  x.^,...,  œ„  indépendantes  les 
unes  des  autres  et  assujetties  à  une  ou  plusieurs  conditions  d'inégalité  de  la  forme 

(  I  )  9  -  -^O    ^'-.t,  '    ■   •;    ^„)  "<  O, 

analogues  à  celle  qui,  dans  le  cas  où  le  nombre  des  variables  est  deux  ou  trois  seu- 
lement, leur  impose  la  condition  de  représenter  les  coordonnées  d'un  point  intérieur 
à  une  certaine  courbe  ou  à  une  certaine  surface.  Les  systèmes  des  valeurs  acces- 
sibles aux  variables  peuvent  être  partagés  en  groupes  dont  chacun  comprenne 
toutes  celles  pour  lesquelles  les  varialiles  x^,  x.^,...,  œ,i  sont  comprises  chacune 
entre  deux  valeurs  infiniment  voisines  qui  seront  pour  xi 

Xi     et     Xi -h  dxi. 
Si  nous  multiplions  une  fonction 

Y{Xi,   X2,'  .  .,   Xn) 

par  le  produit 

la  somme  des  valeurs  de  ce  produit,  étendue  à  tous  les  groupes,  est  l'intégrale 
multiple 

(2)  //■■■/  f(^i,  Xi, .  .  . ,  Xn)  dxi  dXi.  .  .  dx„, 

dont  les  limites  sont  définies  par  l'inégalité  (i). 
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On  peut  d'ailleurs  substituer  à  cette  inégalité  toute  autre  condition  ou  système 
de  conditions  indiquant  avec  précision  quelles  sont  les  valeurs  qu'il  faut  accepter 
pour  les  variables;  la  définition  reste  la  même. 

482.  Pour  calculer  une  intégrale  multiple  telle  que  (2),  on  devra  commencer 
par  sommer  tous  les  éléments  qui  correspondent  aux  mêmes  valeurs  de  n  —  \  va- 
riables X2,  ^3,.--»  ^n  piir  exemple,  et  leur  somme 


dx^  dXi.  .  .  dxn  j  Ff-r,,  .r,, .  . . ,  r,,^  dx, 


s'obtiendra  par  une  première  intégration  dont  les  limites  seront,  en  général,  des 
fonctions  de  x^,  .^3,...,  Xn  que  l'on  calculera  h  l'aide  de  l'inégalité  (1)  ou  des  con- 
ditions qui  la  remplacent.  L'expression  de  cette  première  somme  étant  obtenue  et 

égale  à 

i^iiX'i,  Xz,-  •  -,  x„)  dxi dx^ .  . .  dx,„ 

on  réunira  toutes  celles  qui  correspondent  aux  mêmes  valeurs  de  x^,  x., x,,, 

et  leur  somme 

dx,  dx, .  .  .  dx„  j  dx-,  '\i  ;  x„  x,,.  . .,  x„  )  =  dx^  dx, . .  .  dx,,  j  dx,  j  dxy  9  [x^,  ^„  ...,  x,.) 

s'obtiendra  par  une  intégration  prise  par  rapport  a  x._,  entre  des  limites  qui  dé- 
pendent de  ^3,  X;,,...,  x„  seulement.  On  continuera  de  même  en  faisant  varier 
successivement  les /î  variables,  et  la  dernière  intégration  aura  pour  limites  deux 
constantes  qui  sont  les  valeurs  extrêmes  de  x„  lorsque  les  n  —  1  autres  variables 
sont  entièrement  indéterminées. 

L'ordre  dans  lequel  les  variables  a?,,  Xo,...,  x„  sont  choisies  dans  les  intégra- 
tions précédentes  est  absolument  arbitraire,  et  l'on  peut,  dans  le  calcul  d'une  inté- 
grale multiple,  changer  l'ordre  des  intégrations,  pourvu  que  l'on  change  en  con- 
séquence les  limites  successives  de  manière  à  embrasser,  en  somme,  les  mêmes 
systèmes  de  valeurs  de  toutes  les  variables.  La  possibilité  d'intervertir  les  intégra- 
tions repose  sur  ce  principe  évident  qu'une  somme  reste  la  même  quel  que  soit 
l'ordre  dans  lequel  on  ajoute  les  parties.  Le  théorème  a  pourtant  des  cas  d'excep- 
tion lorsque  certains  éléments  deviennent  infinis,  et  nous  en  avons  donné  un 
exemple  (225). 

483.  Calculons,  d'après  les  définitions  précédentes,  l'intégrale 
(3)  II"! ^''~'  •^*'~' •  •  •  ^'•"  '  ^•^'  ^^'"  *  •  ^•^'" 
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étendue  aux  valeurs  positives  des  variables  pour  lesquelles  on  a 

^■|  4-  ^2  +  •   •   ■  -+-  -^n  <  I  . 

Supposons  d'abord  qu'il  n'y  ait  qu'une  variable;  on  a 
(4)  f  x\'-Ulx.=^j- 

S'il  y  a  deux  variables,  l'intégrale  est 

o  J  n 

La  première  intégration  s'effectue  immédiatement,  et  l'expression  est  ramenée  à 
l'intégrale  simple 

/     — -j '—dx„ 

c'est-îi-dire  (322) 

_i_ r(/r,)r(/r..+i) ^  r(/r.)r(/.-.)  ^  ,  . 

(^^  /g  r(/r,+  /f,-M)  ""r(/r,-h/f.+  i)* 

Dans  le  castle  trois  variables,  l'intégrale  triple  est 

(6)  \     x\^-Ulx,  \  x'i^-Ulx,  l  x\^-UiXi. 

Il  est  clair  en  effet  que  la  somme  a?,  ■+  x^-hcc^  ne  devant  pas  surpasser  l'unité, 
si  dans  la  première  intégration  œ^  et  ^2  sont  constants,  ^3  ne  peut  pas  surpasser 
i  —  x^  —  x^;  dans  la  seconde,  a;,  reste  constant,  et  ^2  ne  doit  pas  surpasser  i  —x^; 
la  troisième  enfin  doit  s'étendre  à  toutes  les  valeurs  de  a;,,  c'est-à-dire  de  zéro  à  r. 

La  première  intégration  s'effectue  de  suite,  et  la  formule  (6)  devient 

Pour  effectuer  l'intégration  par  rapport  à  x.,  posons 

:rj  =  c(i  —  .r,  ). 
On  aura 

r  '  ■'"'  ^A-.- 1  ( ,  _  ^,  _  ^.^  )*3  dx,  =  f  V * -'  (  I  -  (0*^  (  '  -  ^.  )*^-^*^  ^i^ 

u„..r(AV)r(/-3+.). 


=    I  —  .r 


ri/r.-^/raH-i; 
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et  la  formule  (7)  devient 

-     /r3r(/r.+  /,,+  i)X    ""'       ^'       ''"■    ^^"^'-"MT/^^rr/T^TT)   r(/r,  +  /r.-^/r.,-^i) 

_  r(A-.)r(/r,)r(/G) 

La  méthode  est  générale;  faisons  encore,  pour  la  mettre  en  évidence,  le  calcul  de 
l'intégrale 

En  effectuant  l'intégration  par  rapport  à  .T,,-on  transforme  cette  expression  en 
Pour  effectuer  l'intégration  par  rapport  à  ^3,  posons 

•^3  =^  (i  —  ^1 —  Xi)v. 


Nous  aurons 


/  x''^>-\i  —  X,—  x^—  X,  f:  dx.  =  /     v'' 


—  C'^fi  — .r,-  Xi)'i^''*dv 


-^'       ^'      ^^^^    •  T(/r3+/ù+i)' 
et  l'expression  (9)  devient 

Pour  effectuer  l'intégration  par  rapport  à  ic^»  on  posera 

.Tj  =  (  I  —  a;,  )  M, 

et  on  aura 

I  x\^-^{\  —  x.  —  x-,  )*3+**  ^/.r,  =   /     uK-  '{i  —  u  )*.+*>  (  I  —  jr ,  )*.+*.+**  c/m 

0  Jo 

-^'      ^'^-  r(/r,+  /r3 +/..+  .)' 

et  la  formule  (10)  devient 

■   ^     r(/r.+  /i'3+y;-.  +  i)X  ^'    ('    "^'^*  '    ''"''- r(/r.H-/..+A-3+/.^:^- 
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On  a,  en  général, 

les  limites  étant  définies  par  la  condition  que  .r,,  .t.,,...,  x„  éîant  positifs  satisfont 
à  l'inégalité 

.r,  +  :r, +  .  .  .  +  Xn<_  I. 

484.  La  formule  précédente  comprend  l'intégrale  plus  générale 

(i3)  j      •  •  1  x\''^  x'^_-'-^ .  .  .  x';;--  W/x,  dx,.  .  .  dx,„ 

les  limites  étant  telles  que  x^,  x.,...,  x„  étant  positifs  satisfassent  à  l'inégalité 
,    Que  l'on  pose  en  effet 

«j  =""  [^J  ^"^'•••'  U)  -"'" 

les  variables  m,,  lu,  ..,  u,„  toutes  positives,  seront  assujetties  à  l'inégalité 

/«,  +  M2  +  . . .  +  i^„<Ci; 

mais,  dans  les  intégrations  que  nécessite  le  calcul  de  la  formule  (i3),  on  peut 
remplacer  ^,,  x.,.,.,  x^  respectivement  par  u,,  u^,  ..,  u^y  et,  comme  il  s'agit  à 
chaque  fois  d'une  intégrale  simple,  cette  substitution  ne  fait  naître  aucune  diffi- 
culté; l'intégrale  deviendra 


*:*'  oi!\^ . 


c'est-à-dire 

(4) 


•  •  '^'"  I   j  ■••  I  ui;'    *  uP/    \  .  .  uP"    *  du,  du, . .  .  du,,, 

•  -Pn    J    J  J 


„_„  JMËrmL 

P.p....pn    j^(,_^l!i^b  +  ...+b\ 
\     p^    p^  P"/ 

485.  Considérons,  par  exemple,  l'intégrale 
( 1 5 )  j    1  '"  1  ^-^i  ^"^^ •  •  ■  ^^" 
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étendue  aux  valeurs  positives  pour  lesquelles 

(i6)  ^■;  +  ^2 -t-.  .  . -I- :r;<;R'. 

Elle  est  égale  à 

Pour  n=  2,  elle  représente  le  quart  du  cercle  de  rayon  R,  et  l'on  a  en  effet 


4   r(2)        4 
Pour  11  =  3,  elle  représente  le  huitième  de  la  sphère  de  rayon  R,  et  l'on  a  en  effet 

r  f-^V 

R'   _V2£       îtR' 

Si  l'on  veut  étendre  l'intégrale  (i5)  à  toutes  les  valeurs  de  ^,,  ^2.  •  •  •>  ^z?  qui  satis- 
font à  l'inégalité  (16),  il  faut  multiplier  le  résultat  précédent  par  2".  Il  est  aisé  de 
voir  en  effet  que  le  signe  de  chaque  variable  étant  assigné,  l'intégrale,  quelle 
que  soit  la  combinaison  choisie,  aura  la  même  valeur,  et  le  nombre  des  combi- 
naisons est  2". 

486.  L'intégrale 

'17)  //•••/  ^*'~ '  ^*-~' .  . .  .r^"-'  clx^  dx2 . .  .  dx„ 

étendue  aux  valeurs  positives  de  ^^  x^,...,  x^  pour  lesquelles 

^1  H-  ^i  -f-  •  •  .  +  ^,1  <C  /^ 

est  égale  (484)  à 

f(/r,-l^/r,  +  ...  4-/r„+i) 

L'intégrale  étendue  aux  valeurs  de  x^,  x.,,...,  x^-,  dont  la  somme  est  comprise 
entre  h  et  h  +  dh,  est  par  conséquent 


(.8: 


;/r, +  />-,  +  ...+  /f,.)  //*■+*-.+•••+*..-'  f/Ar(/f.)r(A-,). .  .Y[h,\ 
r(A-,-f- A-,-f-.  ..  +  A"„-i-i) 

_  A*.+*.+-  ••+*..-'  dh  r  { A-,  )iv<-,  )...r(A-.  ) 
"r(7r,+7r:+:.  .+7rJ 

58. 


1i^ 
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M.  Liouville  a  déduit  de  celte  remarque  une  formule  de  réduction  pour  l'inté- 
grale 

(19)  /    /  •'•  /  ^^■'"^^t-"'' •  •  •■^^""' û?^i  ^•^2.  .  .  ^^«F(^, +  jr2  4-.  .  .  +  ^„) 

étendue  à  toutes  les  valeurs  positives  de  ^,,  œ.^,...,  x,,,  pour  lesquelles  on  a 

L'intégrale  relative  aux  valeurs  de  ^,,  ce,;,,...,  x^,  pour  lesquelles  la  somme  est 
comprise  entre  A  et  A  +  dli  étant  en  effet 

r(/r,+  /r,  +  ...  +  /r„)  '' 

la  somme  totale  est  évidemment 

^^im-^X"^^^""- --> 

et  l'intégrale  multiple  est  ramenée  à  une  intégrale  simple. 

On  en  conclut,  par  un  changement  de  variables,  la  réduction  de  l'intégrale 

Pour  les  valeurs  positives  de  .r,,  x<^,...,  x^,  telles  que 

elle  est  équivalente  à 


Soit,  par  exemple,  l'intégrale 

Cl^i  Cl^^'2  >  •  •  (toc (i 


23 


-  j  v^ 


étendue  aux  valeurs  positives  des  variables  qui  laissent  le  radical  réel.  Cette  inté- 
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grale  est  égale  (323)  a  . 


rt-t- 1 

•m-      " 


'^"        ^•7(-^)-.U--T-     --r(«)    rCLf)      .r(;-±-) 

pour  /î  =:  2,  011  a 


r("-^  =î^- 


et  l'intégrale,  égale  a  -^  représente  alors  le  huitième  de  la  surface  d'une  sphère  de 
rayon  unilé. 

Formule  de  Poisson. 

487.  Poisson,  dans  un  de  ses  iMémoires,  a  transformé  très-élégamment  en  une 
intégrale  simple  une  intégrale  double  à  laquelle  l'avait  conduit  la  solution  d'un 
problème  important. 

Quelle  que  soit  la  fonction  désignée  par  F  et  les  constantes  a,  h,  c,  on  a 

/       F(acos9-f- ^sinGcGS'l  +  csinGsinJ/)sin0^/0f/(^=:27r  1        F(R;^)</w 
où 

Pour  démontrer  cette  formule,  regardons-y  5  et  i{>  comme  les  coordonnées  po- 
laires des  points  d'une  sphère  de  rayon  unilé;  sinô  dO  d]^  (428)  est  l'élément  de  la 
surface  de  cette  sphère.  Pour  donner  une  significalion  à  l'expression 

(26)  rtcos0  + 6sin9cos^]; -}- csinôsind/, 

en  nommant  R,/?,  q  les  coordonnées  polaires  du  point  dont  les  coordonnées  rec- 
tangulaires sont  a,  h,  c,  on  aura 

<1[=:RC0S/?, 

6  =  Rsin/;cos^, 
c  =  Rsin/?  sin^, 

• 

et  Texprcssioa  (26)  est  le  produit  de  R  par  le  cosinus  de  l'angle  formé  par  les 
directions  que  définissent  les  angles  0  et  ^  d'une  part,  p  et  q  d'autre  part.  En  nom- 


462  DEUXIÈME  PARTIE.  -  CALCUL  INTÉGRAL. 

mant  cet  angle  o^,  et  da  l'élément  de  la  surface  sphérique,  l'intégrale  devient 

(an)  I  F(Rcoso))(/<7, 

le  signe  /"indiquant  une  intégration  qui  s'étend  à  la  surface  entière  de  la  sphère 

de  rayon  unité. 

Prenons  pour  pôle  le  point  où  le  rayon  vecteur  R  perce  la  sphère,  5,  et  ^,  étant 
les  coordonnées  polaires  d'un  point  de  la  sphère,  on  aura 

et  l'intégrale  (27)  devient 

i""  \    '  sinô,F(Kcos6,)flf6,^^^,. 

L'intégration  par  rapport  à  ^y  s'effectue  immédiatement,  et  l'intégrale  double  (25) 
est  ramenée  à  l'intégrale  simple 


Si  l'on  pose 


l'intégrale  devient 


27:  r    sin9,F(Rcos0,)^^0.- 

cosQi  ^=-11, 

sin0,  </0,  =  —  du. 


2  TT  /         F  (  Il  /(  )  du  : 


c'est  le  théorème  de  Poisson. 

Réduction  par  l'augmentation  du  nombre  des  intégrations. 

488.  Nous  avons  calculé  plusieurs  intégrales  simples  (247)  en  les  ramenant  à 
des  intégrales  doubles.  Il  arrive  souvent  aussi  que  la  détermination  d'une  inté- 
grale multiple  se  simplifie  quand  on  remplace  l'un  des  facteurs  qui  y  figure  par 
une  intégrale  équivalente,  en  augmentant  ainsi  pour  les  rendre  plus  simples  le 
nombre  des  intégrations  à  effectuer,  dont  il  est  permis  ensuite  de  changer  l'ordre. 

Soit  à  calculer  l'intégrale 

/      .../      ^1 "^ 'J.lf^^l ^ dx^dx.^   ..dx„. 
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On  a 


f. 


^]>--\  g  — (<!„+«,. r, H l-a„-t„  ):  f/^ 


r(p.: 


et,  par  conséquent, 

ï  I       /•=«  . 

et  l'intégrale  (38)  devient  par  suite 

/  /  ...     1  ^/m  —  1   ^/..--l  o-A„  — 1 

p,         I         I  ^       .^,        X,       .  .  .a;,, 

^  \  f-  '  ./o        i/o  t.'o 

c'est-à-dire,  en  changeant  l'ordre  des  intégrations, 

/>CC  /ICC 

X    /      x':;--' e-(''^+'''.'''^'.dx,...  j      x';;'"' e-C""-^"-'}^,.  dx,,; 
toutes  les  intégrations  s'effectuent  à  l'exception  de  la  dernière,  et  l'on  trouve 

Méthode  de  Dirichlet. 

489.  Dirichlet  a  appliqué  fort  ingénieusement  aux  intégrales  multiples  la  mé- 
thode employée  (256)  pour  le  calcul  d'une  intégrale  simple,  et  qui  consiste  à 
introduire  un  facteur  égal  à  l'unité  dans  les  limites  des  intégrations  et  à  zéro  en 
dehors  des  mêmes  limites,  de  manière  à  pouvoir  ensuite  prendre  pour  toutes  les 
variables  les  limites  —  a;  et  oc  . 

L'intégrale 

2    /'  '^'  sin  o  , 

-    /  -cosqodo 

est  (255)  égale  à  l'unité  lorsque  q  est  moindre  que  i  et  à  zéro  dans  le  cas  contraire. 
Si  donc  une  intégration  doit  être  faite  entre  des  limites  déiinies  par  l'inégalité 

¥{x,  y\  z'Xi, 
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on  pourra  multiplier  l'élément  h  intégrer  par 

2  sino  „,  j 

cosc^  b  (x,  y,  z)dc^ 

et  intégrer  entre  les  limites  ç»  —  o,  ©  ■=  oc  ,  en  substituant  ainsi  a  l'intégrale  pro- 
posée une  intégrale  nouvelle  dans  laquelle  les  variables  x,  y,  z  n'auront  plus  pour 
limites  que  —  co  et  co  ,  car  les  éléments  pour  lesquels  ¥{oo,  y,  z)  est  supérieure  à 
l'unité  et  qui  ne  doivent  pas  figurer  dans  la  somme,  sont  multipliés  par  l'inté- 
grale 

t/O  T 

qui  est  égale  à  zéro.  Les  autres  sont  multipliés  par  l'unité,  et  le  résultat  n'est  pas 
changé. 

Appliquons  cette  méthode  à  l'intégrale 

.(  3o)  II"!  ^'^'^^  "^^=''  '  ■  ■  ■  K""^^^^^  dx^.  .  .  dxn 

prise  entre  les  limites  définies  par  l'inégalité 

(f;r-(r-'-^(t}'<- 

o\x  Xi,  x^, . . . ,  Xn  sont  supposés  positifs. 

Cette  intégrale  est  égale,  d'après  la  remarque  de  Dirichlet,  à 

^  «/o      «^o  «/o 

sin©           r/'^A^'  ,  l^i\'''-  ,         ,  [^"\^"\  7      7         j      7 
X ^C0S9     I— I    +(7")    -I '"i")      \dx,dx:,..  dx„do; 

elle  est  la  partie  réelle  de 

/ÏCC        />C0  A'CC 

(32)   ^1    I   ••■/    ^î- -l'r' ••■*;■-• 


X  -~ 

o 


En  intégrant  d'abord  par  rapport  à  ^,,  il  faut  calculer 

O 
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Posons 

/^,\/^       ,■ 

-      9  V  — '=—  ", 
\a.J     '       ■> 

1 


r,  =  a,  l-  )    {  —  lyr- 
l'inléerrale  deviendra 


/ 


œ         A-,    ,  y'  ^' 


;— —  f—  I ]'■/''  (lu  =  — ^^J—^  a]'  o    /'■  (—  I  i'''", 


et  on  aura  de  même 


i/o  /'h 


et  l'intégrale  (32)  devient 


^A„^     p„(_,).^„ 


Mais  on  a  (325),  en  supposant  p.  compris  entre  i  et  2, 


34)  X    ^'^ 


2r(  a)  sin  -  ut:, 


en  sorte  que  l'intégrale  demandée  est  la  partie  réelle  de 


7r,       Jf-,  Jf„\    .    I      /        /'i    ,    A-i    ,  ,    /("„ 


Or  on  a  .^ 


r  f  h,       /i".  /i"h\         / .    T.  1 1i\  .    /i/i 


-'+--+•+—-  T.   I  k\  1i^  k„\  I .      T.  I  li\ 

D'ailleurs 

.    I     /        /.-.  h:.\  I     //r.'  ,  ,   /.-„ 

sin  -  7r    iH 1-  •  •  •  H —  ces  -  rA h  •  •  •  M 

•i.     \        Pi  p„J  2     \/?,  p„ 

\.    Cale.  il».  59 
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et  l'intégrale  est  enfin  égale  à 


Ti'-]Tm...T{'^\        ,,    ... 


•  I      ^^2 


35  )  __x/>./      \P^/ JsEiL: 


r   I  +  :i^  +  -'  H h  - 

\  P'  P^.  Pn 

comme  on  l'a  trouvé  (484). 

490.  La  démonstration  précédente  repose  sur  la  formule  (34)  et  suppose  par 
conséquent 

h \-   ••■   -\ <I. 

Jh  P2  .  Pn 

Si  cette  condition  n'est  pas  remplie,  l'intégrale  (33)  est  infinie.  L'intégrale  (3o) 
est  cependant  finie,  et  la  formule  trouvée  est  encore  applicable.  La  démonstration 
de  Dirichlet  est  alors  en  défaut,  et  nous  devons  en  chercher  la  cause.  Il  n'est  pas 
toujours  permis,  nous  l'avons  dit,  d'intervertir  l'ordre  des  intégrations,  et  on  ne 
doit  le  faire  que  dans  le  cas  seulement  où  l'intégrale  peut  être  considérée  comme 
la  somme  de  ses  éléments  infiniment  petits,  peu  importe  alors  dans  quel  ordre  ils 
sont  réunis.  Mais  lorsque  les  éléments  ne  sont  pas  tous  de  même  signe  et  que  la 
somme  des  valeurs  absolues  (ou,  s'il  s'agit  d'expressions  imaginaires,  la  somme  des 
modules)  est  infinie,  l'ordre  dans  lequel  on  les  ajoute  peut  exercer  une  influence 
sur  la  somme,  et  l'inversion  de  l'ordre  des  intégrations  peut  changer  (225)  com- 
plètement le  résultat. 
Dans  l'exemple  qui  nous  occupe,  l'intégrale  calculée  d'abord 


f 


■1  z>\ai/ 


dx. 


devient  infinie  pour  9  =  0,  et  la  méthode  fondée  sur  l'inversion  de  l'ordre  des 
intégrations  ne  doit  pas  être  considérée  comme  rigoureuse. 

491.  Dirichlet,  en  signalant  lui-même  la  difficulté,  a  indiqué  le  moyen  de  la 
faire  disparaître.  Il  considère  pour  cela  l'intégrale 

(36)  /    /  •••  /  e-'':^.+'-.^---+-^«)  x'i'- '  jc'i^^- ^ . .  .  ^*"    ^  dx,  dx,.  . .  dx„ 

étendue  aux  valeurs  positives  de  a:,,  073, ... ,  cc,„  pour  lesquelles  on  a 

X,  +  X2+  ...-+-  X„<^1, 

et  dont  il  déduit  aisément  celle  qui  vient  de  nous  occuper. 


LIVRE  SECOND.  -  APPLICATIONS  ET  DÉVELOPPE^IENTS.  467 

L'intégrale  peut  être  remplacée,  comme  dans  le  cas  précédent,  par 


37 


0      Jçt  ^  0 


X  dx,dx2. .  .dxn-^--  coso(^,+  x-^-v-  .  .  .  +  Xn)dc^; 

9 


et  cette  fois,  a  désignant  un  nombre  positif,  les  intégrations  prises  par  rapport  à 
l'une  quelconque  des  variables  donnent  un  résultat  fini.  L'expression  est  la  partie 
réelle  de  l'intégrale 

1  ...     1  g— a(Ji+J;-(-.  ..+I„)  +  tx,+XjH HXiJîV'  — ' 

0        t/0  «^0 

X  x\'~^  x\'-^ .  . .  ^^-"^  ^'— ^  dx^  dxi. . .  dxnd(f. 

On  a 

/      e-^^+'-f \^-'^''  x''.'  '  '  dxi  =  ' , ,f  • 

■Jo  (a  +  ^V-ir 

On  peut  donc  effectuer  les  intégrations  par  rapport  aoc,,^^,..,  x,„  et  l'on  trouve 

(39)  -r(/;-,)r(Â-.^.. ..T{k„)  / ^,^^-:^^^  d^. 

Mais  la  même  méthode  de  transformation  montre  que 

J  0 
est  la  partie  réelle  de 

/        Q  î  n  ^1  I 

(40  -!(/.,  +  /.-,  +  .  . .  +  /r„)  /       -— -  d^  - — ■ -=_.,,^. .+-;;' 

et  l'intégrale  (36)  est  par  conséquent  égale  à 

,.,^  r(/.-,)r(/M...r(/r„)   r,_.,,.,........„-.^,. 

^^^^  ^(A•,+  /.■,-l-...^-/.■„)  Jo 

Cette  formule  étant  démontrée  quel  que  soit  a,  Dirichlet  y  suj)pose  «  =  o,  et 
on  a  enfin 

/    /  . . .  \  x\^-  '^  x\^-'' .  . .  ^f,"- '  dx,  dx. . .  .  dxn 

""  r  f  /r,  +  /.-.  -^ .  '.  .  -+-'  A-„^ -H  I  )  ' 

59. 
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les  intégrations  étant  toujours  étendues  aux  valeurs  positives  de  a?,,  ^o,...,  .r„, 

pour  lesquelles  on  a 

Il  faut  remarquer  enfin  que,  dans  l'équation  (42),  l'hypothèse  «  =  o  est  légitime, 
car  les  éléments  qui  la  composent  sont  tous  positifs. 

Changement  de  ^variables  dans  les  intégrales  multiples. 

4-92.  Soit 

U  =  I    l  ■•'  l  (^{Xt,  X2,.  .  .,  x„)dxi  dxi .  . .  dx„ 

une  intégrale  multiple  dont  les  limites  soient  définies  avec  précision.  Proposons- 
nous  d'y  substituer  aux  variables  a?j,  Xç,,...,  x,,  des  variables  nouvelles  m,,  w,----»  «« 
qui  en  soient  des  fonctions  connues.  La  solution  implique  évidemment  trois 
recherches  distinctes. 

1°  La  transformation  de  la  fonction  (^{x^,  ^o,...,  x„)\  2"  la  détermination  du 
nouveau  système  de  limites;  V"  la  recherche  de  l'expression  qu'il  faut  substituer 
à  dx^,  dx.,...,  dxn-  La  solution  des  deux  premières  questions  est  purement  algé- 
brique, et  nous  nous  occuperons  seulement  de  la  troisième. 

Supposons  d'abord  que  l'on  change  une  seule  des  variables  et  qu'à  x,^  on 
substitue  w„;  écrivons  l'intégrale  proposée  de  la  manière  suivante  : 

/  dxi  I  dx,.  .  ■   j  dXn^i  l  9(^1,  X,,.  .    ,  x„)dxn. 

Dans  la  première  intégration  à  effectuer  par  rapport  à  x„,  x,,  x.^,  a"„_,  sont  des 
constantes;  pour  remplacer  x„  par  w„,  il  suffît  d'exprimer  x,^  en  fonction  de  a„  et 

de  07,,  X.2,...,  ^„._n  et  de  remplacer  dx„  par  ^  du,,.  On  a  donc,  en  nommant 

(D^{x^,  ^2>  ^H-i>  "«)  ce  que  devient  la  fonction  9, 


U 


:   i     /  ■  •  •    I  9,  (  jr,,  ^2,  .  .  .  ,  Xn-s,  Un  )  -i~"  dXi  dx2 .  .  .  dxn  •  .  .  dif„ . 


Dans  l'intégrale  qui  forme  le  second  membre,  changeons  l'ordre  des  intégrations 
et  écrivons-la  comme  il  suit  : 

I  dx,  l  dx2.  •  ■  j  dx„--i  j  diin  j  o,(xi,  x-,,.  ■ .,  ^,,_i,  i'„)  -y-^  dxn-\. 
Cette  fois,  dans  la  première  intégration  indiquée,  x^,  x-^,...,  x„_.y,  u,,  sont  des 
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constantes.  Pour  remplacer  x„_,  par  w«_,,  il  suffit  donc  d'exprimer  .v,i^,  en  a?,, 

072,...,  ^«-2»  Un,  u„^i,  et  de  remplacer  dxn_^  par  -r-^  dii,i_,;  l'intégrale  proposée 
devient  ainsi 

En  continuant  ainsi  et  remplaçant  successivement  cliacu  ne  des  variables  a?, ,  ojo, . . . ,  a?,, 
parw<,  U2,...,  Un,  l'intégrale  proposée  deviendra 


//• 


•  I  9„( M|,  Ut,.  . .,  i(„ )  -J-"  -,~^-  •  •  •  -7-^  du,  du., .  .  .  du„, 
J  dun  dUn-\        du^ 


(p{Uf,  «2,...,  Un)  étant  ce  que  devient  la  fonction  ©  lorsque  les  variables  sont  rem- 

/y  T^  fi  T"  fi  T* 

placées  par  M,,  i/o'--'  i^n  et  y-^,  7^^''""'  t''  ^l^i  n'ont  de  sens  (I,  51)  qu'autant 

que  l'on  indique  les  variables  qui,  dans  le  calcul  de  chacune  d'elles,  doivent  rester 
constantes,  sont  définies,  comme  cela  résulte  de  la  démonstration,  de  la  manière 
suivante  : 

Dans  -^-")  ûOn  est  considéré  comme  fonction  de  w„  et  de  x,,  oc.,,...,  a?„_,,  qui  res- 
tent constantes  dans  la  différentiation. 

Dans  ,  "~'>  Xn-t  est  fonction  de  w,j_,  et  de  a:;,,  x.,,..  ,  o:"„_o  et  Un,  qui  restent  con- 
stantes dans  la  différentiation. 

Dans  ^-'  ^«-2  est  fonction  de  w„_2  et  dex^,  x-^,...,  x„_3,  a„_^,  u^,  qui  restent 
constantes  dans  la  différentiation. 

Et  ainsi  de  suite  jusqu'à  -r-^?  oùa?,  est  considérécomme  fonction  de/^,,  m^'---,"» 


Le  produit  ainsi  défini, 


dXn  \    /  dXn-i  \  I  dXt 

du,,)  \du„^, )       \dut. 


est  égal  (I,  77)  au  déterminant  du  système  des  variables  anciennes  ^r,,  x..,...,  x„ 
par  rapport  aux  variables  nouvelles  m,,  u^,..  ,  Un,  et  l'on  doit  enfin,  dans  la  trans- 
formation d'une  intégrale  multiple,  remplacer 

dxt  dx2 .  . .  dx„ 
par 

^/<',  du: .  .  .  du„  —) '-  • 

D(M,,    U„.   .  .,    Un 

493.    Le  résultat  est  d'accord  avec  ceux  que  nous  avons  Irouvés  (451)  pour 
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l'évaluation  des  aires  et  des  volumes,  et  en  cherchant  l'expression  des  intégrales 


dx  dy, 
/    /    \  dx  df  dz, 


quand  on  adopte  un  système  quelconque  de  variables,  on  retrouve' les  formules 
données  (451). 


494.  Cherchons  l'intégrale 


(43) 


smBdQd^ 


/  005^0       sin^Ôcos'^];       sin^Ôsin'tj; 


qui,  représentant  (450)  le  triple  du  volume  de  l'ellipsoïde  dont  les  axes  sont  a,  b,  c, 
est  égale,  on  le  sait  d'avance,  à  ^nabc;  remplaçons  d  et  ^  par  deux  angles  nou- 
veaux/? et  q  définis  par  les  équations 


a  cosp 


cos9 


:44) 


b  sin/7  cos^  =  — j 


cos'0       sin'Qcos^v];    •    sin'Ôsin't]; 


sinô  cos^l' 


/COS' 


cos'0       sin'ôcos^di       sin^Qsin'd» 

> r  -^ T 


c  sinp  sm  (j  = 


sinôsin^^ 


v/^ 


cos^  9       sin' B  ces- 4*       sin'  0  sin^ t|; 


qui  évidemment  sont  compatibles,  puisqu'en  ajoutant  leurs  carrés  après  les  avoir 
divisées  par  a,  b,  c  respectivement,  on  trouve  l'identité  i  :;=  i.  On  en  déduit  aisé- 
ment 


V 


008^0       sin'ôcos'i]/       sin'ôsin'^' 


sja'  cos^p  +  b''  sin^p  cos^q  H-  c''  sin'p  sin^q  =  i, 


et  par  conséquent 


cosy  = 


(45) 


'  sm6  cosi|i  =: 


sinS  sint|i  = 


a  cosp 

sJa'  cos'p  +  6^ 

sin^p  cos-r/  +  c^  sin^p  sin'g 

b  sinp  cosq 

y/a'  cos'p  +  b' 

sin'/>  cos'^  +  c^  sin^p  sin^q 

cs'mpsinq 

sja^  cos'/î  H-  ¥  sxri^p  cos^q  -\-  c"  sin'/?  sin'''^ 
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l'oLi  l'on  déduit 


(46)  lang^=:  I  lang*/; 

i\i  étant  exprimé  en  fonction  de  q  seulement,  le  déterminant  par  lequel  on  doit 
multiplier  djjdg  pour  remplacer  d^dO  se  réduit  à 

d^  d9 
dq  dp 

On  déduit  des  équations  (45)  et  (46) 

d^  _  6c 

^  """  6' cos'^  +  c' sin'^  ' 

(/0^_  a(6'cos^g  +  c^  sin'<jr)sin^? 

_  3^  ^  • 

^^       [a^cos'p  +  b'sin'p  cos'q  -h  Cshï'p  sin-^)' 


snii 


Les  limites,  on  le  voit  aisément,  sont  d'ailleurs  les  mêmes  pour/;  et  ^  que  pour  0 
et  ^,  et  l'intégrale  se  réduit  à 


'       /       s'mp  dp  dq  =  /[Tzabc. 

0      do 


495.  Nous  indiquerons  comme  seconde  application  la  démonstration  élégante 
donnée  par  Jacobi  d'une  formule  fondamentale  dans  la  théorie  des  intégrales  Eulé- 
riennes. 

On  a,  par  définition, 

'■  /»00 

T{k)=  j      e-^x''-'  dx, 

do 

\ 

/»00 

T{1)  =  j       e-^r'"'  dy. 

J  0 

On  en  conclut 


CO        /»Q0 


«/Q  *^0 


47)  V{k]Y{l)=  \  e-('+^^x''-'f^-Uixdx; 


car  il  suffit  d'effectuer  les  intégrations  indiquées  (47)  pour  voir  que  l'intégrale 

double  est  le  produit  de  deux  intégrales  simples. 

Remplaçons  les  variables  x  et  y  par  deux  variables  u  et  v,  liées  aux  premières 

par  les  relations 

x=zuv,     y  =  u{i  —  v). 

Les  limites  seront  o  et  ce  pour  u,  o  et  i  pour  c,  et  l'on  devra  remplacer  dxdv  par   ^ 

,     ,    fdx  dy       dx  dy\  ,     , 
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et  par  conséquent 


(l  ou 


et  enfin 


Y{k)V{l)  =  Y[k-\-l)  f   c.'->([  _(.)'--' J(., 


ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  connue  (322). 

496.  M.  Schlomilch  a  élégamment  généralisé  le  calcul  précédent  pour  exprimer 
à  l'aide  de  la  fonction  Y  une  intégrale  plus  générale  que  l'intégrale  Eulériennc  de 
première  espèce. 

On  a 

r°^    ,  ,         Tik) 

I      x""'  e'"^  ax  =  — 7-"' 

et  l'on  en  déduit 

J'»o=    C^-  Yih)  VU) 

^A-  ^/-.  e-(-+^/l  dx  df  ^-^'-Y' 
0       J  o 

Posons 

X=zlW,       f=u{l—  v). 

dxdy  dans  l'intégrale  double  devra  être  remplacé  comme  (495)  par 

u  du  dv, 
et  le  premier  membre  de  (/|8)  deviendra 

Ç^    \     n^-^'-'  {i—  c  )'^'  v''-'  6-l^('->')+«^']«  du  dv , 

Jo       J  0 

c'est-à-dire 

et  par  conséquent 

,N./-.„t-,  r(/r)r(/)    I 
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Si  l'on  pose  I  —  (^  =:  ^,  elle  (lovient 

r'      z'-^i^-zf-^  _  T{k)T(l)    -I 

et,  en  posant =  t. 


T 


l'-'dt _ _ r(/,)r(/)    I 

/„     (-61  +  a )*-'  "~  r ( /r"+7 )  « ' 6* 
407.  Considérons  eomme  second  exemple  l'intégrale 


// 


d(7 


dans  laquelle  d^  désigne  l'élément  d'une  surface  fermée  quelconque  et  RR'  le  pro- 
duit des  rayons  de  courbure.  On  a,  en  adoptant  des  coordonnées  rectilignes  ortho- 
gonales, 

(1(7=^  dx  dy  V^  I  -i-  /?'  +  <7% 
I     _         rt  —  s^ 

/?,  q,  r,  s,  t  désignant  les  dérivées  partielles  du  premier  et  du  second  ordre  de  z  par 
rapport  à  .r  et  à  y,  conformément  aux  notations  adoptées  (I,  634). 

Substituons  à  x  et  à  j  les  deux  variables  p  et  q  :  dx  dy  doit  être  remplacé  par 

dp  (h,  ( ^  iL  _  '!f.  ^■\  ^  dpdq  ^  dp dq  ^ 

'  \dp  dq        dq  dp)       dp  dq       dp  dq        it~s^' 
dx  dy       dy  dx 

et  l'intégrale  proposée  devient 

dp  dq 


ff 


(l -4-/;'+(Jf')' 

les  limites  correspondant  à  toutes  les  directions  de  la  normale  définie  par  les 
valeurs  de  p  et  de  q  qui  correspondent  à  la  surface  entière.  Mais  il  est  aisé  de  voir 
que  p  et  q,  dans  une  surface  convexe,  prennent  deux  fois  cliaque  système  de 
valeurs,  savoir  aux  points  pour  lesquels  la  normale  est  parallèle.  L'intégrale  pré- 
cédente doit  donc  être  écrite 

dp  dq 


/**    r"^ dp^ 


qr 


On  voit  qu'elle  est  indépendante  de  la  forme  de  la  surface  considérée. 

'  •    Ca/c.  int.  (jo 


w 
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Pour  la  calculer,  posons 

p 

lane-  =  w. 

En  adoptant  ainsi  la  transformation  par  laquelle  on  passe  dans  un  plan  des 
coordonnées  rectangulaires  en  coordonnées  polaires,  dp  dq  devra  être  remplacé 
par  pdp  dro,  et  l'intégrale  par 


d 


!7 


La  géométrie  rend  d'ailleurs  ce  résultat  évident  :  7^  représente  en  effet  (I,  722) 

la  courbure  totale  de  l'élément  da,  c'est-à-dire  la  partie  correspondante  de  la 
sphère  de  rayon  unité,  dont  la  surface  totale  est  représentée- par  l'intégrale  qu'on 
vient  de  calculer. 

498.  La  transformation  de  coordonnées  rectilignes  en  coordonnées  polaires  qui 
transforme  le  produit  dx  dy  dz  en  f?  sin  B  dp  dô  d^,  a  été  généralisée  par  Jacobi. 
Soit  une  intégrale  d'ordre  n  effectuée  sur  les  variables  x^,  x.-,,...,  x,^.  Posons 

.r,  =  p  cos9,, 

^•2  =  p  sin  0,  COSÔ2, 

^•^  1=:  p  sin  01  sin  0 .  CCS  0.1, 


Xn=^  p  sin^i  sin 62.  .  .  sin6„_i, 
d'où  il  résulte 

En  élevant  ces  équations  au  carré  et  remplaçant  o"^  par  sa  valeur,  elles  prennent  la 
forme  indiquée  (I,  77),  et  qui  change  le  déterminant  en  un  produit.  La  première 
en  effet  devient 

x\={x\  +  xl  +  . .  .-V-  xl)Q,os''Bi 

ou 

^î  sin'9i  =  (^;  4- :r^ -f- .  . . -f- .r,^)  cos'0,  ; 

la  seconde 

x\z=[x]-j-  x\-\-.  .  .4-a:,^)sin'0,  cos'62  =  (^2  +•  •  --^  xl)cos'B2, 

X\  Sin'0j  =::[xl-\-x\-h  .  .  .4-^^)008^0:,, 

et  de  même 

.^3  sin'''03  =  (  ^i[  4- .r  j -f- .  . .  +  ^,^,)  ces' 5„ 

^■^_isin'0„_i  =:  xl  cos^9„-i, 
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et  le  déterminant  est  alors  (I,  77) 

dxj  dx.,        dx„-t  dx^__  i  ,  d{x])  d{x\)        d(xl) 

d9,  dOi.       dOn-,   dp        -2" x,x.. . .  x„    dOi      dO^  dp 

Chacune  des  lettres  x^,  oc^,...,  x„  devant  être  considérée  comme  constante  dans  les 
dérivées  de  celles  qui  la  précèdent,  et  en  remarquant  que 

xl-h  xl-ir  ...-+- xf,  =  p''sin^O„ 
xl-i-xl-{-..   -\-  xf,  =  p'sin'6,s\n'9, 
x;-{-...-hx^  =  p-'  sin'0,  sin'ôjsin'ôa, 


x^t_i  -\-  xl  =  p'sin'0,  sin^ôj.  .  .  sin'6„_2, 
X,;  =  p2  sin^O,  sin^02.  .  .  sin^0„_i, 


on  trouve,  après  des  réductions  faciles,  la  valeur  de  dx^  dx.^. .  .dx„ 

■     p"-'(sin9,)"-^(sin0O"-=..  .sm9„_,dp  dO.dO,. .  .dQ„_„ 

qui,  dans  le  cas  de /î  =  3,  se  réduit  à 

p=sine,«f0,fi?0,.  ■  ' 

Différentlatlon  et  intégration  sous  le  signe    ■ 

499.  Une  intégrale  multiple  qui  contient  un  paramètre  dont  les  limites  sont 
indépendantes  peut  être  différenliée  par  rapport  à  ce  paramètre,  et  la  règle  est  la 
même,  aussi  bien  que  la  démonstration,  que  dans  le  cas  d'une  intégrale  simple. 

M.  Liouville  en  a  déduit  la  valeur  d'une  intégrale  multiple  dont  il  fait  élégam- 
ment l'application  à  la  démonstration  d'un  théorème  célèbre. 


Considérons  l'intégrale 


/  û»     \  1  7. 

•(j-,  +  Jj  1 )       -— r       -• 


o      t/ 0 

On  a 


da 


Substituons  à  la  variable  x,  une  autre  variable/  en  posant 


rt'  rt'     dxt  __      dy 

yXi       X,  X,         '       X,  y 


Go. 
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Les  limites  de  y  sont  co  et  zéro,  et  on  a  par  conséquent 


^"^'^rr  <'"^"  '"  •■=''^r  >'"■  '/^.'//, 


c  est-à-(lire 

ua 
d'où  l'on  déduit 


En  posant  a  =  o,  C  se  réduit  évidemment  à  r(  ^)  T^^),  et  on  a  entin 


K  =  rij)r(^k-. 


500.  Soit  plus  généralement 

—  (.I-,  4. >•,+...  4- .>■„_,  H —  )        --      -  - 


0       «-  o  «/  o 


^  T 


On  aura 


^R 

..oc 

..ce 

r" 

-r-  —  —  na"~' 

1 

/ 

/  e 

r/a 

/. 

,L 

\  J  1  i;.  •    -in  — 1/  ~"  /j  "  /Z^  


Substituons  à  ^i  une  autre  variable  x„  en  posant 

a" 

X,  = ■» 

on  trouvera 


1  I  •••     I  e     ^""' '  ■   x.x^...x;.l  j.n        ^n         ^_^jr^"  dx,dXi...d.r„, 

O       Jo  Jo 


c'est-à-dire 
On  en  conclut 


—j—  =  —  /in. 
da 


et  comme  pour  a  =  o,  on  a  évidemment  (297) 


.ni      \nl  \     n     J        y'^ 
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on  a  en  H  II 


-lia 


I  "~1 

501.  M.  Liouville  a  déduit  de  celle  formule  la  démonslration  du  lliéorème  de 
Gauss  démontré  déjà  (299)  et  (303) 

^[n)^['-n-)---^[----n--'--)=''      ^'^>'   r(^.). 

Le  produit  qui  forme  le  premier  membre  est  égal  en  effet,  comme  on  s'en  assure 
en  effectuant  les  inlégralions  successives,  à  l'intégrale  multiple 

/  ■■•  e    ^  'x'I      x^'^        ...  x„    "  dx,  dx, .  .  .  dx„. 

t/0        i/o  t/0 

Substituons  à  j(\  une  variable  a  en  posant 


On  en  conclut 

;;-'  ,               na'-~'da 
X       dxi  -~ 


[x-iX-i .  .  .  .r„)" 
Le  résultat  de  la  substitution  peut  s'écrire 

Jf-»00 
0 

c'est-à-dire,  d'après  la  valeur  de  R, 

J  0 

ce  qui  démontre  la  formule  de  Gauss. 

Théorème  de  Georges  Green. 

502.  Nous  devons  placer  ici,  comme  l'un  des  résultats  les  plus  éléi^ants  et  les 
plus  féconds  à  la  fois  dans  la  théorie  des  intégrales  multiples,  un  beau  théorème 
de  Georges  Green  relatif  aux  intégrales  étendues  à  l'intérieur  d'un  volume  quel- 
conque. Si  l'on  désigne  par  U  et  par  V  deux  fonctions  quelconques  de  trois  coor- 
données rectangulaires  x,  y,  z,  assujetties  seulement  à  rester  finies,  ainsi  que 
leurs  coefficients  différentiels,  dans  l'intérieur  d'un  volume  terminé  par  une  surface 
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fermée,  considérons  l'expression 

dans  laquelle  la  première  intégrale  s'élend  à  tous  les  éléments  du  volume,  et  la 
seconde,' où  cLg  désigne  l'élément  de  surface,  à  la  surface  qui  le  termine,  et  où 

d\ 
enfin  -^  désigne  comme  (472)  le  rapport  de  l'accroissement  infiniment  petit  ^V 

correspondant  à  un  déplacement  dn  effectué  sur  la  normale  intérieure,  à  la  lon- 
gueur dn  de  ce  déplacement. 

La  somme  (i)  ne  change  pas  quand  on  y  permute  les  deux  fonctions  U  et  Y, 
et  elle  est  égale  par  conséquent  à 


Pour  le  démontrer,  considérons  l'intégrale 

/'/'/*,     ,     ;    [dUd\      d\]  d\       d[]  d\\ 

étendue  à  tous  les  éléments  du  volume  considéré.  Désignons  par  les  indices 
I,  2,  3,  4>---»  '^n  les  intersections,  au  nombre  de  deux  si  elle  est  convexe,  de  la 
surface  qui  limite  le  corps  avec  une  parallèle  à  l'axe  des  X.  L'intégration  par  par- 
ties donnera 


:4)  ///./. .lyd.  '§  ^1  =//</,■*  (u.„  q^  -  u 


rfV„_,  ^  ,,  d\, 

2n-\  J  -|-   .  .  .   U|  — - — 

dx  dx 

d'\ 
dx^' 


Mais,  en  nommant  <io-,,  r/c2,  ..,  dcr^n  les  éléments  de  surface  qui  se  projettent  sur 
le  rectangle  dydz,  et  a,,  a^,..-,  o.^n  les  angles  de  la  normale  extérieure  avec  l'axe 
des  X,  on  a 

dy  dz  =  cosa^,, da-m  — -  —  cosaj,,-,  da^n-x  = .  .  .  =  —  d7,  cosa, , 
et  la  première  intégrale  du  second  membre  de  (4)  devient 


/ 


rto-  U  -r-  cosa. 
ax 
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On  a  donc 

fffd.  Uy  dz  ;^H  '^^;  =  J,/.  U  g;  COS.  -//■/.'-  '/..•  '/^  U  ^^'  • 
On  trouverait  de  même 

Jjjd.  drdz  g:  |Y  =|./.  u  -^;  cos^  -  J' fp.  ./,■ ./.  u  ^^ 

jjjdxdrdz  ^^  Ç-  =fd^uÇ^  cosy  -fffdxdrdz  U 
et,  en  ajoutant,  l'expression  (3)  se  trouve  transformée  en 

(5)  /'«'auf 


V 

dy^ 


d\  d\         ^        dY 


#- 


f/^  (/j-  dz  U  I  -.— ;-  + 


d'\     (py     d-\ 

dy'  ^  d^ 


3Iais  on  a  évidemment,  en  nommant  x  -h  dx,  y  +  df,  z  -\-  dz  les  coordonnées 
de  l'extrémité  de  la  normale  intérieure  dn, 


«^o              d^             o            dy                          dz 
ces  a  =  —  -r  ,     ces  S  = 7-  ,     cosy  = ,- 


et  par  conséquent 


rfV  d\       o      d\  dy 

^  COS. +  ^-cosf3+^  cosy  =  -^^P 


L'expression  (5)  ne  diffère  donc  de  (i)  que  par  le  signe,  et  puisqu'elle  est  égale 

à  (3),   évidemment  symétrique  par  rapport  aux  fonctions  U  et  Y,  on- peut  y 

changer  aussi  ces  deux  fonctions  l'une  dans  l'autre. 

On   peut  remarquer  que  dn   désigne  dans  (i)   l'élément  de  la  normale  inié- 

rieure.  Si  l'on  veut  le  remplacer  par  l'élément  de  normale  extérieure,  il  suffit  de 

d\ 
changer  le  signe  de  ^,  et  par  conséquent  celui  de  la  seconde  intégrale. 

503.  La  démonstration  précédente  suppose  aux  fonctions  U  et  V,  ainsi  qu'à 
leurs  dérivées,  des  valeurs  finies  dans  l'intérieur  du  volume  considéré.  Cette  con- 
dition est  indispensable,  et  si  elle  n'étai.t  pas  remplie,  les  intégrations  par  parties 
sur  lesquelles  repose  la  démonstration  ne  seraient  plus  légitimes.  Supposons,  par 
exemple,  que  la  fonction  V  restant  finie  et  continue  ainsi  que  ses  dérivées,  la  fonc- 
tion U,  dans  le  voisinage  d'un  point  intérieur  P,  puisse  être  considérée  comme  égale 

à  l'inverse  -  de  la  distance  à  ce  point.  Décrivons  une  sphère  infiniment  petite  de 
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rayon  a  autour  du  point  P  comme  centre.  Le  théorème  est  applicable  évidemment 
à  la  portion  du  corps  extérieure  à  cette  sphère,  et  comme  on  a 


d'~       d^-       d'- 
r  r  r  

dx'         dy^         dz- 


l'intégrale  triple 


V/^U       6/^U      d'\}^ 


j  jjd.rdrdz\^^^.^  '  dr^  '  dz- 


peut  être  étendue  au  volume  tout  entier.  Il  en  est  de  même  de 

qui  évidemment  est  pour  l'étendue  de  la  petite  sphère  un  infiniment  petit  de 
Tordre  à'.  L'intégrale 

étendue  à  la  surface  de  la  sphère  est  également  infiniment  petite,  de  même  ordre 
que  le  rayon  a;  le  seul  terme  à  ajouter  est  donc 


/V/aV 


d^ 
dn 


étendue  à  la  surface  de  la  petite  sphère.  On  a 


d\}       "^  r  X 


dn         dr  r'^ 

c'est-à-dire,  pour  les  points  de  la  surface,  —  ^,,  et  par  conséquent 


/-v-^-^,v./. 


T 


4Tr  fl- 


Vp  =  -4rrV,, 


Vp  désignant  la  valeur  de  la  fonction  V  au  point  P,  et  l'on  a  enfin 
C'est  le  théorème  de  Georges  Green. 
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504.  Parmi  les  applications  du  théorème  de  Green,  nous  devons  citer  immédia- 
tement la  démonstration  très-simple  des  propriétés  des  surfaces  de  niveau  démon- 
trées directement  (476j  d'après  M.  Chasles,  qui  les  a  trouvées  indépendamment 
de  lui,  mais  postérieurement  à  la  publication  de  l'illustre  géomètre. 

Soient  V,  et  Vj  deux  fonctions  finies  et  continues  des  coordonnées  jc,y,  z  d'un 
point  de  l'espace,  la  première  donnée  pour  les  points  intérieurs  à  une  surface 
fermée  S,  et  la  seconde  pour  les  points  extérieurs.  Supposons  que  pour  les  points 
mêmes  de  S  les  deux  fonctions  soient  égales,  et  que  de  plus  on  ait 

d'Y,      fi^y,       ^^V,  _ 
dx^  ~^   dy'   ^    dz'   ~°' 

d'Y,       d'Y,       d'Y,  _ 
dx'  ^   dy^  ^~dz'~~°' 

Admettons  enfin  que,  pour  les  points  situés  à  une  distance  infinie,  V,  soit  infini- 
ment petit  de  même  ordre  que  l'inverse  \  de  la  distance  à  l'origine,  et  les  dé- 

.    ,       dY,     dY,     dY,    ,         .  ,  I 

'"'^'^'^^  'd^'    ~d^'   ~dz  '^^"^^  ^''"''^  ^^^  7^'  ^"  P*'"^  attribuer  à  chaque  élé- 

ment da  de  la  surface  S  une  masse  pdç  telle,  que  le  potentiel  de  la  surface  sur  les 
points  extérieurs  soit  égal  à  Vo,  et  le  potentiel  sur  les  points  intérieurs  égal  à  V,  ; 
la  valeur  de  p  qui  remplit  cette  condition  est 

__J_(dY\      dY,\ 
^■K\dn  dn  j 

V,  et  Vo  désignant  ce  que  deviennent  les  fonctions  V,  et  Y^  pour  les  points  de  la 

r        o      t  1        1  '   •    '       dY  i     dY ,  ,        •      •  r,       .         ... 

surface  S,  et  les  dérivées  -^,  ~^~  ayant  la  signification  indiquée  (472),  oii  du 

est  pour  la  première  une  portion  infiniment  petite  de  la  normale  intérieure,  et 
pour  la  seconde  une  portion  infiniment  petite  de  la  normale  extérieure. 

Pour  démontrer  ce  remarquable  théorème,  appliquons  d'abord  la  formule  de 

Green,  en  y  supposant  V  =  Y,,  U  =  y  /-étant  la  distance  à  un  point  M  intérieur 

à  S,  et  étendant  les  intégrales  triples  à  la  portion  de  l'espace  intérieure  à  S;  comme 
on  a,  par  hypothèse. 


et (470) 


rf'V,       ç/'V,      ^^v,  _ 
dx'  "^   dy'  ^  ~dz^  ~  ^' 


d'L       d'-        d^- 
r  r  /• 


dx'         dy'         dz-         ' 
I.    Calv.  iiU.  (Jl 


482  DEUXIÈME  PARTIE.  -  CALCUL  INTÉGRAL. 

l'équation  (6)  se  réduit  k 


dl 


(7) 


/t^''^=/^^^''^-4^^''' 


V,  désignant  ce  que  devient  V,  pour  les  points  de  la  surface  S,  et  V'j  la  valeur  que 
prend  cette  fonction  au  point  M. 

En  appliquant  le  même  théorème  à  la  portion  de  l'espace  comprise  entre  la  sur- 
face S  et  une  sphère  de  rayon  infini,  et  remplaçant  celte  fois  la  fonction  V  par  Va» 

on  aura,  en  remarquant  que  -  ne  devient  pas  infini, 


d' 


car  la  portion  de  l'intégrale  relative  aux  éléments  de  la  sphère  de  rayon  infini  est 
évidemment  égale  à  zéro. 

Si  l'on  ajoute  les  équations  (7)  et  (8),  en  remarquant  que  V,  =  V.,  et  que  les 


dl- 

r 


éléments  dn  étant  pris  dans  des  directions  opposées,  les  valeurs  de  -^  sont  égales 
et  de  signes  contraires,  on  aura 

CfdV,        d\',\da-  .    ^, 

(9)  Jiw  +  ^,rJT  =  -4-^" 

cest-a-dire,  en  posant  -  ^^\-j^  +  -^)  =  ^ 

/da       _,, 

ce  qui  montre  que  le  potentiel  de  la  couche  de  densité  p  sur  le  point  quelconque  M 
de  son  intérieur  est  égal  à  la  valeur  V'^  que  prend  en  ce  point  la  fonction  V,. 

On  prouvera  absolument  de  même  en  plaçant  le  point  M  à  l'extérieur,  que  le 
potentiel  de' la  même  couche  sur  les  points  extérieurs  est  représenté  par  V.. 

505.  Considérons  actuellement  une  masse  attirante  quelconque  et  une  de  ses 
surfaces  de  niveau  S  sur  laquelle  le  potentiel  ait  une  valeur  C.  Soit  V  le  potentiel 
de  la  portion  de  masse  extérieure  à  S,  et  V"  celui  de  la  portion  intérieure,  on  aura 

V  -+-  V"  ==  V, 
et,  pour  les  points  de  S, 
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Appliquons  le  théorème  précédent,  en  prenant 


V,  =  C-V', 

les  deux  fonctions  V^  et  V,  satisfont  évidemment  aux  conditions  supposées  (504), 
et  par  conséquent,  en  prenant 

4r  \dn         dn  )       47:  \  dn  dn 

on  obtiendra  une  couche  dont  le  potentiel  sur  les  points  extérieurs  sera  V",  et  sur 
les  points  intérieurs  C  ~  V;  celte  couche  attirera  par  conséquent  les  points  exté- 
rieurs comme  la  portion  de  masse  qui  lui  est  intérieure,  et  son  action  sur  les 
points  intérieurs  sera  égale  et  contraire  à  celle  de  la  portion  de  masse  qui  lui  est 
extérieure. 

Dans  la  différence 

(.1)  djl_dj^ 

dn  dn 

il  faut  remarquer  que  l'élément  dn  de  la  normale  a  dans  les  deux  termes  une 
direction  opposée;  si  l'on  veut  adopter  pour  les  deux  dérivées  la  direction  de  la 
normale  intérieure,  l'expression  (i  1)  devient  4k    • 


dn  dn   '     dn 


diW"       d\'       dV 
dn 

et  la  densité  de  la  couche,  égale  à 


^7:  dn 
est,  on  le  voit,  proportionnelle  à  l'intensité  de  l'attraction  en  chaque  point.   * 

Théorème  de  M.  Crofton. 

506.  Nous  indiquerons,  pour  terminer  ce  chapitre,  un  théorème  d'une  rare 
élégance  découvert  par  M.  Crofton  et  dont  l'ingénieuse  démonstration  accroît  sin- 
gulièrement l'intérêt.  Quoique  l'auteur  ait  su  la  rendre  indépendante  du  calcul 
des  probabilités,  c'est  en  s'appuyant  sur  les  premiers  principes  de  cette  doctrine 
qu'on  peut  lui  donner,  je  crois,  la  forme  la  plus  simple  et  la  plus  nette. 

Concevons  sur  un  plan  une  série  de  lignes  parallèles  équidisiantes  et  supposons 
que  l'on  projette  au  hasard  sur  ce  plan  un  disque  de  forme  convexe  de  dimensions 

61. 
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assez  petites  pour  ne  pouvoir  pas  rencontrer  deux  lignes  à  la  fois.  Quelle  est  la 
probabilité  pour  que  ce  disque  en  rencontre  une  et  la  recouvre  en  partie?  Indé- 
pendante de  la  forme  du  disque,  comme  l'a  ingénieusement  remarqué  M.  E.  Bar- 
bier, elle  est  la  même  pour  tous  ceux  qui  ont  même  périmètre.  Il  est  clair,  en 
effet,  que  le  disque  étant  jeté  au  hasard,  les  éléments  infiniment  petits  qui  com- 
posent son  contour  ont  chacun  la  même  chance  de  se  trouver  sur  l'une  des  paral- 
lèles. Si  un  avantage  était  attaché  à  la  rencontre,  celui  qui  l'attend  pourrait  équi- 
tablement  vendre  à  prix  égaux  les  chances  relatives  à  chaque  élément  de  longueur  ds 
et  suivant  un  tarif  tel  que  la  somme  totale  des  prix  représentât  le  double  de  la  somme 
promise  en  cas  de  rencontre,  car,  d'après  la  forme  du  disque,  s'il  y  a  un  élément 
gagnant,  il  y  en  aura  nécessairement  deux,  ni  plus  ni  moins. 

Cela  posé,  la  distance  des  parallèles  étant  la,  si  le  disque  est  un  cercle  de  rayon  r, 

la  probabilité  pour  qu'il  y  ait  rencontre  est  évidemment  -•>  car  il  faut  et  il  suffit 

pour  cela  que  le  centre  se  trouve  à  une  distance  moindre  que  r  de  l'une  des  paral- 
lèles entre  lesquelles  il  est  tombé,  et  que,  par  conséquent,  sur  une  distance  la  dont 
tous  les  points  sont  également  possibles,  le  centre  du  cercle  se  place  dans  une  por- 
tion dont  la  longueur  totale  est  2r. 

Si  l'on  nomme  L  le  périmètre  de  la  circonférence,  on  a 

et  la  probabilité  demandée  est  par  conséquent 
(i)  p=-  = 

Telle  est  la  formule  relative  à  une  courbe  convexe  quelconque  de  périmètre  L. 
Une  ligne  droite  ou  aiguille  de  longueur  /  doit  être  évidemment  considérée  comme 
une  courbe  fermée  de  longueur  2/. 

507.  La  formule  (r)  suppose  au  disque  projeté  une  forme  convexe  qui'ne  per- 
mette pas  à  son  contour  d'être  coupé  en  plus  de  deux  points  par  une  ligne  droite. 
Si  l'on  calcule  au  lieu  de  la  probabilité  p  V espérance  mathématique  E  d'un  joueur 
qui,  pour  chaque  intersection  du  contour  du  disque  avec  une  des  lignes  tracées 
sur  le  papier,  recevrait  une  somme  égale  à  un,  on  aura  évidemment,  dans  le  cas 
du  disque  convexe, 

E  =  2  p  =:  —  : 

'^        ai: 

mais  cette  formule  s'applique  alors  à  une  courbe  de  forme  quelconque  que  l'on 
projette  sur  l'ensemble  des  lignes  parallèles.  En  nommant  L  sa  longueur  totale  et 
supposant  que  chaque  intersection  avec  l'une  des  parallèles  soit  payée  un  franc, 
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l'espérance  mathématique  est,  pour  chaque  épreuve, 

L 


E  = 

aTi 


Il  est  clair,  en  effet,  qu'à  chaque  élément  correspond  une  espérance  mathéma- 
tique indépendante  de  sa  liaison  avec  les  autres,  et  que  l'espérance  totale  dépend 
par  conséquent  de  la  seule  longueur  L. 

508.  Supposons  que  la  figure  projetée  sur  l'ensemble  des  parallèles  se  compose 
de  deux  courbes  convexes  invariablement  liées  l'une  à  l'autre  et  cherchons  la  pro- 
babilité pour  que  toutes  deux  soient  rencontrées  par  une  même  ligne,  en  admet- 
tant que,  d'après  l'écartement  des  parallèles,  la  rencontre  simultanée  avec  deux 
d'entre  elles  soit  impossible. 

Menons  aux  deux  courbes  les  tangentes  communes  croisées  P,  Pa,  PsP,,  et  sup- 
posons que  l'on  projette  la  figure  P3  MP,  PoNP,,  P;,.  En  nommant  X  sa  longueur 


totale  et  supposant  que  chaque  intersection  avec  l'une  des  parallèles  soit  payée 
un  franc,  l'espérance  mathématique  relative  à  une  épreuve  est 


ut: 


Les  sommes  éventuelles  auxquelles  se  rapporte  cette  espérance  mathématique 
comprennent  toutes  celles  que  l'on  pourrait  toucher  s'il  était  convenu  qu'il  sera 
payé  quatre  francs  chaque  fois  que  les  deux  courbes  seront  simultanément  ren- 
contrées par  une  des  parallèles,  mais  elles  en  contiennent  d'autres  aussi,  et  il  est 
aisé  de  voir  que  ces  dernières  sont  distinguées  par  cette  circonstance  qu'elles 
correspondent  à  deux  intersections  seulement  de  contour  P3MP,  PoNP,  P3,  tandis 
que  les  lignes  qui  rencontrent  à  la  fois  les  deux  courbes  données  coupent  néces- 
sairement ce  contour  en  quatre  points.  D'un  autre  côté,  il  est  évident  aussi  que 
les  lignes  qui  rencontrent  ce  contour  en  deux  points  seulement  coupent  aussi  en 
deux  points  le  contour  T,T2NT4T3  MT,,  formé  par  les  deux  tangentes  T.To,  T^T^ 
et  les  arcs  T,MT3,  TjNT^  qui  réunissent  leurs  points  de  contact,  les  positions 
pour  lesquelles  le  premier  contour  PjMP,  P2NP4Pa  offre  quatre  intersections,  en 
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fournissent  également  deux  pour  le  second,  de  sorte  que  si  de  l'espérance  mathé- 
matique relative  au  premier  on  retranche  celle  qui  se  rapporte  au  second,  on  aura 
l'espérance  mathématique  d'un  joueur  qui  devrait  recevoir  deux  francs  a  chaque 
fois  que  le  système  des  doux  courhes  serait  rencontré  par  une  des  parallèles.  Si 
donc  on  nomme  zs  la  probabilité  de  cette  double  rencontre  et  Y  la  longueur  du 
contourT^MTgTaNT,,  on  aura 

X-Y 


X-Y 

o.ar. 


509.  Supposons  que  l'une  des  courbes  soit  remplacée  par  une  droite  infiniment 
petite  À  et  cherchons  d'après  la  formule  précédente  la  probabilité  pour  que  le  sys- 
tème composé  d'une  courbe  de  longueur  L  et  de  la  droite  infiniment  petite  PQ  =  X 


étant  projeté  sur  le  plan  recouvert  des  lignes  parallèles,  une  de  ces  parallèles 
coupe  à  la  fois  la  courbe  et  la  droite  PQ.  Soient  PTo,  PT,,  QTg,  QT,,  les  tangentes 
menées  à  la  courbe  par  les  extrémités  de  la  droite  PQ,  la  probabilité  est  (508) 

T,  T.  +  T3  T,  +  PT,  -  QT3  +  PT,  -  QT,  -+-  2PQ 

rs  = 

Mais  (I,  21;,  en  nommant  a  et  |3  les  angles  PQT3  et  PQT^, 

PT,  -  QT3  =  -  Ta  T,  -  PQ  ces  a, 
PT.  -  QT,  =  -  T/r,  -  PQ  ces  (3  ; 

et  la  probabilité  est  par  conséquent 

_  2PQ  —  PQ  cos«  —  PQ  cos(3 

510.  Les  résultats  qui  précèdent  vont  nous  permettre  de  résoudre  le  problème 
suivant  : 

Une  courbe  convexe  étant  donnée,  on  y  considère  deux  cordes  choisies  au  hasard, 


% 
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quelle  est  la  probabilité  pour  quelles  se  rencontrent  au  dedans  de  la  courbe  et  celle 
pour  qu  elles  se  rencontrent  au  dehors  dans  un  espace  déterminé? 

Commençons  par  définir  «vec  plus  de  précision  ce  que  nous  entendons  par  corde 
choisie  au  hasard. 

Je  suppose  que  la  courbe  soit  projetée  sur  le  système  de  parallèles  défini  plus 
haut  et  qu'on  recommence  l'épreuve  jusqu'à  ce  qu'il  y  ait  intersection.  La  corde 
détachée  par  celle  des  lignes  qui  est  rencontrée  sera  pour  nous  la  première  des 
cordes  choisies  au  hasard;  la  seconde  s'obtiendra  par  une  autre  épreuve  renou- 
velée, s'il  est  nécessaire,  jusqu'à  ce  qu'elle  ait  donné  un  résultat. 

Toutes  les  cordes  d'une  courbe,  d'après  cette  définition,  ne  doivent  pas  être 
considérées  comme  également  probables,  et  si  par  exemple  la  courbe  a  la  forme 


indiquée  sur  la  figure,  les  cordes  parallèles  à  CD  auront  une  probabilité  plus  grande 
que  les  cordes  parallèles  à  AB. 

Cherchons,  en  général,  la  probabilité  pour  qu'une  corde  prise  au  hasard  soit 
comprise  entre  deux  directions  données  faisant  entre  elles  un  angle  infiniment 


y  "^    ~ 

■  /     ! 

/ 

!h 

/      /  ■ 

—  :v -^ 

1 

petit  d^.  Lorsqu'on  projette  la  courbe  sur  le  système  des  parallèles,  toutes  les  di- 
rections que  ces  parallèles  peuvent  avoir  par  rapport  à  la  courbe  sont  également 
probables,  mais  la  chance  pour  que  l'épreuve  soit  efficace  et  donne  une  intersec- 
tion dépend  de  la  distance  h  des  deux  tangentes  parallèles  à  la  direction  consi- 
dérée. La  probabilité  d'une  telle  rencontre,  lorsque  l'on  sait  que  les  deux  tangentes 

ont  pris  la  direction  des  lignes  parallèles  tracées  sur  le  plan,  est  évidemment—, 

la 
et  la  prubabilité  pour  qu'on  obtienne  une  corde  inclinée  sur  les  tangentes!  et  T', 
et  dans  un  sens  assigné,  d'un  angle  moindre  que  dB ,  est 


d^   h_ 

T.    la 
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car  il  faut,  d'une  part,  que  l'on  tombe  sur  la  direction  demandée,  ce  dont  la  pro- 
babilité est  — j  et  d'autre  part  qu'il  y  ait  rencontre. 

Mais  en  nommant  zs  la  probabilité  cherchée,  il  faut  évidemment,  pour  que  la 
courbe  projetée  au  hasard  soit  coupée  suivant  une  corde  ayant  la  direction  donnée, 
en  premier  lieu  qu'il  y  ait  intersection,  ce  dont  la  probabilité,  en  nommant  L  le 

périmètre  de  la  courbe,  est -,  et  en  second  lieu  que  la  direction  soit  celle  assi- 

gnée,  ce  dont  la  probabilité  est  zs\  on  a  donc 

h  hdB 

2a7r-  2a7r 

hdB 


CT  = 


Telle  est  la  probabilité  pour  qu'une  corde  prise  au  hasard  soit  comprise  entre  deux 
directions  données  faisant  l'angle  dO\  elle  est  proportionnelle  à  la  distance  h  des 
tangentes  parallèles  à  ces  directions. 

Nous  pouvons  faire  ici  une  vérification.  Si  l'on  considère  successivement  toutes 
les  directions  possibles,  il  faut  nécessairement  que  la  corde  coïncide  avec  l'une 
d'elles,  et  par  conséquent,  pour  une  courbe  quelconque  dont  le  périmètre  est  L, 
on  doit  avoir 


lI 


hdB 

0 


corollaire  facile  du  théorème  démontré  (407j. 

511.  Lorsqu'on  sait  qu'une  corde  prise  au  hasard  est  parallèle  à  une  direction 
donnée,  toutes  les  distances  aux  deux  tangentes  entre  lesquelles  elle  est  comprise 
sont  également  probables,  et  si  l'on  nomme  dh  un  élément  de  la  distance  h  de  ces 
tangentes,  la  probabilité  pour  qu'elle  traverse  cet  élément  est  par  conséquent 

(Ih 
'h' 

La  probabilité  pour  que  la  corde  soit  parallèle  à  la  direction  donnée  et  passe  par 
l'élément  dh  est  par  conséquent 

hde  djh  _  dBdh 
~L~  7i    ■"     L     ■ 

Cela  posé,  la  première  corde  étant  AB,  cherchons  la  probabilité  pour  qu'elle  soit 


LIVRE  SECOND.  -  APPLICATIONS  ET  DÉVELOPPEMENTS.  489 

rencontrée  par  la  seconde;  en  nommant  x  cette  probabilité,  il  est  clair  qu'en  pro- 


jetant la  figure  tracée  sur  le  système  des  parallèles,  la  probabilité  — ^  pour  que  AB 

soit  rencontrée  (506)  est  une  probabilité  composée;  il  faut  d'abord  en  effet  que 
la  courbe  le  soit  et  suivant  une  corde  qui  coupe  AB;  on  a  donc 

AB  L 

ai:  lar, 

et 

2A3 


La  probabilité  pour  que  la  première  corde  soit  AB  et  qu'elle  soit  rencontrée  par 

la  seconde  est  par  suite 

?.AB  dhdB  _  lABdhdB 

et  la  somme  de  toutes  ces  probabilités  étendues  à  toutes  les  valeurs  de  dh  et  de  Q 
est  la  probabilité  cbercbée.  Mais  en  nommant  0  l'aire  de  la  courbe,  on  a 


rAB^/i  =  i2; 
la  probabilité  est  donc 


2Û    r  27r0 

-Ej.r''=-L- 


512.  Cbercbons  enfin  la  probabilité  pour  que  les  deux  cordes  prises  au  basard 
se  rencontrent  dans  l'intérieur  d'une  surface  infiniment  petite  dG  occupant  sur  le 
plan  une  position  donnée  extérieure  à  la  courbe  0,  cette  probabilité,  pour  un  point 
donné  du  plan,  est  évidemment  proportionnelle  à  dG,  et  nous  pouvons  donner  à 
cette' petite  surface  la  forme  qui  nous  sera  le  plus  commode;  supposons-la  un  petit 
cercle  de  ravon  r. 


ï.    Cn!c.  int.  ()2 
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Considérons  d'abord  la  direction  qui  forme  avec  une  droile  donnée  un  angle 
compris  entre  6  ei  Q  -i-  dd  ;  la  probabilité  pour  que  la  première  des  cordes  menées 
au  hasard  ait  une  telle  direction  est 

L    ' 

L  désignant  toujours  le  contour  de  la  courbe  et  h  la  distance  des  tangentes  paral- 
lèles à  la  direction  considérée.  Toutes  les  cordes  parallèles  à  cette  direction  ayant 
le  même  degré  de  probabilité,  la  probabilité  pour  que  celle  que  l'on  prend  au  ha- 
sard rencontre  le  cercle  dont  le  diamètre  est  2r  est  évidemment 

2  r 
T' 

et  par  conséquent  la  probabilité  de  la  rencontre  des  deux  courbes  par  une  corde 
ayant  la  direction  assignée  est  le  produit — ^  ■>  et  la  probabilité  pour  que  la  ren- 
contre ait  lieu  dans  un  élément  dr  du  diamètre  perpendiculaire  à  PQ  est 

(A)  .  '^. 

Soit  ABPQ  une  telle  corde,  la  probabilité  pour  que  la  seconde  corde  coupe  la 
première  dans  l'intérieur  du  petit  cercle  de  rayon  r  est  la  même  que  celle  pour 
qu'elle  coupe  la  ligne  infiniment  petite  PQ.  Or  si  l'on  projette  la  tigui'e  sur  le  plan 
couvert  de  lignes  parallèles,  la  probabilité  de  la  rencontre  d'une  de  ces  parallèles 
avec  la  courbe  et  avec  la  petite  droite  est  (509),  en  nommant  a  et  ]3  les  angles 
formés  par  PQ  avec  les  tangentes  menées  à  la  courbe  par  un  de  ses  points, 

2PQ  —  PQcos«  — PQcos(3 

2  a  77 

La  probabilité  de  la  rencontre  avec  la  courbe  est  (506) 

2a7T 

Mais  pour  la  double  rencontre  dont  la  probabilité  est  un  événement  composé,  il 
faut  d'abord  que  la  courbe  soit  rencontrée  et  que  la  corde  ainsi  détachée  au  hasard 
rencontre  PQ.  Soit  x  la  probabilité  de  ce  dernier  événement,  on  aura 

2PQ  —  PQcosa—  PQcos(3  _     L 
2«Tr  laTi 

PO 

(B)  .r  = -j^  (2  —  cosa  —  cos[3). 
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La  piobahililc  pour  qu'il  y  ait  rencontre,  l'une  des  cordes  étant  PQ,  est  le  produit 
des  probabilités  (A)  et  (B)  : 

_ïi_^ (  2  —  ces  a  —  cos  s  ;  ; 

et  la  probabilité  pour  qu'il  y  ait  une  rencontre  dans  l'intérieur  du  petit  cercle  est 
évidemment  l'intégrale  de  cette  expression  lorsque  dr  et  0  prennent  toutes  leurs 
valeurs;  l'intégration  par  rapport  à  dr  se  fait  immédiatement.  La  somme 

CvQdr 

est  précisément  l'aire  du  cercle  que  nous  nommerons  a,  et  le  résultat  de  cette 

première  sommation  est 

adO  ,  ^ ,  *        . 

-yy-  (2  —  cosa  —  cospj. 

Soit  w  l'angle  sous  lequel  la  courbe  est  vue  d'un  point  du  cercle  infiniment  petit, 

on  a 

[3  =  w  —  a     et    dQ  =  doc. 

La  probabilité  demandée  est  donc  enfin 

J^  w  2  0" 

[2  —  cosa  — cosî^w  —  a)]  da=  jj  [m  —  sinco). 
0 

La  probabilité  pour  que  les  deux  cordes  se  coupent  en  dehors  de  la  courbe  est 
l'intégrale  de  cette  expression  lorsque  d<j  coïncide  successivement  avec  tous  les 
éléments  du  plan  extérieur  à  la  courbe,  et  comme  il  faut  que  les  cordes  se  coupent 
à  l'extérieur  ou  à  l'intérieur  de  la  courbe,  la  probabilité  (2)  ajoutée  à  l'expression 
trouvée  (511)  doit  donner  pour  somme  l'unité.  On  a  donc 


-  l  di7iu>  — 
c'est-à-dire 


2  7:12       2   ,  , 

-j- — h  ^  (  rf  0"  ;  0)  —  sm  w  )  =  I , 


/ 


L2 

da[M  —  sinw)  = 7:12, 


de  désignant  un  élément  quelconque  du  plan  extérieur  a  une  courbe  convexe  dont 
l'aire  est  12  et  la  longueur  L,  et  w  l'angle  sous  lequel  cette  courbe  est  vue  d'un 
point  situé  sur  l'élément  da. 
C'est  le  théorème  de  M.  Crofton. 


G2 
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CHAPITRE  VI. 

CALCUL  INVERSE  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES, 


Indétermination  du  Problème. 

513.  La  recherche  d'une  intégrale  définie  de  valeur  donnée  est  un  problème 
essentiellement  indéterminé.  Parmi  les  solutions  en  nombre  infini,  il  en  est  sou- 
vent de  fort  utiles  pour  les  transformations  analytiques.  Nous  en  avons  déjà,  en 

indiquant  les  applications  de  l'intégration  sous  le  signe  /  >  cité  quelques  exemples 

élégants.  Nous  en  réunissons  quelques  autres  dans  ce  chapitre,  en  y  joignant  la 
solution  de  quelques  problèmes  dans  lesquels  la  forme  assignée  d'avance  à  l'inté- 
grale cherchée  fait  disparaître  l'indétermination. 

Proposons-nous,  par  exemple,  de  remplacer  la  fraction  -  par  une  intégrale  dé- 
finie. Il  suffit  évidemment  de  chercher  une  fonction  (p(^)  qui,  s'annulant  pour 
07=  îc,  soit  égale  à  -  pour  x  =  p),  çt  en  nommant  9'(^)  la  dérivée  de  cette  fonc- 
tion, on  aura 

i     r^ 

~  =:    I       (p'ix)  dx. 

n      J^    ^'    ' 
On  a,  par  exemple, 

I      /*'  r^^  r'^" 

-  =  /     x""' dx  :^  I      e~"'' dx  :=  \       cosnxdx, 

"^        Jo  Jo  Jo 

et  les  solutions  sont  évidemment  en  nombre  infini. 

Transformation  d^une  série  numérique  en  intégrale  définie. 

514.  Donnons  immédiatement  quelques  applications  de  ce  genre  de  transfor- 
mation. Considérons  la  série 

1       1       I       1        I  I  1  I  I 


3       5       7       9       II  8n -+- 1       8w-i-3       8/iH-5       8/1  +  7 
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on  a 

— ' —  =  /    x'"dx, 
et  par  conséquent 

r  z=  /     dx-    i  +  x^  —  X*  —  x""  +  .  .  .  I  =  I      ax  =  — > — > 

On  trouvera,  par  une  transformation  semblable, 


III         t 


'—  dx  = 

..      1  —  X' 


r.  i  +  \J 


1 


7       9        '5        17  8/^  — I        8/1+1  ~  J^     1  —  .z^        ~4       2" 

et  (le  même  la  série 

^  _   '   3        1.35        1.3.57  I.3.5...2AI—  I2A?.  +  1 

4       2-6       2.48       2.4.610  2.4.6. ..2/i       in-\-  ^'^  "  \ 

est  égale  à 

515.  Considérons  la  somme     ' 


0 


T 


Il  n[n~\)        I  n{n—\){n  —  i)        i 


1-  (— ij" 


I 


tn       m+jj  1.2       m-hip  1.2.3  m  +  3/>  m -\- np 

elle  est  égale  à  l'intégrale 

c'est-à-dire  à 

Jf-"''dx[i  —  6-1"=)", 
o 

qui  devient,  en  posant  e-'''^  =  z. 


r 

_  __  p /  _  1.2...  (I 


-    /      2"        (I  -Z)"dz= 

r    V  o  -ri 


''47>'"-']"''™(f-)-(?H 
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Pour  appliquer  cette  formule,  proposons-nous  le  problème  suivant 
Transformer  la  série 


n       (w-i-2)(i — x)       [n-\-^]'\i  —  x/       (nH-6)(i — xi' 

en  une  autre  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x, 

Eli  développant  les  différents  termes  et  supposant  bien  entendu  x  moindre  que 
l'unité  pour  que  les  développements  soient  convergents,  on  voit  que  le  coefFicient 
de  x^  est 

I  I       ,  I        O  —  I  )  (  r  —  2  ) 

r  —  1  )  — 


71  +  2  W  +  4  (/H-6j  1.2 

c'est-à-dire  précisément  la  somme  (i)  changée  de  signe  dans  laquelle  m  est  rem- 
placée par  n  +  1,  p  par  2  et  n  par  a'  —  i  ;  on  en  conclut 


I                              X 

"(- 

x^ 

-+-4)(i  —  ^) 

.+... 

n       [n  -h  i){\  —  x) 

I                 X 

2 

x' 

7  +  : 

2.4 

X^ 

n       n  -\-  1       n  +  2  «  -h  4       (  w  +  2   (  «  +  4  )  '^  +  6 

Si  l'on  pose 

X  =  sin'0, 

-^^=  tangue, 

I  —  X 

cette  équation  devient 

I        tang'^0       tang*0       tans"  9 
n        n  -h  2.         n  -+-  /^         u  -\-  6 

I         sin^û  2sin'0  2.4sin*9 

~"  71  71-1-2  (  7^  -I-  2  )  'v  «  H-  4  )  (  7i  +  2  i  {  71  -f-  4  j  (,  W  -+-  6  ) 

Si  l'on  fait  n=  i,  d'après  la  formule  connue 

.  .       langue       iang'9 

9  =  laiigÔ ~ \ ^ •  •  • . 

on  aura 

0      sin-G       2siM*0        2.4sin"9 

tangO  ""  3  3.5  3.5.7 

516.  Cherchons  encore  à  représenter  la  fraclion 

1 

p(p-hi).  ..  {p  -hn) 
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On  a  f293; 

I  _         Tip) 


pip+i).  .  .  {p  +  n)       T(n-^p+i} 
Mais  (322)  . 

'^^^^^^-±^=Bip,n+.)=f\.-a:)^x'-^dx. 
T{n-^p+i]  '  X 

Le  problème  est  donc  résolu  par  la  fornnule 

-     ^- —r= — ^- /     {i  —  X)"  xf-'  dx, 

p[p  +  i).,.[p^n)       Y[n  +  i)J^    ■ 

à  laquelle  on  pourrait,  bien  entendu,  en  substituer  une  infinité  d'autres. 
Proposons-nous,  pour  appliquer  la  formule  précédente,  de  sommer  la  série 

~~  p  {p-\-i). .  .  {p  -h  n)       \p  -h  m){p  -h  m  +  i). . .  [p  +  m  +  n) 
on  aura 

S  =  =^7 T    /     (i  —  ^)"  ixP-'  +  xP^""'  +  -..)dx  = 5 ■ — — — - —  dx, 

et  de  cette  formule  on  peut  déduire  la  sommation  d'un  grand  nombre  de  séries 

1.2.3       3.4-5       5.6.7  ^  Jo      I— -^  2 

1  1  I  1    f'^  {I  —  xj^  X   ,         3        , 

+    ,     ^    ^   +  T. ô  +       •  •  :~  -      /         ' —  dx  :=y  —   11, 

'     -    ^  '-     -     "  -2  J^  i  —X'  4 


2.3.4       4-5-6       6.7.8 

7:^:y"4^4-5.6.7  +  7.8.9..o    ■"'--&],      i-x^  '"^-6       4       "^sv^S^* 

517.  Considérons  la  série  Irès-célëbre 

a. S  a(aH- i)  l3(S-f- i)     , 

(2)  i  -\ ^x-h— \^^^     .    ^  x'-{ , 

I .  y  1.2.  y(y  +  i) 

et,  en  la   supposant  convergente,   proposons-nous  de  la  convertir  en  intégrale 
définie. 

On  a  (293) 

a ( a  +  I ; . .  .  'x  -h  n  —  i)  — 


r(a) 

0/0         N        ■  n  ^       r(8  H-  n) 

(3(l3-n)...(S  +  n-0^      Y^^)     ' 

T{y-hn) 
'        y(y4-i)...(y-4-n-i)=  -^^7^' 
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et  le  coeTficient  du  terme  général  de  la  séi'ie  est  par  conséquent 

T{a-hn)T{^  +  n)Tiy)      ^      T(oc  +  n)      Tiy} T{^-h  n)T{y  —  P>) 

I.2....  Air(a)r([3)r(y  +  n)"  r(a)r(Ai  +  i)  rfp)r(y  — (3)  riy  +  w)"       ' 

c'est-à-dire  (322) 

TU)T[n-^i)  r([3)r(y-[3)  J„    • 

et  par  conséquent,  en  faisant  entrer  =t; — ^, — '- —  sous  le  si^ne  /  ■>  la  série  (2)  est 

^  ^  1  (  a  1 1  (  /i  -i-  1 1  J 


eaaie  a 


r((3)r(y-p)  Jo  ^       '  L        r(a)  r(,a)     1.2 

H 1-  •  •  ■     • 

Y  [a)       i .1. .  .  n  J 

La  série  placée  entre  parenthèses  sous  le  signe  d'intégration  est  égale  à 

a  UX        (  a  +  I  ')  a     ,  f  a  +  2  )  i  a  +  i  )  a     ,     , 

I  +  - — —  H —  m'  x^  -h  ■ —7^ u^  X-  -\-  •  •  '  ' 

I  1.2  I  . 2 . i 

Elle  représente  le  développement  de  (i  —  uxf'^\  on  a  donc  enfin 

i.y  i.2.y(y4-i)  1(^)1(7  — (3)  J^ 

Si  l'on  suppose  ^  =  i ,  il  vient 

^^^  '-^77);"^       i.l.y(yH-r)      -^ 

_        ir(y)  /-■,,_,,,     „._.-.-.  .7„_r(y)r(y-^-«}/ 


- — —    r  u}-' {i  —  u)i-'^-^-uln 


-r(P)r(y-(3)J„     •      ^-  '  r(y-(3)r(,y-a)^ 

cette  formule  n'étant  exacte,  bien  entendu,  que  lorsque  le  premier  membre  est 
une  série  convergente,  c'est-à-dire  lorsque  (I,  242)  «  H-  jj  est  moindre  que  7  +  i . 
On  a  (322) 

r(P)r(y-^^r^,. 
r(y)  Jo        ■ 

par  conséquent  la  formule  (3)  peut  s'écrire 

/    ?<?-'  (i  —  u)t-^-'  (i  —  xuy  du 
^  0 


(5  IH ^  X  -n ^ ^-^--^ X 

I.  y  1,2.  y  (y  H-  Il 


/    u^''  (i  —uy-°^-'  du 
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518.  La  série 

peut  se  déduire  de  la  précédente  en  posant  a;  =  ^  et  supposant  ensuite  que  a  croisse 
indéfiniment.  Le  numérateur  du  second  membre  de  (5)  devient  ainsi 


lim.  /     u 


?-!,,_  „,v-?-.  (i_  ^iT)     du. 


Mais 


et  par  conséquent 


lim,  (  I  —  —  )     =  e"}. 


[3  3(3+1)        ,  s(S+i)(S  +  2) 

i.y'         i.2.y(y  +  i)'^         i  .2.3.  yfy  +  i)  (y  4- a) 


r(7. 


/     u^-'îi  —  u}">-^-'  e"y  du. 

t/O 


r((3)r(y-[3) 
519.  On  a 


I  .  3 . 5  .  .  .     2  71  —  3  I  (  2  /i  —  I  ;  .         ,  ,      ,      , 

2" 


Dans  la  série 


^^?"'+7y^'°^-^---i'2.3.../.^"'" 


où  '^[x]  désigne  une  fonction  quelconque,  remplaçons  chaque  coefficient  par  sa 
valeur  déduite  de  la  formule  précédente 


I  .  3  ...   2  «  —  I    2-" 


I    r°° 

— zz    I       e-^'x^"dx, 


I  .  2  .  3  .  .  .  /i  1  .  2  .  3  ...   2  «        2"  1.2.3 

elle  deviendra 

«      C^         t   ,    r    ,  {iaxYo"{o-:  iiaxr         ,„.    ,  1 

s/tT  J-cc  I  1-2  1.2.3...   2/1^     '  J 

et  comme  on  a,  quel  (jue  soit  l'entier  n, 

I       e-"'  x''"~^Wlx  =^  o, 

J 30  ' 

on  peut  ajouter,  dans  la  série  (jui  multiplie  c  -^'j  les  termes  qui  complètent  le  dé- 

I.    Cnlc.  int.  63 
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veloppement  de  (d[i7.x),  et  l'on  a  enfin 

S  =  — =    /       e~~''' <^[ia.x)  dx. 


\Jt. 


t:  J  —  'x, 


En  remplaçant  a  par  \Ja,  multipliant  les  deux  membres  par  cly,  et  intégrant  entre 
les  limites  a=^  Oy  c/.=  i,  on  en  conclut 

© ( o )  H-  ^ h  •  •  •  H ^— ^; —  H =  — -    /        e-^- dx  \      o{ix  \ic/.)  dot.. 

1.2  I.2.3...(n  +  J)  ^T.J-rj,  Jo  ~ 

Si  l'on  pose,  par  exemple, 

<p(a7  ;  =  cos.r, 
on  a 


I '- 1 ^  —  . . .  z^  1       e-^^dx  j     ces  (2a;  ya)  doc. 

\TC  J —  ce  Jq 


l  I 

1.2  1.2.3 


La  série  qui  forme  le  premier  membre  est  égale  à  i  —  e-*  — Quant  au  se- 
cond membre,  on  peut  le  réduire  à  une  intégrale  simple.  On  a  en  effet 

J^'         /         r\  J  r^   1     (         i- x'^  a         0.'' x'' oC-  \ 

0  Jo  \  1-2  1.2.3.4  / 

'2}  X-    l  2^  X^         I  1^  X^  I 


1.2   2       i.2.3.43_      1.2.3.4-5.64 
sin2ar  I  cos2.r       .rsin2x  —  sin'.r 


X  7.x'  ix'^ 

et  par  conséquent 


X^         .  X  sma.^-  —  sin^.r   , 
e-^" : dx 
-X 


xs'xnix  —  sin^.r   ,         e — i 
_  ^ dx  =■ 


et  en  remarquant  que  la  fonction  intégrée  étant  paire  on  peut  prendre  o  et  ce 
pour  limites  et  doubler  l'intégrale,  on  en  déduit 

J^^       „.rsin2.r  —  sin'ji'    ,          e  —  i    ,- 
e-^- dx  = \Jt:. 
0                          x^                            ie     " 

520.  Cbercbons  encore  à  exprimer,  par  des  intégrales  définies,  le  plus  grand 
coefficient  de  la  puissance  2/1  d'un  binôme,  c'est-à-dire 

in  {in  —  i). .  .    n  +  \ 


1.2.3...  n 
Ce  coefficient  est  évidemment  le  terme  indépendant  de  e*^'-'  dans  le  développe- 
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ment  de 

En  réunissant  les  termes  également  distants  des  extrêmes,  ce  développement 
prend  la  forme 

Ao  + A,  ces  2  a  +  A2  cos4a  +.  .  .  -f-  A„  ces  an  a, 

et  Aq  est  précisément  le  coefficient  que  nous  voulons  calculer. 
On  a,  quel  que  soit  le  nombre  entier  k. 


f 


ces "2 /i  a  r/a  =  o; 


par  conséquent 


on  en  déduit 


(eav/-'+  e-''^^'f'"dx--  -  A», 


G  os'"  ad  a. 


et  le  problème  est  ainsi  résolu, 


521.  Poisson  a  résolu,  en  suivant  une  marche  analogue,  un   problème  beau- 
coup moins  simple  qui  s'est  présenté  à  lui  à  l'occasion  du  calcul  des  probabilités. 
Considérons  le  produit 

(6)  (?</?,  +  vq,){up^  -f-  vq-,).  . .  [up^  +  vq.^). 

Le  coefficient  de  11"^ v"  y  représente  la  probabilité  pour  que,  sur  /?  épreuves  assi- 
gnant à  deux  événements  contraires  A  et  B  les  probabilités  successives/?,,  q^,  p., 
^2>---«/'/M  f]rn  le  premier  arrive  m  fois  et  le  second  n  fois. 

Pour  transformer  ce  coefficient  en  une  intégrale  définie,  posons 

le  produit  il'"  v"  deviendra  ^''^-''^'^v^-',  et  tous  les  autres  termes  renferment  des  expo- 
nenlicUes  différentes,  car  la  somme  ?»  H-  n  est  la  même  pour  tous  et  égale  à  /jt,.  Si 
donc  on  désigne  par  X  ce  que  devient  le  produit  (G)  après  la  substitution  (7),  le 
coefficient  cherché  U  est  égal,  on  le  voit  aisément,  à 

(8)  _L    P  Xe-("'--'0'v^=^  J^. 

63. 
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On  a,  en  effet,  pour  toutes  les  valeurs  inégales  de  m  et  de  m  , 

I      e''"v^-'  e-"''^\'-'  dx  =  o, 
et  pour  m  =  m' , 

I  ^.-„,s^/-i  g,«xv'-i  clx=:  dx  =  1-. 

La  formule  (8)  donne  donc  une  solution  du  problème  :  on  peut  en  éliminer  les 
imaginaires.  ^. 

On  a,  à  cause  de  /?,  -+-  ^,  =  i , 


Soit 


il  en  résultera 
et  si  l'on  fait 


Pi  e'\  -'  4-  qi  e-^\/-'  =  cos.r  +  (  />,  —  qi  ;  \^-~  i  sin x. 

cos^^  +  (p,  —  qiY  s'uVx  =1  Pi  =  I  —  4/>i  qi  sin'.r, 

I 

-  cos.r  =  CCS  es,, 
P' 

I 

-    Pi  —  Qi  sin  X  =  sin  o, , 


?</>,  +  Vq,  ■=:zpie~-'\'-'  , 


p,p,...  p^  =  Y, 

Cpi    -h   9j   +.    •    .+    9;i.   =  J, 

le  produit  désigné  par  X  deviendra 

et  l'expression  (8)  du  coefficient  cherché  est  par  conséquent 

I    r^  v^--^  r^ 

—    I      Y  ces  Ir  —  f  m  —  n  )  x]  dx  -\ 1       Y  sin  [  r  —  (m  —  n)x]  dx. 

La  seconde  intégrale  est  nécessairement  nulle  puisque  le  coefficient  U  est  réel.  On 
peut  voir  qu'en  effet  elle  se  compose  d'éléments  égaux  deux  à  deux  et  de  signes 
contraires,  et  l'on  a  enfin,  pour  l'expression  cherchée, 

(  Q  )         U  =  — -    /      Y  ces  \  r  —   m  —  n  x]  dx  =^  -    f     Y  ces  \  r  —  m  —  n   x]  dx, 

et  l'intégration  pourra  s'effectuer  par  les  règles  les  plus  simples  du  calcul  intégral. 
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Dans  les  cas  simples  et  lorsque  les  facteurs  sont  peu  nombreux,  il  serait  plus 
aisé  (le  faire  la  multiplication  directement,  mais  il  en  est  tout  autrement  lorsque 
leur  nombre  est  très-considérable  et  que  l'on  veut  seulement  calculer  le  résultat 
par  approximation.  Si  /j,  en  effet  est  un  très-grand  nombre,  les  facteurs  o,,  dont  le 
produit  est  égal  à  Y  étant  tous  plus  petils  que  l'unité  et  en  différant  notablement 
toutes  les  fois  que  x  n'est  pas  très-petit,  tous  les  éléments  pour  lesquels  x  a  une 
valeur  finie  sont  négligeables,  et  l'on  peut  par  conséquent  poser,  sans  erreur  sen- 
sible, 

p'  =  I  —  4  l>i  (Ji  sin^r  =1  —  4 p,  q,  .^■^ 

c'est-à-dire,  x  étant  très-petit, 

p,=  I  —  -îpiqixK 

L'erreur  commise  est  en  effet  insignifiante  lorsque  x  est  très-petit,  et,  lorsqu'il  ne 
l'est  pas,  l'élément  de  l'intégrale  est  négligeable  aussi  bien  que  celui  qu'on  lui  sub- 
stitue. On  aura  alors,  en  regardant  toujours  x  comme  très-petit, 

l^i  —  ~ij),qiX-, 
lo  lY  r=:  —  x"  '  ?,/>,  (/,  -+-  9. p.  q,-\-  . .  .-h  2p.,  q.,)  =  —  p./r'  x-, 

2/>,  7,  +  2/r.  q.,-{-...-h  o.p.,  q.,  =  fj.k\ 


en  posant. 


c'est-à-dire  en  nommant  k'-  la  valeur  moyenne  du  produit  2/?,^,. 
-  L'équation  (  ïo)  donne 

On  a  aussi,  en  négligeant  x-, 

o,  =  (pi  —  q,)x, 

r  =  Oi  +  (?2-h.  .  .+  o.^  =  xip,-h  p-i-h.  .  .-{-p.^^  —  x,q,-h  q,-h.  ■  .+■  q.,], 

et,  en  nommant />  la  valeur  moyenne  de/?,  et  g  celle  de  Çi, 

r  =  F-^  p  —  ^>» 

cos[ j  —    m  —  m  x]  =  cos^  [u  [p  —  q  ;  —  \  m  —  n  .^, 

et  on  pourra  prendre  enfin 

2  '  i'^ 
^")  11  =  -/      e-''''-^' cosx  [ix{p  —  q    —  {m  —  }i)]dx. 

~  1/0 

Car  les  éléments  de  cette  "intégrale  pour  lesquels  x  n'est  pas  très-petit  sont  évi- 
demment négligeables  à  cause  que  p.A-^  est  un  grand  nombre,  et  les  deux  exprès- 
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sions  (9)  et  (11)  coïncident  approximativement  pour  tous  les  éléments  dont  l'in- 
fluence est  sensible.  On  a  enfin  (182) 

ce  qui,  dans  le  cas  ou  pi  et  qi  sont  constants,  s'accorde  avec  l'expression  donnée 
^320)  pour  la  valeur  approchée  d'un  terme  de  [p  +  qY- 

Transformation  de  la  fonction  X„  en  Intégrale  définie. 

522.  On  a  (199),  en  désignant  par  A  et  B  deux  nombres  réels, 

J^27r  fji^  ^  I      /»27r  ^l^^  ^  27r i-n 

„      A  +  Bv'=Tcoso,  =  Â    /        ,  _^  B  ^cn  eoso  '^  A  l  /^^  ^  ^^^' 

t.'^  A  VA' 


«''O 


Posons 


la  formule  fi3)  donnera 


'  I  —  2  a  ces  9  H-  a'  )      = 


A  =:  I  —  a  COS9, 
B  =  asin9, 


1    r^TT 

27rJo     (I 


(i—  acoscp)  H-  asinçv^— I  COS( 


Développons  les  deux  membres  suivant  les  puissances  de  «.  Le  coefficient  de  a" 
dans  le  premier  membre  est  ce  que  devient  la  fonction  X„  quand  on  y  remplace  x 
par  C0S9;  nommons-le  P,,.  En  l'égalant  au  coefficient  de  a"  dans  le  second  membre 

facilement  obtenu  en  développant  en  série  la  fonction  placée  sous  le  signe/,  on 
trouve 

P„= —    I       (ces 9  —  i/'— I  sin9  coswjVc). 
27:  Jo 

Si  l'on  pose  coso  =  œ,  cette  formule  devient 

:» 

J^27r  r      f^  

'  [x—  dx-^^^i  cosw)" r/w  =  -    /      [x—  sjx'—  i  cosw )%/c). 
0  ~'  ^o 

On  peut  en  conclure  aisément  que,  pour  chaque  valeur  de  x  moindre  que  l'unité 
en  valeur  absolue,  X,,  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  Si,  en  effet, 
dans  l'intégrale  (i4),  on  remplace  chaque  élément  par  son  module,  le  module 
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de  la  somme,  comme  on  sait,  sera  augmenté;  on  a  par  conséquent 


et  tous  les  éléments  du  second  membre  tendent  vers  zéro  lorsque  n  croit  indé- 
finiment. 

523.  Dirichlet   a  donné  une  autre  expression  de  X^,.   On  a,  en  adoptant  les 

notations' précédentes, 

_  I 
(i5)  (i  —  2aC0S9  +  «')"'  — Po+Pia  +  P2a^  +  .  •  .  +  P„a"4- 

Posons 

nous  aurons 

(1  —  ie^\'-'  COS9  4-  e^V-')   "=:?(,+  P,cos6'  +.  .  .+  P„  cosajO  +.  .  . 

+  v/— I  (PiSinS +. .  .+ P„sinAiG  +   ..). 
Si  donc  on  pose 

(i— 2eV-"^cos9 +  e^'v/^)    ^  =  (^  +  YL\J—i, 
on  aura 

(16)  G  =  Pu+ P,  COS0  H- PjCOssO +.  .  .4- P„  cosnO +.  .  ., 

(17)  H  =  P,  sinO  +P2sin5'.9  +.  .  .+  P„sinn9  +.  .  .. 

Les  expressions  de  G  et  de  H  sont  faciles  à  former;  mais  elles  changent  de  forme 
avec  la  valeur  de  0  et  ne  sont  pas  les  mêmes,  suivant  que  cos5  est  plus  petit  ou 
plus  grand  que  cos^p.  On  a  identiquement 

1  —  -2 6; S'-'  ces 9  +  e'^H''-'  =  ae^-'   cosQ  —  ces 9). 


Si  donc  cosS  >  coso,  sJcosQ  —  eos^  est  réel  et  l'on  a 

-1       -?v/-i  _.  ._■       cos--v'-isin- 

(i  —  2a  COS9  H- a')   -  =  e    *       2    "^  (cosô  —  COS9  )    '  =  -—- —  

V2(COS0—  CCS  9) 

Mais  si  l'on  a  au  contraire  cos5  -<  COS9,  il  faudra  écrire 

.    ô        / —        6 

sm  — h  V  — I  cos- 

-  —  2  2 

(i  —  2acoS9  +  a-j   "  = 1 

V2(C0S9  —  COS0) 
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et  par  conséquent,  dans  le  premier  cas,  cos5  étant  plus  grand  que  cos©,  on  a 

cos  -  6 
(.8)  G 


sl^icosB  —  cos  9) 


—  sin-  0 


\Ji' cosO  ~  coso-) 
et,  dans  le  second  cas,  lorsque  cos5  est  plus  petit  que  cos^, 


I 
sin  - 

20)  G=  ^ 


\'7.(Q.0S(!^  —  COS( 

I    . 

cos-  B 

(21)  H=  ^ 


V/2(C0S(p  —  CX)S0) 

Ajoutant  les  équations    18;,  (19J,  après  avoir  multiplié  la  première  par  sin  -  ^ 
et  la  seconde  par  cos-  6,  on  aura,  en  supposant  cos^  >  cos^, 

(22)  o  =  P„ Sin-  ô  +  P,  Sin-  0  + . . .  +  P„ sin---— i  0  + . . . , 

22  2 

et,  en  supposant  cos5<cos©,  les  équations  (20)  et  (21)  donnent 

*  =.  P„sin-  G  +  P,  sin  -  5  +  .  . .  +  P„  sin  -'-^^  B+.... 


V/2(C0SCp  —  COS  01  2  2  2 

De  même,  en  retranchant  les  équations  ^18)  et  (19),  après  avoir  multiplié  la 
première  par  cos-  0  et  la  seconde  par  sin  -  Q,  nous  en   déduirons,  en  supposant 

cos5  >  COS(p, 

, ^—  -  —  PoCOS~0  +  P,  COS h  P2COS h.  .  .  +  P„COS 0  +  .  .  ., 

V2(COS0  —  COS9)  2  2  2  2 

et,  en  supposant  cos9  <  cos©,  {20)  et  (21)  donnent 

o  =  Po  cos  -  0  +  P,  cos h  P2  cos h . . .  +  P„  cos 0  +  .  .  .  . 

2  2  2  2 

L'équation  (16)  donne  évidemment,  lorsque  n  est  différent  de  zéro, 

2  r^ 

P.,=  -    /     CiCosnBde 


et 
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Gde. 


On  déduit  aussi  de  (17; 


9.    r^ 

-   /     Hsin/i 

^  Jo 


OdO, 


et,  en  remplaçant  dans  ces  équations  G  et  H  par  leurs  valeurs,  on  a  les  deux 
expressions  de  P„  : 


y         cos-0cosn0 
2     I  2 


[7.3 


^  t/o      \/2(COS0  ~  cos 


9- 


p„=-- 


sin-  0  sin/?9 
2 


rtfQ 


^0 


sin-0cosn9 
2 

r      v2(cos9  —  COS0) 

'S 


cos  -  0  sinwO 
2 


^t/o       V/2(COS0  —  cos©)  ^J^        V^2(C0S(p  —  COS0J 

» 
La  valeur  de  P„  serait  donnée  par  la  première  de  ces  équations,  dans  laquelle, 
après  avoir  fait  n  =  o,  il  faudra  diviser  le  second  membre  par  2. 

Solution  d'jtu  problème  plus  général. 

524.    Laplace  a  résolu  un   problème  plus  général   et  indéterminé  comme  le 
précédent  : 

Exprimer  par  des  intégrales  définies  le  coefficient  de  x"  dans  le  développement 
suivant  les  puissances  de  x  de  r expression 


Posons 


(7o  4-  a>  ^  +  aj  ^^  + .  .  .  4-  rt„  X'"  ii\ 


{a,-^n,x-ha,x'  +  .    .  +  n„,x'"f  =  y,-^  y,x  -h  y,x'+  .  .  .  +  y^x-^  .  .  .; 

prenons  les  logarithmes  des  deux  membres  et  égalons  les  dérivées  par  rapport 
à  X  :  nous  aurons 

a,-\-  a,x  +  a,x'  +  ...  +  a,nX"'   ~  jo  +  j,  ^  +  j.^'^H-. .  .  +  _^„:r'' +77.  * 

En  chassant  les  dénominateurs  et  égalant  le  coefficient  de  ^"-'  dans  les  deux 
membres,  on  trouve  la  relation 

(24)    ''«or«+(n-,).,j„..+...4-(n-m)a„.n,_„.  =  ^(«,>V_.+  2«.j_-f...+  ,^^^^^^^^ 
J .    Cale.  int.  n  f 

64 
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et  cette  équation  permettra  de  calculer  le  coefficient  y„  lorsque  les  précédents 

seront  connus.  Pour  y  satisfaire,  posons 

(25)  V  r«=  /     x-"^{x)dx, 

Jp 

et  cherchons  à  déterminer  les  limites  p  q\  q  ainsi  que  la  fonction  oix),  de  telle 
façon  que  l'équation  (24)  soit  satisfaite. 

Cette  équation  devient,  lorsqu'on  y  remplace  y,,  Vo,...,  j„  par  leurs  valeurs 


0  Ç'^  x--^c^{x)dx  +  [n-x)a,  f ^  x''-'c^{x]  dx  +..>-+- [n  ~  m)(uj  ^    x^  '"-^  o{x] 
J  p 


dx 


mttmX""""'  j. 

'p 


En  intégrant  par  parties  les  intégrales  qui  figurent  au  premier  membre,  on  trans- 
forme cette  équation  en 


^{x){a,x"-\-a,  X"-'  +  ...  +  «,«  x'^'"' )J  -  I     cp'i x)dx{ a,  x^  +  «,  ^" 


+  .   .    .  4-  «m  X" 
P 


—  {jA    <S([x)dx{a,  ^"-'  4-  2 rt, ^"-'  +  .  . .  -I-  ma,n  x«-"—  ), 

et  cette  équation  sera  satisfaite  si  l'on  pose 

(  26 )     o  =  cp'(x)  [a,  X"  +  a.  X"-'  +. . .  +  rtm ^^ "" ;  +  acp (^-j  [a,  x"-'  +  2a, x"-^ 

et  en  même  temps 

(   cp(j9)(rto/?"+ «!/>""'  + ■  •  .4-a„,/?"-'")  =  o, 

De  l'équation  (26),  on  déduit 

^7^)  —  ~  /^        rt„  x"  4-  a,  ^''-'  + . .  .  +  a,n  x"-"" 

c'est-à-dire 

d  /«,      ^'^   ,       _!_  ^ 

9'(.r)  ^  \^      .r^        X" 


mamX" 


=  P- 


^  X^  X" 


et  par  conséquent 

(p(^)=«,4- -  +  -,  +  •••  4-  — 
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Les  racines  de  l'équation  '^  (x)  =  o  sont  au  nombre  do  m;  de  plus,  et  c'est  ce  qui 
fait  le  succès  de  la  méthode,  elles  sont,  de  même  que  la  fonction  o  [x),  indé- 
pendantes de  n.  En  les  nommant  a,,  «o,..  ,  a,„,  on  pourra  les  adopter  pour 
valeur  des  limites/?  et  q.  Les  équations  (27)  seront  satisfaites,  et  l'on  aura 

(28)  j„=  /         x"-'(f{x)dx, 
et  on  pourra  prendre  plus  généralement 

(29)  J„  =;  Al    /  .r"-'  Ç(^)  ^/^  +  Ao    I         X''~'  ^[X)dx  -\-  .  .  .-^  km    \  X"-^^[x 


dx. 


A,,  Aa,..-,  A,„  étant  des  coefficients  arbitraires  que  l'on  déterminera  de  manière 
à  faire  coïncider,  pour  «  =  i,  n  =  2,...,  n  =  m,  l'expression  (29)  avec  le  coef- 
ficient correspondant  du  développement;  et  l'équation  (24)  étant  satisfaite,  la 
formule  (29)  représentera  alors,  quel  que  soit  n,  le  coefficient  de  la  série. 

Expression  des  racines  cV une  équation. 

525.  Soit 

o[x)~  X'"  +  A,  X"'-'  -h  A2 x'"-^  +  . .  .  +  Am  =  o 

une  équation  algébrique  dont  les  racines  rangées  d'après  l'ordre  de  grandeur  de 
leur  module,  sont  a,,  aa,...,  a,„.  Nous  allons  exprimer  par  le  moyen  d'intégrales 
définies  la  somme 

i  étant  un  nombre  quelconque  inférieur  à  m,  et  p  un  exposant  entier  arbitraire. 
Il  est  clair  qu'en  changeant  i  en  ^ -+-  i ,  on  aura  une  expression  nouvelle  dont  l'excès 
sur  la  première  sera  af+,. 
On  a 

(30)  o{x)  —  {X  —  X,]{X  —  X,).  .  .{X  —  Xm), 

et  par  conséquent 

(3i)  l(^(x)=  l(x  —  x,)-\-  l{x  —  x,)-h. .  .-h  l{x  —  x,„). 

Soit  k  un  nombre  compris  entre  le  module  de  a,  et  celui  de  «,+,.  Posons 

Les  i  premiers  termes  du  second  membre  de  (3i;  seront  développables  suivant  les 

64. 
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puissances  de  t'  et  les  suivants   suivant   les   puissances   de    A.    On   aura,   par- 
exemple, 


«/ \    ,     ,^         ,__        <y.i         ai  al 


l[x  —  a,  )  =  /  I  I ^  j  +  /jt"  =  Ix 

l[x  —  a.i+^)  —  l[  I )  H-  /(—  «,-+,)  =  /(—  «/+, 


Si  l'on  développe  de  cette  manière  tous  les  termes  du  second  membre  de  ("3i)  en  y 
remplaçant  successivement  x  par /:e"\''~'  et  par  ke''^^''^  ,  et  faisant  la  somme  et  la 
différence  des  résultats  obtenus,  on  aura 

/(p  (  A-éî"  *^-^  ;  + /cp  ( /re  -  ^V=' j 

V^  '  a:                      a.'                                    V^™     i                k                      ff- 
=  ///»'—  2  >      -Ç-'  COSO)  -f    — "-   COS2  0J +■•+?.  >  locl- COSCi ^-  C0S2C.  H 5 

I  

=  ic.3  -+-  >    -,-  sinw  H-  ~-  sin2co  +•••—>        -  sin ro  + 


■    — -  sin2w 
2a„ 


Multiplions  les  deux  membres  de  ces  équations  respectivement  par  cosputdd)  et 
par  sin/?&oâ?co,  et  intégrons  entre  les  limites  o)  ■— —  n  et  «  =  +  ;:,  nous  obtien- 
drons, en  ayant  égard  aux  formules  (138;, 


— -    /       [/9(e*"v/-' j  + /ci}fe-*""v'-')  j  cos/jo)  J( 
2-^  J_- 


I     /  >       II''  /     r  î  I 

=  -y-  ^  a/'  +  a''  +  .  .  .  -4-  a^;,    H (   -;, h 1 h  -  - 


'1  +  7. 


2Trv/— I  J —Tt 
et,  de  ces  deux  formules,  on  déduira  les  sommes 


'f-.. 


yj;  +  a';  +  .  .  .  +  af  , 

I  I  I 

1 1-  •  •  •  H 

a':  ,  .        a(  ,  ..  a., 


exprimées  cbacune  au  moyen  d'intégrales  définies. 

Nous  n'insisterons  pas  sur  ces  formules  plus  curieuses  qu'utiles,  données  par 
Jacobi  dans  l'un  de  ses  premiers  Mémoires. 
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Fonctions  génératrices  (V  Ahcl. 

526.  Abel  a  résolu  plusieurs  problèmes  de  la  nature  de  ceux  auquel  est  consacré 
ce  chapitre  en  substituant  à  la  recherche  d'une  fonction  inconnue  celle  d'une  autre 
fonction  que,  suivant  une  analogie  déjà  signalée  par  Laplace,  il  nomme  \'a  fonction 
génératrice. 

Si  l'on  a 

o[x)=  j      e-"ï{z)dz, 

V{z)  est  nommée  la  fonction  génératrice  de  '^(oc),  ^p{œ)  est  la  déterminante 
de  F{z). 

Abel  ne  s'est  nullement  occupé  de  rechercher  s'il  est  vrai  qu'à  toute  fonction 
correspond  une  fonction  génératrice,  ni  à  plus  forte  raison  comment  une  fonction 
étant  donnée,  on  peut  en  trouver  la  fonction  génératrice. 

Un  géomètre  anglais,  Murphy,  a  donné  de  ce  problème  une  solution  qui,  malgré 
les  cas  d'exceptiorï  très-nombreux  qu'elle  présente,  mérite  d'èlre  rapportée. 

Si  l'on  a 

o{a:)=  f     e-"F{z)dz, 
en  posant  e~^  =  t  et  nommant  <i^{t]  ce  que  devient  F(s),  on  en  conclura 

J  o 

Murphy  énonce  le  théorème  suivant  : 

La  fonction  <]^{t)  est  le  coefficient  de  -  dans  le  développement  de  (p(^)  t"^  en  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  x. 

Supposons,  en  etl'et,  que  (^(oc)  soit  développable  en  série  de  la  forme 

(    \      A,       A,       A3   , 

'  ^  X         x^        x'' 

On  a  identiquement 

Développons  les  deux  membres  suivant  les  puissances  de  -  et  égalons  les  coefïi- 
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cients  de  --  On  aura,  en  nommant  T  le  coefficient  de  -  dans  le  développement  de 


a 

cp(rt) 

7^' 


i/o 

mais,  par  hypothèse, 


dt  =  coeff.  de  -  dans   ^ 


a  X  —  a 


et 


,     ,        Al        A2        A3 
^  a         a-        a^ 


I  I    /  a        a' 

=  -      IH h  —  + 

a:  —  a       X  \         X       X' 


par  conséquent,  en  multipliant, 


ee    A     ^  A  9^  A,        A2        A, 

coeff.  de  -  dans  — ^ = 1 ^ ;  4-  .  •  ■  =  '^\x), 

a  X  —  a        X        x^       X' 


et  par  suite 

/     Tt'-'dt  =  (^{x), 
J  0 


?(« 


où  T  est  le  coefficient  de  -  dans  -^— ,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  coefficient 
de  -  dans  — —  • 

X  /•'^ 

527.   Quoique  l'ingénieuse  solution   qui  précède  soit  évidemment  soumise  à 
bien  des  restrictions,  elle  peut  être  utilisée  dans  un  grand  nombre  de  cas. 
Cherchons  par  exemple  à  déterminer  la  fonction  ^[t]  telle,  que 

L    ^  X  -\-  m 

t/  0 

On  a,  dans  ce  cas, 

^_[x)  _      t-^ 
P  X  -\-  m 

Or 

t-''  —  e'''=i'-xU+—{ltY , 

1.2 

I  I  1        m        m' 


X  -\-  m  /         m\        X       X'       x^ 

X 


et,  par  la  multiplication,  on  voit  que  le  coefficient  de  -,  dans  le  produit  -- 
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est 


1 . 2 


On  a,  en  effet, 


i"'  t'-^(It= 


s: 

528.  Cherchons  encore  à  déterminer  ^(t)  par  la  condition 
i}f{t)  est,  d'après  le  théorème  de  Murphy,  le  coefficient  de  '-  dans  le  développement 


de  ; ,„,•  Or,  on  a 

(  a:  H-  a 


x'iity 

/-"^  =  e-*''  =  1  —  X  It  -] ^ •  •  •  -> 


I.  2 

I    /         (x\~"'       I  ma        m(m -f-i)     a' 


{x-haf       X'"  \         xj  x'"       x'"-^'  1.2         X" 

Le  coefficient  de  -  est 


^n 

i.2.3...im  — i)  \*'"^ '^"  "      1.2       '         /'        i.2.3...(m-i) 
et  l'on  a 


■>"-'("'"-'    l,+  cU+'^^î  + 


f 


/'+«-'/(-]      dt 


.2.3.  ..  (m  —  r)       {x  -h  x] 


En  remplaçant  le  produit  i.  2  .3. . .  fm  —  i)  par  T(m),  on  obtient  une  formule 
exacte  quel  que  soit  m. 

Solution  de  quelques  problèmes . 

529.  Problème  I.  —  Trouver  une  fonction  (p{t)  telle,  que  l'on  ait,  pour  toutes  les 
valeurs  entières  de  n  inférieures  à  un  nombre  donné  m, 

/     ^{t)t''dt=:o. 

J  0 

Le  problème  étant  indéterminé,  nous  pouvons  supposer  à  la  fonction  (p(/)  une 
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forme  particulière 

(û{t)=l-^  A^t   -h  Ait'-h.  .   .->r-  Amt"", 

en  y  introduisant,  pour  rendre  la  solution  déterminée,  un  nombres  de  coefficients 
précisément  égal  au  nombre  des  conditions  à  remplir. 
On  a 


/      olt)i"dt= i 


n  +  /?z  -f  I 

Le  second  membre  est  une  fraction  rationnelle  avant  pour  dénominateur 

(  n  +  I  )  (  /i  +  2  )    .  .  (  ;î  +  m  +  I  ),  , 

et,  comme  il  doit  s'annuler  pour  n  =  o,  n  =  i,...,   n  =  m—i,   il   faut  que  le 
numérateur  soit  de  la  forme 

Cn{n  —  i) .  .  .  {n  —  m  +  i  ). 
Posons  donc 

I  A,  A„,         p        ?i{n—  i).  .  .{n  —  m  -\~i] 


n  -\-  i        n  -\-  a.  ii  -h  m  -i- 1  (  /i  -f  i  )(  /i  -f-  2  )..(«  +  /?H-  i  ) 

et,  en  décomposant  le  second  membre  en  fractions  simples,  on  obtiendra,  par 
l'identification  du  résultat  avec  le  premier  membre,  les  valeurs  de  C,  A,,  Ao,.-, 
A,„,  savoir  : 

^      ,        ,          ,              m(mH-i)        .  m(m  — i)(w  H- 1) (m  4- 2) 

C--{—i)"',     A,  = ^^- ^     A,       ■       ' 


A3 


i.i  1. 2 .  1.2 

m(  /?i  —  I ) (  m  —  2  )  (  m  +  1  )  (  m  -f-  2  )  (  m  H-  3 ) 


1.2.3  1.2.3 

en  sorte  que 

m(m  +  i)  m(m  — i)  (m  +  i)(m  +  2) 

oit]  —  I  — t  + i 

I .  I  1.2  1.2 

m(m  —  i)(m  —  2)  (m  H-  i)(m  +  2)(/n  +  3) 

1.2.3  1.2    3 

et  l'on  reconnaît  dans  le  second  membre  la  dérivée  m"""^  du  produit 


1.2  J        1.2  6. 


1.7..3.  .  .  m      L  i-"^  I        1.2  3.    .m  dl' 

ce  qui  s'accorde  avec  (369). 
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Si  l'on  pose  /  =  -"t  ■^,  on  en  déduit 

'  2 


t{i  —  t)  =  —. —  ,     dt=z  -  dx, 

4  2 


et  l'expression  de  9  ( t)  devient,  on  le  vérifie  aisément, 

I    ^       I  d"'{i  —  x^)"' 

jta*  2'"  t .  2 .  3 .  .  .  m         û^^'"       ' 


ce  qui  (I,  288)  est  l'expression  de  X,„.  Les  limites  o  et  1  de  t  correspondant  aux 
limites  —  i  et  +  i  de  ce,  on  voit  que  le  résultat  précédent  équivaut  à  ce  théorème 
très-important  dans  la  théorie  des  fonctions  X,„  : 

Pour  toute  valeur  de  l'exposant  p  inférieure  à  m,  on  a 

I         scP\m  dx  =  o  ; 

on  en  conclut  que,  p  désignant  un  nombre  entier  quelconque  moindre  que  m, 

/  Xm  \i,  dx  =  O, 

cette  équation  s'applique  évidemment  toutes  les  fois  que  les  indices  m  et  p  sont 
inégaux,  car  l'un  des  deux  alors  est  plus  grand  que  l'autre. 

530.   Problème  II.  —  Trouver  une  fonction  /(x)  par /a  condition 

c/o     [a  —  xY 
On  a  (322) 

Soit  /3  =  I  —  n,  on  trouvera 

r  r-   ,,„    r^a)r(i-n) 


d'où  l'on  tire,  en  faisant  y  =  - 5 


dz 


r(a  H-i  — rt] 


r^a)r(i  — n) 
r(a-<-i-/i) 


I.   Cfl/f.  /«/, 
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da 


En  multipliant  par  — -^    .,.  „  et  prenant  l'intégrale  depuis  a  =  o  jusqu'à  a  =  x, 
on  trouvera 

r(a)r(i-/i: 


r^     da       ç"  -2'-'        _r(«)r(i-/i)  r-^__^-" 

En  faisant  «  =  ^ly,  on  aura 


/     ; — da  =  x''l     -, — ^ — ^ — dr=  — 


r(«-n-f-  i)T{n 
r(a  +  i) 


donc 


.27* 


T(n)T(i  —  n). 


En  multipliant  par  a© (a)  f/a  et  intégrant  par  rapport  à  a  entre  les  limites  o  et  :c  , 
on  trouve 


X 


(^a 


/       ^\x)  ocz''-'  da 


{a 


^  dz  =  T{n)T{i 


J  o 


a   x'^  aoc 


^d: 


Soit 


J9i[y.)  x'^  doL  z=zf[x). 
0 

On  tire  en  différentiant 

J9(a)  y.x"—^  doL  =  f'{x), 
0 

par  conséquent 

c'est-a-dire  (295) 

Revenons  à  l'équation  proposée 

cn{a)=  Ç"  ,J-^  dx. 
^'  X     [a-xy    - 
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Multiplions  les  deux  membres  par  ^—":Jl  . ^—  et  intégrons  entre  les  limites 

zéro  et  œ,  nous  aurons 

sinnTT   /*■'       9(a)        ,  sinni:   /"        da  Ç"    f'jx)      , 

~ir'  Jo    [x  —  ay-"    "^  ~   •  t:     J„    'x—a;-"  J^    {a  -  x)" 

donc,  en  vertu  de  réijuation  (Aj, 

Telle  est  la  solution  tort  élégante  qu'Abel  a  donnée  de  ce  problème. 
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CHAPITRE  YIL 

QUELQUES  DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIE. 


Théorème  de  Taylor. 

531.  L'étude  des  intégrales  imaginaires  conduit  à  une  démonstration  du  théo- 
rème de  Taylor  par  laquelle  les  conditions  d'exactitude  et  de  convergence  énon- 
cées (I,  380)  sont  immédiatement  mises  en  évidence. 

Soit  (d[z)  une  fonction  de  la  variable  imaginaire  z\  supposons-la  finie,  continue 
et  bien  déterminée  pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est  inférieur  à  une 
limite  R.  On  entend  par  là,  ainsi  qu'il  a  été  expliqué  (I,  380),  que  pour  toute  valeur 
de  z  de  module  inférieur  à  R  la  fonction  est  finie,  qu'elle  n'a  qu'une  seule  valeur, 
et  que,  de  plus,  pour  un  accroissement  infiniment  petit  dz  attribué  à  z,  le  rapport 
de  Taccroissement  de  la  fonction  a  celui  de  la  variable  est  déterminé  et  indépen- 
dant de  z. 

Soit  a  une  constante  de  module  inférieur  à  R,  la  fraction 

cp(z)—  cp(«) 
z  —  a. 

a,  d'après  nos  hypothèses,  une  valeur  finie  et  déterminée  pour  toute  valeur  de  z 
de  module  inférieur  à  R.  Le  numérateur  est  en  effet  toujours  fini,  et,  si  l'on  sup- 
pose z  =  a,  la  fraction  se  réduit  à  9'  a.. 
D'après  cela,  l'intégrale 

J  2  — a 

prise  autour  de  la  circonférence  du  cercle  de  rayon  R  ayant  l'origine  pour  centre, 
est  égale  à  zéro  (335),  et  l'on  a 

Jz—ajz—a 
Les  intégrations  étant  effectuées  autour  de  la  mémo  circonférence.  Le  second 
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membre  de  l'équation  (2)  se  calcule  aisément.  On  a  (344) 

et  par  conséquent 

dz  =  27:  y/— I  9(a:). 


/^ 


L'équation  (2)  donne  par  conséquent 

Pour  tous  les  points  du  cercle  le  long  duquel  on  intégre,  le  module  de  :;  est  égal 
à  R  et  plus  grand  par  conséquent  que  celui  de  a.  On  peut  donc  remplacer  -— 
par  la  série  convergente 


I   /  XX-  a" 

z  \  z        Z^  z" 


et  l'équation  (3)  devient 


(4)  ?(«)=--!=.  fî-i£)rf.f,  +  »  +  ?!  +  . ..  +  ?!  +  . 

271  y/— I  J        -2  \  z         Z-  Z" 

Si  l'on  pose  par  conséquent 

l'intéi^rale,  prise  le  long  d'une  circonférence  pour  aucun  des  points  de  laquelle  la 
fonction  ne  devient  infinie,  est  évidemment  finie  et  déterminée,  et  l'on  a 

i^>  '9i^)= F=^(A„  +A,  a  + A,a^'  +  .  .  . -4- A„  a"  h- .  .  .). 

27:  y/  — r 

La  fonction  (p[ûc)  est  ainsi  développée  en  série  convergente  ordonnée  suivant  les 
puissances  de  a. 

La  possibililè  du  développement  étant  démontrée,  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés  devient  légitime.  En  faisant  a  =  o  successivement  dans  l'équation  (6j 
et  dans  ses  dérivées  prises  par  rapport  à  a,  on  trouve 

'-:)  A   —  2  7r  V  — 1  (p"(o) 

I .2.3. . .  n 
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et  enfin 

y.-  oc" 

(8)  9(aj=9(o)  +  a9'(o)+  —  cp"(o)+ \-  -^-^ 9"(o)h 

C'est  la  formule  de  Taylor  qui  se  trouve  ainsi  démontrée  pour  toute  valeur  de  la 
variable  dont  le  module  est  inférieur  à  celui  pour  lequel  la  fonction  peut  devenir 
infinie  ou  mal  déterminée. 

532.  La  comparaison  des  équations  (5;  et  (7;  donne  la  formule 

OÙ  l'intégration  est  effectuée  sur  le  contour  du  cercle  de  l'ayon  R,  ayant  l'origine 
pour  centre. 

533.  La  démonstration  précédente  suppose  que  la  fonction 

o{z)  —  o(a) 


Z  —  X 


ne  soit  pas  infinie  pour  z  =  a  ei  que  par  conséquent  la  dérivée  9'(«  ne  devienne 
pas  infinie.  Cette  condition  sera  toujours  satisfaite,  et  quand  une  fonction  est  bien 
définie,  finie  et  continue,  la  valeur  de  la  dérivée  est  toujours  finie. 

La  série  (6)  est  démontrée  en  effet  pour  les  valeurs  de  c<  qui  ne  rendent  pas  9' (a 
infini.  Mais  les  deux  membres  de  l'équation  (6)  sont  (I,  267;  des  fonctions  con- 
tinues de  a  et  ne  peuvent  être  égaux  pour  les  valeurs  de  a  infiniment  voisines 
de  celles  pour  lesquelles  l'exception  est  à  craindre  sans  l'être  aussi  pour  celles-là. 
Le  développement  est  donc  applicable  à  tous  les  cas,  cl  l'on  en  conclut  que  la 
dérivée  9' (a)  ne  peut  pas  devenir  infinie. 

Théorème  de  Laurent. 

534.  Lorsqu'une  fonction  devient  infinie  pour  la  valeur  ;:  =  o  de  la  variable, 
elle  ne  peut  pas  évidemment  être  développée  en  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières  de  z,  mais  on  peut  quelquefois  remplacer  ce  développement  de- 
venu impossible  par  un  autre  dans  lequel  figurent  les  puissances  positives  et  néga- 
tives de  z. 

Soit  ©(^j  une  fonction  continue,  définie  sans  ambiguïté  pour  chaque  valeur  de  z 
et  restant  finie  ainsi  que  sa  dérivée  lorsque  le  module  de  z  est  compris  entre  deux 
limites  R'  et  R".  Soit  a  une  constante  dont  le  module  soit  compris  entre  les  mêmes 
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limites,  la  iVaction 


z  )  —  cp  (  a  ) 
z  —  y. 


est  finie  et  continue  pour  les  valeurs  de  z  qui  correspondent  aux  points  du  plan 
compris  entre  les  deux  circonférences  de  rayon  R'  et  K"  décrits  de  l'origine  comme 
centre.  L'intégrale 

J  z  —  a 

a  par  suite  la  même  valeur  quand  on  la  prend  le  long  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces 

circonférences.  En  désignant  par  /  et  /  les  intégrales  relatives  à  ces  deux  con- 
tours, on  a  par  conséquent 

(,„)  C  ^-'^'~^'^'  d. = C"  î'-^-^^^  </., 

et,  en  transposant, 

,/        z  —  X  J        z  —  a.  J        z  —  y.  J       z  —  y. 

R"  étant  plus  grand  que  R',   le  seul  point  par  lequel  la  différentielle  -îifLl  ^^ 

devienne  infinie  est  intérieur  au  cercle  R"  et  extérieur  au  cercle  R'.  On  a  par  con- 
séquent 

-y- — -  az  -^i-o^y)  sj  —  I, 


z  —  a 


az  =  o. 


Le  premier  membre  de  (ii)  se  réduit  donc  à  2;:  y/  —  ''  9{^j-  Pour  transformer  le 
second  membre,  remarquons  que  pour  les  valeurs  qui  correspondent  aux  points 
du  cercle  de  rayon  R",  le  module  de  :;  étant  supérieur  à  celui  de  oc,  on  a 


I  I   /  y.        y.-  y" 

— =r  -      I  H ^-  -      -t-  .  .  .  H ,_ 

Z  —  a       Z  \         z        z^  z" 


Pour  les  valeurs  qui  correspondent  aux  points  du  cercle  de  rayon  R',  le  module 
de  z  est  inférieur  au  contraire  à  celui  de  c/.,  et  l'on  a 


i  /         z        z'  z" 


z  —  a  y.  \  y.        y.  y" 

Remplaçons  dans  chacune  des  intégrales  (jui  forment  le  second  membre  de  fii) 
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—    par  la  série  convergente  qui  lui  est  égale,  et  la  formule  devient 

z  ~~~  ce 

(12)      27:  V—  I  ?(«)  =  I        -V'  dz  -hcc  J^-^-  dz-] \-  a"  ^^_^-^  dz  -\ 

I  r^'  1  r^' 

+  -/        o{z)  clz -{-■■■  -\ /       z"'-' a{z)dz -{- 

La  fonction  q{z)  ne  devenant  infinie  pour  aucune  valeur  de  z  correspondant  au 
contour  de  l'un  ou  de  l'autre  cercle,  les  coefficients  de  cette  formule  sont  finis  et 
l'on  voit  que  (p(«)  est  développable  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  posi- 
tives ou  négatives  de  la  variable. 

La  démonstration  n'impose  à  a.  qu'une  seule  condition,  celle  d'avoir  un  module 
compris  entre  R'  et  R".  Si  la  fonction  considérée  ne  devient  infinie  pour  aucune 
valeur  de  z  de  module  inférieur  à  R',  l'intégrale 


/ 


R' 

2"-'  (^[z)dz 


est  égale  à  zéro,  et  l'on  retrouve  le  développement  suivant  les  puissances  positives 
de  la  variable. 

Quelques  propriétés  des  fonctions  bien  définies. 

535.  La  possibilité  de  développer  en  série  convergente  toute  fonction  finie  et 
bien  déterminée  d'une  variable  entraîne  des  conséquences  très-importantes  dont 
l'influence  sur  l'étude  générale  des  fonctions  et  sur  l'ensemble  du  calcul  intégral 
devient  chaque  jour  plus  considérable. 

Nous  indiquerons  dès  à  présent  quelques-uns  de  ces  théorèmes  et  dont  nous 
aurons  à  signaler  plus  d'une  conséquence. 

Lorsqu'une  fonction  9(2)  d'une  variable  z  s'annule  pour  une  valeur  ;;  =  a  de  la 
variable,  a  est  une  racine  de  l'équation 

a)(  2)1=0, 
et  si  la  fraction 

?(-z) 

{z  —  ce  )'" 

prend  pour  z  =  a.  une  valeur  finie,  le  degré  de  multiplicité  de  a  est  7n. 

Quand  la  fonction  (p{z)  est  bien  déterminée,  le  degré  de  multiplicité  de  chaque 
racine  est  toujours  un  nombre  entier. 

Décrivons  en  effet  autour  du  point  qui  correspond  à  :;  =  «  un  cercle  assez  pelit 
pour  que  la  valeur  de  9(2)  relative  à  aucun  point  de  son  intérieur  ne  soit  infinie, 
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posons 

(p(z)  =  cp(a  +  z  —  a), 

et  développons  cette  fonction  suivant  les  puissances  de  ^  —  a,  nous  aurons,  puisque 

(i3)  9(2)==(p'(a)(z-a)  +  o"(«)^-^^-"i'H-...+o''(a)^''^~'''^"    ' 


2 . . .  n 


Cl  la  série  est  convergente  (531  j  pour  toutes  les  valeurs  de  z  qui  correspondent 
aux  points  de  l'intérieur  du  cercle.  On  en  conclut  évidemment  que  si  ^'(a)  n'est 

pas  nul,  -'-^-  a  une  valeur  finie  pour  z  =  a,  ei  que  «  est  une  racine  simple.  Si 
?'(«)  est  nul,  7-^;;  :,  sc  réduit  pour  £■  =  a  à  ^^\  et  a  est  une  racine  double.  Si 

[^  —  ^j  '  1.2 

I'  I      \         »  1  ^  l  -S  )  '  1     •  o'"f  a  ] 

G5  (a)  est  nul,   -j — --  se  réduit  pour  z  =  a  à  ^-^,  et  a  est  une  racine  triple.  En 

général,  si  les  m  —  i  premières  dérivées  de  o[z)  s'annulent  pour  z  =  a,  le  degré 
de  multiplicité  de  la  racine  est  précisément  égal  à  m. 

Il  est  impossible  d'ailleurs  que  toules  les  dérivées  soient  nulles  à  la  fois,  car 
le  second  membre  de  la  formule  (i3j  se  réduirait  à  zéro,  et  Ton  aurait,  pour 
toute  valeur  de  z,  (p{z)  =  o. 

536.  Le  tbéorème  précédent,  pour  être  bien  compris,  ne  doit  pas  être  séparé 
des  explications  données  (I,  373 j  sur  la  définition  d'une  fonction  bien  définie. 
On  peut  aisément  former  en  effet  des  équations  dont  les  racines  aient  un  degré 
de  multiplicité  fractionnaire  ou  même  infiniment  petit.  Ainsi,  par  exemple,  a  est 
racine  de 

^Z—0i  =  O, 


=  o, 


l{z  —  a) 

et  le  degré  de  multiplicité  est  ^  dans  le  premier  cas  et  infiniment  petit  dans  le 

second.  Mais  notre  tbéorème  ne  s'applique  plus  ici,  parce  que  les  fonctions  sjT^^u 
et  l{z  —  a)  ne  sont  pas  des  fonctions  bien  définies. 

537.  Si  a,,  K,,...,  ^„  sont  racines  simples  d'une  même  équation  (p{z)  =  o,  on 
aura  évidemment 

cp(z)=(3  — a,)(2  — a,)...  {z  —  oc„)^{z), 

^{z)  étant  une  fonction  bien  définie  qui  ne  s'annule  pour  aucune  des  valeurs  a,, 
a.,...,  (/.„  de  la  variable. 

Le  tbéorème  s'étend  au  cas  où  les  racines  sont  multiples,  pourvu  que  l'on  re- 

l.    Cale,  in  t.  '  /?/» 
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garde  une  racine  du  degré  de  multiplicité  m  comme  la  réunion  de  m  racines  égales 
entre  elles,  et  le  facteur  [x  —  ol)'"-  étant  alors  remplacé  par  m  facteurs  égaux  à 
X  —  a. 

538.   Lorsque  la  fonction  (^[z]  devient  infinie  pour  une  valeur  i;  =  a  de  la  va- 
riable, a  est  racine  de  l'équation 

I 


9(2) 


et  le  degré  de  multiplicité  de  cette  racine  est  un  nombre  entier.  Si  nous  le  dési- 
gnons par  m,  la  fraction 

<p(z)(2  — aV" 
aura  pour  ^  =:;  a  une  valeur  finie,  et  par  conséquent  le  produit 

9(2)  (2  —  Cf.)"' 

prendra  lui-même  une  valeur  finie  pour  s  =  a,  et  comme  il  est  évidemment  fonc- 
tion bien  déterminée  de  z,  il  sera  développable  en  série  convergente  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  de  s  —  a,  représentant  exactement  la  fonction  pour  toutes  les 
valeurs  de  z  qui  correspondent  à  l'intérieur  d'un  cercle  suffisamment  petit.  Soit 

9(2)(2  — a/"  =  Ao-)-  A,(2  —  a)  + A2(2  —  a)'  +  •  .  •  4- A,„(2  —  a)'"  +  .  ..J 

on  en  conclura 

t|;(z)  étant  une  fonction  bien  déterminée  qui  ne  devient  pas  infinie  pour  s  =  a. 

539.   Toute  fonction  bien  déterminée  devient  nécessairement  infinie  pour  une  valeur 
finie  ou  ît finie  de  la  variable. 

Soit  9(2)  une  fonction  bien  déterminée  et  supposons  que  pour  toute  valeur  finie 
ou  infinie  de  z  son  module  soit  inférieur  à  une  limite  finie  M. 

Décrivons  un  cercle  de  rayon  arbitraire  R  ayant  pour  centre  l'origine  des  coor- 
données. La  fonction  q{z)  est  développable  en  série  convergente  ordonnée  suivant 
les  puissances  de  z  et  applicable  à  toutes  les  valeurs  (531)  qui  correspondent  à 
l'intérieur  du  cercle.  On  en  conclut  (532) 

9''(o)     _         1  r(s^{z)dz 

l'intégrale  du  second  membre  étant  prise  le  long  de  la  circonférence  du  cercle  de 
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rayon  R.  Mais  on  a  pour  ces  points 

z  =R(coso)  +  \!'—i  sinw)  —  Re"v^-', 
dz  ~  sf^i  R^"\^'  ch>, 

et  la  formule  (9)  peut  s'écrire 

i.2...n       37:R"J„      ^  ' 

et  puisque  par  bvpothèse  le  module  de  cp  (Re^-^^'-')  est  inférieur  a  M,  celui  de 
g-ncoy/iT  ^tgj^^  l'unité,  le  module  de  l'intégrale 


X 


2  7r  


est  moindre  que 


X 


27r 


Mf/cj  =  27:M, 


et  par  conséquent  le  module  de  -^^-^-^  est  moindre  que 

M 

R»' 

et  sa  valeur  est  zéro  puisque  R  est  arbitraire  et  peut  être  pris  aussi  grand  qu'on 
le  voudra.  (p"(o)  étant  nul,  la  série  qui  représente  la  fonction  a  tous  ses  termes 
nuls  à  l'exception  du  premier  9(0)  auquel  la  démonstration  ne  s'applique  pas,  et 
la  fonction  est  par  conséquent  une  constante.  Dans  tout  autre  cas,  il  est  impos- 
sible que  le  module  reste  inférieur  à  une  limite,  vsi  grande  qu'elle  soit,  et  le  tbéo- 
rème  est  par  conséquent  démontré. 

540.  On  déduit  du  théorème  précédent  que  loute  équation 

cp(z)  =  o, 

* 

dont  le  premier  membre  est  une  fonction  bien  déterminée,  a  nécessairement  une 
racine  au  moins.  Si  en  effet  la  fonction  ^{z)  est  bien  déterminée,  — —  l'est  néces- 
sairement aussi  et  il  peut  donc  devenir  infini  (539),  et  par  conséquent  ^(z)  peut 
devenir  nul. 

541.  Les  racines  d'une  équation  peuvent  être  en  nombre  infini,  mais  elles  ne 
peuvent  jamais  former  une  suite  continue  correspondant  à  tous  les  points  d'une 

66. 
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courbe  tracée  sur  le  plan.  S'il  existait  en  effet  une  telle  courbe,  la  racine  a  qui 
correspond  à  l'un  de  ses  points  serait  évidemment  de  degré  infini,  car 

9(2)(z  — «)■■» 

serait  nul  quel  que  soit  m  pour  une  valeur  de  :;  aussi  voisine  de  a  que  l'on  vou- 
dra et  correspondant  à  un  point  voisin  de  la  courbe  qui  représente  les  racines,  et 
cette  hypothèse  f535)  ne  peut  pas  être  admise. 

542.  Lorsque  deux  fonctions  bien  définies  '^{z)et^{z)  sont  telles  que  les  équations 

1  9(2)  =«>         '^(^)  =  o, 

(-4)  !i__ 

aient  les  mêmes  racines  avec  le  même  degré  de  multiplicité,  le  rapport  Y(\  ^^^  ^§^^  ^ 
une  constante. 

Si  en  effet  le  rapport  -~—  n'est  pas  constant,  il  est  lui-même  une  fonction  bien 

définie  de  z  qui  doit  nécessairement  devenir  nulle  et  infinie.  Mais  cela  ne  peut 
avoir  lieu  évidemment  que  pour  les  valeurs  de  z  qui  sont  racines  des  équations  (r4), 
et,  pour  celles-là,  le  degré  de  multiplicité  étant  par  hypothèse  le  même  pour  les 

deux  fonctions,  le  rapport  ~--\  a  une  valeur  finie. 

Il  faut  bien  remarquer  que  le  théorème  précédent  ne  s'appliquerait  pas  si  les 
fonctions  9 (s)  et  ^iz)  devenaient  nulles  ou  infinies  pour  des  valeurs  infinies  de  la 
variable.  La  fonction  é^  par  exemple  ne  devient  nulle  ou  infinie  que  pour  des  va- 
leurs infinies  de  z,  et  par  conséquent,  si  l'on  ne  tient  pas  compte  des  racines  infi- 
nies, les  deux  fonctions  ç)(z)  et  e^(p(s)  deviendraient  nulles  et  infinies  pour  les 
mêmes  valeurs  de  z,  et  leur  rapport  cependant  n'est  pas  constant. 

Série  de  Lagrange. 

543.  Soit  l'équation 

(i5)  u=ix-^ao{u). 

Nous  avons  donné  (I,  313)  le  développement  de  l'une  de  ses  racines  en  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  a.  Nous  pouvons  maintenant  préciser  davantage 
les  conditions  de  convergence  de  la  série  et  le  caractère  de  la  racine  représentée 
parle  développement.  Si  nous  posons  u  —  x  =  z,  l'équation  ((5)  devient 

(16)  z  ■=  ao{x  +  z). 
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Nous  démontrerons  d'abord  le  théorème  suivant,  sur  lequel  M.  Rouché,  profitant 
habilement  des  belles  recherches  de  Cauchy  sur  le  même  sujet,  a  fondé  une  dé- 
monstration très-simple  et  très-nette  de  la  formule  de  Lagrange. 

Si  la  constante  a  est  telle,  que,  pour  toute  valeur  de  z  dont  le  module  est  égal  à  r, 

la  fonction 

ao{x  +  z) 
z 

ail  un  module  moindre  que  l'unité,  et  que  de  plus  ©fa?  -h  2)  soit  finie  et  bien  déter- 
minée pour  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est  inférieur  à  r,  V équation  (  [  6  ) ,  où  Von 
considère  z  comme  inconnue,  aura  une  racine,  et  une  seule,  de  module  inférieur  à  r. 

Soient  en  effet  r,,  Zo,...,  3,„  les  racines  égales  ou  inégales  dont  le  module  est 
inférieur  à  r,  on  aura  (537) 

(17)  2  —  a<p(.r  +  Zj  =  (2— z,  )(2  —  S2).  .  .  f  2  —  Z„,)^|;(z), 

^(z)  étant  une  fonction  bien  déterminée  et  finie  et  qui  ne  s'annule  pas  pour  les 
valeurs  de  z  dont  le  module  est  moindre  que  r. 
On  déduit  de  là 


l{z  —  z,)  -h  l{z  —  z,)-v-...+  l{z  —  Zn,)—  Iz, 


et  en  différentiant 

,      .     d  \     y         acp(.r-4-s)'l        j  ,  ,    , 

^'9^  d-zV\:--~-~z — j-^^(^) 


Attribuons  à  z  l'une  quelconque  des  valeurs  dont  le  module  est  /•,  ^'^  ^' 

'  z 

ayant  par  hypothèse  un  module  moindre  que  l'unité,  /    i  —  --^^^— — -^     est  déve- 

loppable  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  ^-?— ^ — "-',  et 

comme  <^{x-^z)  a  été  supposé  fini  et  continu  pour  les  valeurs  de  z  dont  le  mo- 
dule est  moindre  que  /',  il  est  lui-même  développable  en  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  de  z,  et  par  conséquent 

/  [i  _  «9(^  +  ^)1 

donnera  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières,  positives  ou  négatives 
de  z. 
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i\){z)  étant  aussi  fini  et  bien  déterminé  pour  les  valeurs  de  z  dont  le  module 
est  inférieur  à  r,  l^{z)  est  développable  (531)  en  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières  et  positives  de  :;,  la  fonction  dont  la  dérivée  forme  le  premier 
membre  de  (19)  étant  développable  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  z, 

sa  dérivée  ne  contient  pas  de  terme  en  -,  et  le  coefficient  de  ~  dans  le  développe- 
ment du  second  membre  doit  par  conséquent  être  aussi  égal  à  zéro;  mais  z^,  z^,..., 
z^  ayant  par  hypothèse  des  modules  inférieurs  à  celui  de  z,  les  fractions  qui 
figurent  dans  le  second  membre  sont  développables  en  séries  convergentes,  et  l'on  a 


I  ,    -2*    ,    -Za- 

=   I    H 1 r 


Le  coefficient  de  -  dans  le  second  membre  est  donc  égal  à  m—  i,  et,  puiqu'il  est 
nul,  on  doit  avoir 


m  =  i 


544.  Les  conditions  du  théorème  précédent  étant  supposées  satisfaites,  si  l'on 
désigne  par  z,  la  racine  unique  de  l'équation  (16)  dont  le  module  est  inférieur 
à  r,  et  par  F(^  +  ^)  une  fonction  bien  déterminée,  finie  et  continue  pour  les  va- 
leurs dez  dont  le  module  ne  surpasse  pas  r,  Y(œ-hz^)  sera  développable. en  série 
convergente  par  la  formule 

(20)  F(^4-z,)  =  F'^)  +  ^F.,^^(p(a:)  +  :^  ^[F'f^'>cp(^^]^-4---- 

H -^ fF'{^)9(^)]"H 

^    I.2.../i   dx"-'    L       ^-  T'^      ^ 

Puisqu'il  n'existe  qu'une  seule  racine  z,  de  module  inférieur  à  r,  l'équation  (18) 
du  numéro  précédent  devient  en  effet 

d'où,  en  multipliant  par  F'(a?4-z), 

Si  nous  donnons  à  z  le  module  r,  les  deux  membres  seront  développables  en  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  z.  Calculons  les  coefficients  de  ^  pour  égaler 
leurs  valeurs. 
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Le  coefficient  de  -  dans  le  premier  membre  provient  seulement  du  terme 


(22 


F'{x  +  zj  II  I 


r   _  «y(^  +  z)~[ 


car  le  second  terme  étant  fini  et  bien  déterminé  pour  toutes  les  valeurs  de  z  de 
module  inférieur  à  z,  est  développable  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  z. 
Le  module  de  ^^^^^^^  étant  plus  petit  que  l'unité,  l'expression  {12)  peut  s'écrire 

-  F'  {X  +  -z  )  f  f  ?'>  +  2  ;  -+-  ~^,  9'y^'  ■+-  ^?  -^ ^  —;,  9i^  -^  2/'-^ J' 

et  le  coefficient  de  -  dans  le  terme  général  est  le  produit  de  -  par  le  coefficient 

1 -^ — ¥{x)CD{xr 

1.2...    n  —  i)  dx"-'      V    /Yv    ; 

de  z'-'  dans  le  développement  de  Y'{x  +  z}  [(f{x  +  z}^".  Le  coefficienl  de  -^  dans 
le  premier  membre  de  (21J  est  donc  représenté  par  la  série 

Dans  le  second  membre  de  (21J  les  deux  facteurs  sont  développables,  el  l'on  a 
Le  coefficient  de  [  forme  lu  série 


qui,  puisque  le  module  de  z  est  inférieur  à  /,  est  convergente  et  représente 

-[F{x-h  z,)  —  ¥[x)\. 
Telle  est  donc  la  somme  de  la  série  (23j,  et  l'on  a 


or 


d 


;24)  ¥^x  +  z,)  =  Y{xt  +  otV{x)^[x)+  -72-^-F^^[?.-^.] 

a"         d" 


lî 


1 . 2 . . .  n  dx 


_F'(:r)[(pi^)]" 
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Si  l'on  prend  la  fo^iction  F(£c-hz}  égale  à  la  variable,  on  aura  le  développement 
de  a^-hz,,  c'est-à-dire  de  la  racine  u  de  l'équation  (i5),  qui  se  trouve  ainsi  dis- 
tinguée de  toutes  les  autres. 

Séries  tn  go  no  métriques . 

545.  Nous  avons  rencontré  déjà  plusieurs  séries  de  la  forme 

Ao  H- A|Sin.2:  +  A2sin2^4-. .  .  + A„sinn^  -+-..., 

mais  les  conditions  de  convergence  et  d'exactitude  n'ont  pas  été  discutées,  et  la 
démonstration  fondée  sur  l'emploi  d'expressions  imaginaires  n'aurait  pu  être 
rendue  rigoureuse  qu'en  anticipant  sur  quelques-unes  des  théories  exposées  dans 
ce  volume. 

Nous  allons  reprendre  dans  sa  généralité  cette  théorie  importante  et  démontrer 
le  théorème  suivant  : 

Une  fonction  réelle  o{x)  peut  toujours  être  représentée  pour  les  valeurs  réelles  de  x 
comprises  entre  —  n  et  +  r.  par  une  série  de  la  forme 

Ao  ■+-  A,  sin  se  ■+-  A^  sin  2.r  +  • .  •  +  A„sin  nx  -ir  .  .  . 
-+-  B,  cos^  -f-  Bj  cos2.r  -|-  .  . .  4-  B„  cos«^  4-  .  . .  . 

Commençons  par  admettre  la  possibilité  du  développement ,  nous  déterminerons, 
dans  cette  hypothèse,  les  coefficients  des  différents  termes  pour  prouver  ensoite 
l'exactitude  de  la  formule  obtenue. 

Soit  donc  l'équation 

(25)  9(5;)=  Ao  +  A,  sina.-+  A, sin  2^+  ...  -h  A„sinn^  +  . . . 

-f-  B,  cos.r  4-  B2COS2X  -+-...  +  B„cos/?:r  +  .  . . . 

Multiplions  les  deux  membres  j)ar  ûnnx  dx  et  intégrons  entre  les  limites  x  ==.—  -, 
^  =  +  71,  on  a,  quels  que  soient  les  nombres  entiers  m  et  n, 


/»7r 

/      sin  nx  sin  mx  dx  =  o, 

J — ^ 

/      smnx  cosmx  dx  =io, 
sin^n^  dx  =  z; 
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et  par  conséquent  l'équation  f25)  donne 


I      (f)(.T}  sinnx  d.v  =  t.  A„. 


En  iTiultipliant  les  deux  membres  de  (aS;  par  v.osnx  dx  et  intégrant  entre  les 
limites  x  =  ~v:,  x  =  -{-  n,  on  trouvera  de  même 


i/  — 71 


cos n.r  dx  =  7rB„. 


Le  coefficient  A^  s'obtiendra  enfin  en  multipliant  par  dx  les  deux  membres  de  l'é- 
quation (a5j  et  intégrant  ensuite  entre  les  limites  —  tt  et  +;:,  on  aura  ainsi 

I         (^{x)dx  ^=  O.Tzka, 

et  par  la  substitution  des  valeurs  trouvées  pour  les  coefficients,  l'équation  (25) 
deviendra 

(^6)  (^{x)  —  -  .    /      o[x)dx 

H —  sin^  /      c^{x)'s\ïïx  dx  ■+s\n9.x  \      (!^{x)sm'?.x dx  +  "  • 

xl      o{x)cosxdx -h  C0S9.X  I      o{x)cosix  dx -\- •  ■  '  U 


COS. 


546.  L'emploi  des  coefficients  indéterminés  est  une  simple  méthode  de  re- 
cherche, et  il  est  indispensable  de  prouver  à  posteriori  VégaWté  des  deux  membres. 
Remarcjuons  d'abord  que  les  intégrales  définies  qui  figurent  dans  le  second  membre 

de  (26)  sont  indépendantes  du  nom  donné  à  la  variable  placée  sous  le  signe  A 

il  est  donc  permis  d'y  remplacer  x  par  une  nouvelle  variable  a,  et  cette  substi- 
tution permettra  de  réunir  celles-ci  en  une  seule  après  avoir  introduit  sous  le  signe 
intégral  les  facteurs  indépendants  de  a  qui  les  multiplient.  La  formule  (26)  devient 


ainsi 


(27)      (f(x)  =  -  j      o{x)dx\^-hcos{(x  —  x)-hcos2{x  —  x)-h...-hcosn(x  —  x)-i-...\' 

Pour  en  prouver  l'exactitude,  nous  allons  calculer  le  second  membre  et  constater 
que  sa  valeur  est  égale  à  (p{x). 

Supposons  d'abord  que  la  série  qui  sous  le  signe  d'intégration  multiplie  f  (oc)  doc 

'•    Caif.  iiit.  (Jn 
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soit  arrêtée  au  terme  cos/zf^a  —  œ),  on  pourra  la  réduire  à  l'aide  de  la  formule 

connue 

sin  I  «  H —  I  (a  —  x) 
— I-  CCS  {oc  —  x)  -\-  CCS  -2  (  a  —  x)  -h  ...  -+•  CCS  n  (  a  —  x)-=  ■-   — 


2sin-  (a  —  x) 

2 


et  le  second  membre  de  ^27)  est  par  conséquent  la  limite  de  l'intésçrale 

/^  s'm  in  -h  -\  {x  —  x) 

I 
'^  2sin-(a  — .r) 

2 

lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

X  étant  par  hypothèse  compris  entre  —  tt  et  +7:,  on  peut  partager  l'intégrale 
en  deux  autres,  l'une  prise  entre  les  limites  —  7:  et  ^,  l'autre  entre  œ  et  n;  en 
posant  dansla  première  oc  =  x  —  2^  et  dans  la  seconde  «  =  ir  4-2/3,  l'intégrale  (28) 
devient 

-(tt  +  x;  _  -(n  —  x) 

/      \      r  /  «\  ^fl  sin(2n-4- i)S        f^  ,^  sin(2/i  + 1)  3 

-  (tu-  07)  et  -  (îT  —  a?)  étant  l'un  et  l'autre  compris  entre  zéro  et  n,  chacune  de  ces 

intégrales  (284)  a  pour  limite  -(p(^),  et  l'expression  (29),  qui  est  leur  somme,  a 
pour  limite  nr^{x),  ce  qui  démontre  l'exactitude  de  la  formule  (27). 

547.  Lorsque,  pour  la  valeur  considérée  de  x,  oix)  est  discontinue  et  passe 
brusquement  d'une  valeur  à  une  autre  de  telle  sorte  que,  s  étant  infiniment  petit, 

(^[x  —  i)  et  o(x  +  e)  ne  soient  pas  égaux  à  la  limite,  la  première  des  intégrales  (29) 

est  le  produit  de  -  par  la  fonction  9  (a?  —  2/3),  dans  laquelle  on  suppose  |S  =  o,  et 

la  seconde  le  produit  de  ^  par  la  fonction  (p(^+2/3),  dans  laquelle  on  fait  la 
même  hypothèse;  /3  étant  positif  dans  les  deux  cas  avant  de  s'annuler,  on  voit  que 
la  somme  (29)  est  égale  au  produit  de  n  par  la  demi-somme  des  valeurs  de  la  fonc- 
tion (^{x),  et  que  par  conséquent  la  série  représente  dans  ce  cas  la  demi-somme 
des  valeurs  de  (fix). 

548.  Le  cas  où  x  est  égal  à  l'une  des  deux  limites  —  tt  et  -\-tz  doit  être  examiné 
à  part.  La  seconde  intégrale  est  alors  égale  à  zéro  et  la  première  devient 


.  ^    sm(2w+  i)  j3   ,„ 
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il  résulte  de  la  démonstration  donnée  (286)  qu'elle  a  pour  limite,  lorsque  n  aug- 
mente indéfiniment, 

-7r[cp(7:)  -t-cp(  — 7r)]. 

L'équation  (27J  n'est  donc  applicable  aux  valeurs  limites  que  dans  le  cas  où  l'on  a 

9(Tr)  =  cp(— 7r). 

Il  était  évident  d'ailleurs  à  priori  ç\\xq  dans  toute  autre  hypothèse  la  série  prenant 
la  même  valeur  aux  deux  limites  x  z=  —  n,  x  =-\-7:,  ne  peut  dans  ce  cas  repré- 
senter la  fonction.  Elle  représente,  on  le  voit,  la  demi-somme  des  valeurs  corres- 
pondantes à  ces  limites. 

549.  On  pourrait,  dans  la  démonstration  précédente,  substituer  aux  limites 
—  7r  et  +  7r  deux  autres  limites  a  et  a  +  271  différant  de  iu.  La  série  représen- 
terait la  fonction  entre  ces  deux  limites,  qui  seraient  alors  celles  des  intégrales  qui 
expriment  les  coefficients.  La  fonction  étant  arbitraire,  on  peut  la  supposer  nulle 
lorsque  la  variable  varie  entre  certaines  limites  et  restreindre  les  intégrations  qui 
servent  à  exprimer  les  coefficients  aux  limites  arbitraires  a  e.i  b  entre  lesquelles 
on  veut  représenter  la  fonction,  la  différence  de  ces  limites  étant  nécessairement 
moindre  que  27r.  Pour  les  valeurs  de  la  variable  comprises  entre  b  ei  a  -\-  in,  la 
série  sera  alors  constamment  égale  à  zéro. 

Il  est  évident,  enfin,  que  pour  substituer  aux  limites  —  tt  et  -f-Ti  deux  autres 

limites  —  «  et  -\-a/\\  suffit  de  considérer—  comme  étant  la  variable;  les  termes 

a 

de  développement  seront  alors  de  la  forme  A„  cos  — —  et  B„sin  -—  ?  et  l'on  aura 

où  l'on  pourra  enfin,  aux  limites  —  a  et  H-  a,  substituer  deux  autres  limites  quel- 
conques dont  la  différence  soit  égale  à  la. 

550.  Lorsque  la  fonction  '^[x)  est  impaire,  c'est-à-dire  quand  on  a 


l'intégrale 

1      Q[x)cosnx  dx 

J  — TT 


67. 
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est  égale  à  zéro.  Les  coefficients  des  cosinus  sont  donc  nuls  dans  le  développe- 
ment, et  la  série  ne  contient  que  des  sinus.  On  voit  de  même  que  le  développe- 
ment d'une  fonction  paire  ne  contient  que  des  cosinus. 

551.  Développement  de^-x.  —  La  série  qui  entre  les  limites  x  =  —  neix  =  -\-n 
représente  -  x,  ne  doit  contenir  (550)  que  des  sinus. 


On  a 


/ 


I        /        .27: 
X  sm  nx  dx  =  {  —  i  ;"  ^ —  » 
n 


et  par  conséquent 

(3i)  -^  =  sin^- sinax  +  ^^sinS^  —  7  sin4^'H 

^     '  .  2  234 

Pour  x=:7:,  le  second  membre  se  réduit  à  zéro.  Il  représente  en  effet  (548 
-  (— 7r-l-;r),  et  l'équation  (3i)  n'est  pas  exacte. 
En  changeant  ^  en  7T  —  ^,  on  a 

(82)  -  ,7- —  ^)  =  sm:r  +  -  sina^i- +  ^  smi^ -i ? 

et  en  ajoutant  membre  à  membre 

(33)  -77  =  2  (sin^  +  ^  sin3^- -f  psin5j;  +  - 

Cette  équation  suppose  x  et  n  —  x  compris  tous  deux  entre  —  t:  et  +;:;  x  doit 
donc  être  compris  entre  zéro  et  n  sans  atteindre  l'une  des  deux  limites. 

Pour  obtenir  directement  l'équation  (33).  il  suftit  d'appliquer  la  formule  géné- 
rale de  développement  à  une  fonction  (^{x)  égale  à  '-  pour  x  compris  entre  zéro  et  n 

et  à '-  pour  x  compris  entre  —  u  et  zéro. 

552.  Le  développement  trouvé  (551)  est  le  seul  de  cette  forme  qui  entre  les 
limites  —  7:  et  -+-71  puisse  représenter  ^  07,  mais  on  en  peut  former  une  intinité 
d'autres  qui  représentent  cette  même  fonction  dans  une  partie  seulement  de  l'in- 
tervalle. 

En  supposant  par  exemple  ^  (^)  —  ^  07  lorsque  x  est  compris  entre  —  -  et  +  ^' 
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et  (p  [x]  =  o  lorsque  œ  est  compris  entre  —  n  et  —  -  ou  entre  -  et  n,  on  trouve 


34)  —  =  -     sin^ sini.z'  h — =  sin5^  —  -y-  siht^  H-  •  •  • 

"       7:  \  9  ,-25  49  j 


2 


t: 


Si  Ton  fait  ^  =  --•>  le  second  membre  devient 


I  /        1        I         I 
7:  V     '   9      25      49 


Il  représente  la  demi-somme  des  valeurs  ^  et  zéro,  c'est-à-dire  ^?  et  l'on  a 


TZ^  II  I 

8  9       25       49 


comme  on  l'a  trouvé  (1,  41 4y. 

Supposons  ^[x]  =  -  lorsque  x  varie  de  zéro  à  a,  oix)  =  -  lorsque  x  varie  de  a 


à  71  —  a  et  (p{x)  =  '-- quand  x  varie  de  ti—  a  -à  t:;  ajoutons  enfin  que  l'on  sup- 
pose la  fonction  impaire  et  l'on  trouvera  aisément 

(pix }  r=  -  [s'inx  sin oc  ^ — sin3.rsin3aH r;  sinSo;  sin53;  +  •  •  •  ]•  ■» 

^  \  9  '^5  J 

Si  l'on  fait  x=  -^  on  a 

2 

ai/.  I    •    o  ^     '    f  \ 

~  =  -  Isma sm3aH ;^sin5a  +  '-h 

2        71  \  9  ■>.5  / 

ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  (34). 

553.  Pour  représenter  la  fonction  -  x  par  une  série  qui  ne  contienne  que  des  co- 
sinus, il  suffit  de  supposer  9  (^)  =  -  x  lorsque  x  varie  de  zéro  à  k  et  ^{x)  =z—  -  x 
lorsqu'il  varie  de  —n'A  zéro.  On  a  alors 

C^[Xj  =  C^[—X). 

et  tous  les  sinus  disparaissent  du  développement.  On  trouve  alors 


.jç,  ^       7:        2/  cos3.r       cos5.r  cos(2/t  +  i  .r 

35)  -  =~ cos:c  H H 1 1 ^-_^1 

2        4     .  t:  V  9  25  (  2  /t  H-  I  )' 


-f- 
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Si  l'on  fait  a;  =  o,  on  retrouve 


7T^  _^  I  I 


9       -2.5  (2/1+  I)» 

554.  Développement  de  ^\\\mx  et  de  cosmx.  —  On  trouve  aisément,  n  étant  en- 
tier et  m  quelconque, 

r^    •            ■          1         «  sinfmTT;  ;— I)"-*' 
/      sin  nix  sin/i:f  cix  = — — , 


tJ  —  Tt 

On  en  conclut 


sininx  tosnx  =.  o. 


o^ ,  .  ?    .  /   sin^         i?,\w}.x       3  sin 3^- 

35  s\ninx  :=  -  s\nm-. 


I  —  m}       4  —  '^'        9  —  fn' 
On  trouvera  de  même 

,„    ,  2    .  /    I         m  cos^-       mcos2^       m  ces 3 .a;  \ 

37  )  cosm^-  =  -  sinmTT  1 \ ~  -- — -, 1 -. . . .  \. 

7:  \  2  m        I  —  iri'         4  —  ^^  9  —  f^^'  j 

Dans  cette  dernière  équation  on  peut  supposer  ^  =  7r,  car  la  fonction  a  la  même 
valeur  aux  deux  limites  x=z  —  n,  x  =  n,  et  l'on  a  par  conséquent 


38  coim-=-     — —- -  — 

7:  \  2  m        I  —  /^^'       4  —  m^ 


m  m 

-  m' 


555.  Développement  de  e*'^H-e~*-^.  —  Cette  fonction  étant  paire,  son  dévelop- 
pement ne  contient  que  des  cosinus.  On  a 

r'^  ,         2CC  cosm: 

I      1  e"-*  +  e~°'-^ i  cos«.^'  dx  ==. ( e"""  —  e""), 

J_^  _  ^'  +  n--     ■  >' 

et 

,_    ,  2  /   I  a  COS.r        aC0S2:r 

^    ^'  ~  '  \ioL         I  +  a^  4  +  a^ 

On  trouverait  de  même 

,    ,        •  2  /  sin^        2  sin2jr;       3  sin  3^ 

^ ^    ^  r  '  \\-\-  a?        4  +  a'  9  +  «' 

556.  Développement  de  coso?.  —  Considérons  une  fonction  égale  à  cos.-»  lorsque  x 
est  compris  entre  zéro  et  7:  et  à  —  cos^  lorsqu'il  est  compris  entre  —  tt  et  zéro. 
Cette  fonction  étant  impaire,  le  développement  ne  contiendra  que  des  sinus.  Si  on 
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la  désigne  par  o(œ).  on  aura 

I      '^' X   sinnx  (Ix  =  7.  j     cosx  sinnx  d.T. 

Cette  intégrale  est  nulle  si  n  est  impair,  et  égale  à    .^_    si  n  est  pair;  on  en  conclut 

4  /  2    •  4    .  /        6    .  ^  \ 

iii)  cosr  =  -    — r,  sin2.r  -t-  ~~p  sinA*"  +  ^—  sinb^  H . 

^^  '  77  \i.3  3.5        ^  5.7  / 

557.  La  formule  (27)  f546)  contient  implicitement  le  développement  de  toutes 
les  fonctions  en  séries  ordonnées  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  la 
variable.  Dans  certains  cas  cependant  il  est  plus  aisé  de  trouver  directement  le 
développement  qui  fait  connaître  alors  la  valeur  des  intégrales  qui  représentent 
les  coefficients. 

Développement  de  lûwx.  —  On  a  identiquement 

cos.r  =  cos^  —  cosSo;  +  cos3:r  —  cos5^  +  cos5^  — -cosy^  +  0057.^  —  . . . , 

c'est-à-dire,  en  réunissant  les  termes  deux  à  deux, 

cos^  =  2  sin^  '  sin2.r  +  sin4^  +  . . .  h-  sinxAi^  +  cosf  2«  +  i)  ^, 

et  pap  conséquent 

cos.r  .  ,    ,  .  cosf2n+r;^ 

—. =  2  sm2  j7  4-  2  smA-^  +  •  •  ■  -f-  2  sm  o.nx  h ; —  • 

sm.r  sinx 

Multiplions  les  deux  membres  par  dx  et  intégrons  depuis  la  limite  x  jusqu'à  la 

limite  -■  nous  aurons 
'1 

—  I^mx  -=  i  +  ces 2^)  H-  ( h  -  cos4-^)  +  (0  +  0  cosS^rl  +  •  •  • 

■n 

[(  —  I  )"+'        I                1        r  ^  CCS (2/1  H-  I   .r    , 
1 —  cos2/î^     H-  1      ; dx. 
n             n                 J      ,/^,            sm^ 

Si  dans  cette  équation  on  fait  croître  n  indéfiniment,  en  remarquant  que 

,111 

234 
on  a 

,  .                ,                         cos4^       cosôo?                 cos2n^      ,,       /*^  cos(2n  4- 1)^  . 
/  sin^  =  —  /2  —  cos  f.x  — .  • . — ■ hm.  /       — ^^^-. —  dx, 

2  i  ^  Jx  ^'"^ 
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l'intégrale 
,    ,  r  '  cos'2w  H-  I  ic   , 

42  )  /         ; OX 

a  pour  limite  zéro.  On  peut  la  partager  en  effet  en  intégrales  partielles  prises  entre 
(les  limites  telles  que  les  éléments  soient  alternativement  positifs  et  négatifs,  et  la 
différence  de  deux  éléments  consécutifs  est  infiniment  petite  par  rapport  à  la 
somme  de  leurs  valeurs  absolues.  Or  la  somme  de  toutes  les  valeurs  absolues  est 
finie,  car  elle  est  moindre  que 


X 


^    dx 
sin^ 


L'intégrale  (4^)  ^^  donc  pour  limite  zéro,  et  Ton  a  enfin 

(43)  /sinjc  =  — Il  —  cos?.^ cos4-^ — -  côs6,r — ••    • 

Cette  formule  se  trouve  démontrée  ainsi  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  zéro 

et  -•>  mais  elle  est  évidemment  exacte  lorsque  x  varie  de  -  à  rc,  car  le  second 

membre  ne  change  pas  non  plus  que  le  premier  quand  on  y  change  x  e^nn  —  x. 
La  comparaison  de  l'équation  (4^)  J^vec  le  théorème  (545)  donne  aisément 

(44)  /     lsmxdx^=—  - /2, 

(45)  ^"  ^ 

/     cos'j.nx  ls\ï\x  dx  := — -r— • 

558.  Développement  de  lT{x).  —  M.  Kummer  a  très-élégamment  associé  la  mé- 
thode des  coefficients  indéterminés  avec  l'emploi  des  formules  générales  pour  dé- 
velopper IVix)  en  série  ordonnée  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  9.nx. 

Posons 

(46)  lY[x)  =  Ao  -+-  2A,  C0S17-X  -h  ?.A2COs4~-^  H-  . . . 

+  2B,  sin  27:^  +  2B2  sin  47:-^  +  •  •  •  > 

la  formule  s'appliquant  (549)  aux  valeurs  de  x  comprises  entre  zéro  et  l'unité. 
On  a  (295) 

(4;)  /r(^)  +  /r(i  — ^•.i  =  /r(:rjr(i  — .r)  =  /27:  — /(2sin7:^). 
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D'ailleurs  r557; 

(4^)  —  '2  siriTTx  —  cos27r^  4-  -  cosar^  H-  ^  cos6-x  -4 

En  remplaçant  iT{x)  et  /rfr  — £c^  par  leurs  développements  déduits  de  (/,6) 
et  1 2  sinnoc  par  la  formule  ^4^;,  nous  aurons 

2A„  +  4A|  cos27:^  -I-  4A2  cos4--'--  +  .  ■  ■ 


d'où  l'on  déduit 


=  lo.-  +  cos-znx  +  ^  cos4~^'  +  -.t  cos6-. 
2         ^  3 


A„  ::::^    -  l-2~,        A„  ;-  -    , 

2  ^n 


Les  coefficients  des  cosinus  étant  connus,  nous  aurons  recours,  pour  calculer  les 
autres,  à  la  formule  générale    549) 

B„  -    i     lY{x)  s\n2?iT:x  dx. 
On  a (314j 

par  conséquent 

L'intégration  par  rapport  à  a;  peut  s'effectuer.  On  a 
/     sin  inr.x  dx  =  o, 

Jx  s'\u^n-x  dx  =  -—       -, 
o  2/i77 

par  conséquent 

B  —  f  [    ~  ^'^^     u  j_n  ^^ 

Kn  posant  r  =  e~-"'^'. 


2 

I.    CWr.  /n'. 


B„=:    -•-,     /        (— ^ e— ^    ^' 


e;8 
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Si  l'on  fait  n  =  i, 

dt 


B,  .—  —    /        e-2r<    _ 

27rJo      V  +  l'  /    t 


et 


c'est-à-dire  ^241 


/iB„-B,  =  --    i    ( 


e-^^'  — «-="^')— , 


n  B„  —  Bi  :=  —  In, 

0.7: 


et  tous  les  coefficients  B,^  se  déduisent  par  conséquent  du  premier  B, 

B,  lui-même  peut  se  déduire  d'une  intégrale  dont  la  valeur  numérique  très- 
exactement  calculée  joue  un  rôle  dans  plusieurs  recherches. 
Posons 

C  =£    (e-'  -f-  --^j    -^  =  o,5772i56649, 

nous  aurons,  d'après  la  valeur  de  B,, 

B,  -  ^  c  =  --■-   f"  (-_■_ !--+.-.-  .-=..  )  l' , 

171  277  J,,        \r  -ht'  I   +.<  fi 

c'est-à-dire  (241j 

B, C  =  —  /2  7:  H /         , —  • 

277  277  277   J^        \I  +  /"  l   +  tj    t 

Mais  l'intégrale  qui  forme  le  dernier  terme  du  second  membre  est  égale  à  zéro; 
si  l'on  y  change  en  effet  t  en  --,  elle  se  transforme  en  une  expression  identique- 
ment égale  et  de  signe  contraire  qui  doit  lui  être  égale. 


On  a  donc  enfin 


B,  =  -'-C+      '-/2  77, 
277  277 


et 


I  , ,      ,      I  I 


(49)  /r(.Z-)=-/(277)  +  -  ces  2  77  .^-  +  j  COs477.Z-  +   •  •  • 

+  -  (C  H-  /277)  (  sin277x  -\ —  sin47r.^^  H-  •  •  •  ) 

H —  [h  sin2r7^  H —  /a  sin47:^'  +  -^  /3  sin677x  +  ■ 

77    \  2^3 

559.  On  peut  aisément  rattacher  à  cette  formait  la  propriété  de  la  fonction  r(^) 
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démontrée  (289;  et  (303).  On  a,  comme  On  sait,  lorsque  l'entier  k  n'est  pas  un 
multiple  de  n, 

cosik-KX  +  cosiltrAx  +  -i  J  -f-  .  . .  -I-  cos9./,-7r  ix  H-  -"mi' |  =  o, 
sin  T-liTix  -f-  sin  2/,  77  (  :c  +  -   J  +    •  •  -h  sin  ihr.  (  x  +  ~^^\  =  o. 
Si  l'on  suppose  k  =  u.n,  tous  les  termes  deviennent  égaux,  et  l'on  a 

cosa/i-TT^  +  cosa/rT:  f^  +  -  |  h +  cosiltrAx  +  '*— ^  J  =nco^o.hT.x, 

sin  ^kr.x  +  sinikv:  (  .r  +  -  j  +  •  •  •  +  sin  iki:  ix  -+-  --H-"  j  =/ïsin  a/.Tr.r. 

Cela  posé,  en  remplaçant  dans  l'équation  f/m)  x  para?,  ^+  ',  ic  +  -,..  ,  ^  +  ''-^1^, 

•  ^       *  n  n  n 

et  ajoutant  les  résultats,  on  trouve 

(5o)  IT{x)+llL-^-l\  -^...+iyL-^''^'\ 

1  „  7^      ,1      (c-os-ijir.x       cosiriT.x       co?,Ç>ri~x  \ 

2  0^     \         n  o.n  Zn  ] 

,    ^  m   ,    1       .  (s.mo.nr.x       s\ninT:x       sin6/^7^x  \ 

,    n  /  In    .  l2.n    .     ,  \ 

+  -       -  sm9.n7:x  H smàrnix  -\-  •  ••    , 

r \ n  2n         ^  I 

qui  s'applique  lorsque  x  est    compris  entre   zéro   et   '.  afin  nue  .x,  a-+  ^ , 

n  —  I       . 
^H ~   soient  tous  compris  entre  zéro  et  1  unité. 

Si  de  l'équation  ( 5o,  on  retranche  lT{nx)  développé  au  moyen  de  la  série  (49), 


on  a 


/r(.r)  +  /r  ('.r  +  -^)  +  . . .  +  /r(.r  -4-  ''~~\  -  ITinx) 

=  -(/?  —  !)  /?.r  H sin2/i7T.r  h —  sin4w~^  +  •  •    U 

2  r    \  .2  '  • 

c'est-à-dire  f551^ 

TU^) :=-(«-,)  /27:  +  -  (.  -  2nx)  /n, 

68. 
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et  ' 

r(.r)r(^  +  ^)r(^  +  ^:)--.r(.r  +  ''-^)  =(27:)  "^   n"^^      T{nx). 

Digression  sur  les  fonctions  nommées  Y„. 

560.  La  fonction  qui  représente  l'unité  divisée  par  la  distance  de  deux  points 
joue  un  grand  rôle  dans  un  grand  nombre  de  problèmes  de  Mécanique.  Elle  con- 
tient évidemment  les  coordonnées  de  ces  points  et  peut  s'exprimer  par  exemple 
au  moyen  de  leurs  coordonnées  polaires  |5,  Q,  d.,  p' ,  0' ,  -y.  La  distance  r  de  deux 
points  ainsi  détinis  est  donnée  par  la  formule 

/•^  :—' r?  +  o''^  —  -y.po'  cosV, 

Y  étant  l'angle  des  deux  rayons  vecteurs.  On  a  d'ailleurs 

cosV  =  cos5  ces 5'  +  sin  5  sinô'  ros(  J;  —  -Y), 

et  par  conséquent 

I  .1 

)p'^  —  2pp' [COS0  cos9' +  sin9  sinG' cos('i/ —  J;' ]  H- p'I    ^ 

Prenons  pour  unité  la  plus  grande  o'  des  distances  p  et  p' ,  on  aura 

I 1 

r 


I  —  2p  [ces 9  COS0'  H-  sin  9  sin  0'  cosfJ;  —  4'')]  +  P*! 


Cette  expression  peut  se  développer  au  moyen  de  la  série  étudiée  (I,  354),  et  l'on 
aura 

f5i)  -  =  Po  +  P,  p  +  p  0-^  +  . .  .  +  p„  p"  +  .  .  .  , 

P„  étant  ce  que  devient  X„  quand  on  y  fait 

X  =  cosô  cosQ'  H-  sin  5  sin  (5'  cos;t|'  —  4^'  '• 

561.  Le  coefficient  P„  est  une  fonction  entière  et  de  degré  n  de  cos5,  cos5', 
s'inO,  sinî'  et  cos(6  — '|'j.  Considéré  comme  fonction  de  0  et  de  -^  seulement,  il 
satisfait  à  une  équation  différentielle  que  nous  allons  former. 

En  nommant  oo,  y,  s,  .x',  y',  z'  les  coordonnées  rectilignes  des  deux  points  con- 
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sidérés,  on  a 


X  —  x'Y  -\-  (j  — .r','  -\-[z  —  z'  ?] 


On  en  déduit  aisément 


et  en  posant 


/• 

-  + 

d^y 

r 
djr' 

d->  ' 
r 

dz-^'  " 

X  - 

=  p  sin  0 

cos  4", 

r-' 

-  p  sin  9 

sin  (i/, 

z  ~ 

=  p  cos  9 

y 

cette  équation  devient  il,  182) 

En  multipliant  cette  équation  par  p^  et  remplaçant  -  par  son  développement  (5r  ), 

l'équation  obtenue  ayant  lieu  quel  que  soit  o  exigera  que  le  coefficient  de  chaque 
puissance  de  p  soit  nul.  On  aura  ainsi 

que  l'on  peut  transformer,  en  posant  cos^  =  a,  en 

dP„]        d'V„ 


4j— -f] 


(  54  )  --'- f:-  -•  H -t      -I-  n ,  w,  +  I  )  P„  r=  o. 

a\J.  I  —  y.^ 

La  fonction  P„,  qui  satisfait  à  cette  équation,  est  parfaitement  définie  et  ne  con- 
serve rien  d'arbitraire,  mais  elle  n'en  est  pas  la  seule  solution  qui  soit  une  fonction 
rationnelle  et  entière  de  degré  «de  cosô,  sin;y  cos(|;  et  sin5  sinc|>.  La  solution  la 
plus  générale  de  cette  forme,  et  dont  P„  n'est  qu'un  cas  très-particulier,  a  été 
nommée  par  Laplace  la  fonction  Y„. 

Commençons  par  prouver  qu'une  telle  fonction  existe  en  en  donnant  la  forme 
générale. 

Si  l'on  pose  en  eftet 

U  :^  '.r  +  a>-  -h  ^z\", 
en  supposant 

oC'  -4-  (3M-  I  —  o, 
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on  aura  évid(3mment 

dx^        dr^        dz' 
et  si  l'on  pose 

^  =  pcos0,    j=:  psinô  ces  J;,     z  :=  p s'm Q  s'w ^ ., 

la  fonction  transformée  sera  le  produit  p"  par  une  solution  de  l'équation  (53),  et 
la  somme  de  2^+  i  termes  pareils  multipliés  par  des  constantes  réelles  ou  ima- 
ginaires satisfera  à  la  même  équation  et  pourra  être  prise  pour  expression  géné- 
rale de  Y„. 

562.  Les  fonctions  Y,j  jouissent  de  deux  propriétés  importantes  dont  se  déduit 
la  possibilité  d'un  développement  en  série  souvent  employé  par  les  géomètres  et 
qui  doit  trouver  place  dans  ce  chapitre. 

Y„,  d'après  sa  définition,  est  une  fonction  homogène  et  de  degré  n  des  trois 
quantités  cos6,  sinÔ  costj;,  sinôsintj;,  et  le  produit /s" Y,^  satisfera  à  l'équation  (Sa), 

dont  le  premier  membre  en  effet,  quand  on  y  substitue  ce  produit  à  -5  devient  le 

produit  de  p"~'  par  le  premier  membre  de  l'équation  qui  définit  Y„,  Si  donc  on 

pose 

V  =  p«Y„, 

la  fonction  V,  exprimée  en  ^c,  j,  z,  satisfera  à  l'équation 

d^W       djY      d'y  _ 

^^^^  dx'  '^"^'^  ~^dz-'  "''• 

Appliquons  le  théorème  de  Green  (503)  à  cette  fonction  Y  et  à  la  fonction  -, 

qui  représente  l'inverse  de  la  distance  du  point  dont  les  coordonnées  sont  x-,  y,  z, 
à  un  point  A  situé  dans  l'intérieur  d'une  sphère  de  rayon  R,  nous  aurons 


d''^ 

d^' 

d^'^ 

r 

r 

r 

-+- 

4- 

d^ 

dy 

dz' 

(56) 

et,  en  ayant  égard^aux  équations  (55)  et  (56), 


•/o 


57)  /  V^S-^"Ï)''^  =  4-^- 


L'intégrale  qui  figure  au  premier  membre  étant  prise  pour  tous  les  éléments  da 
de  la  surface  de  la  sphère  de  rayon  R  et  Va  désignant  la  valeur  de  la  fonction  Y  au 
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point  A,  on  n,  d'après  la  valeur  de  V, 


On  a  donc 


an  tt 


n   I  r 


(58)  47r\.=/v^^\R,-  ^^y 

Mais,  en  développant  -  en  série,  la  formule  (5i;  donne,  en  désignant  par  a  la  dis- 
tance du  point  A  au  centre, 

P„   - 
'  R  " 


1^'     P„^P,1+P.^,-,.. 


d' 


D'ailleurs    ,  '  est  la  dérivée  de'  lorsque  0  Qi^,  qui  figurent  seuls  dans  P„,  restent 
(In  I' 

constants,  et  l'on  a  pour  les  points  de  la  surface  sphérique 


.1 

r  P„       r>.nV,  __         _  (n  +  i)P„a" 

dn  ^~  W         R^  R"^^ 


L'équation   (58)  devient  donc,  en  remplaçant  V  par  sa  valeur  o"Y„  et  cl  a  par 
K-  s'inO  dO  df]). 


y 


et,  en  égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  a  dans  les  deux  membres, 

(5())  47iY;,  =  (2n  +  i)  I    /  \„P„sin6</0</4/, 

(6o)  o=  f  fYnPn'smOdQddi, 

Y,',  étant  ce  que  devient  la  fonction  Y„  quand  on  y  remplace  Q  et  <]>  par  les  coor- 
données 0'  et  ^'  du  point  A  qui  tigurent  avec  0  et  di  dans  l'expression  de  P„,  et 
les  intégrations  s'étendent  à  toute  la  surface  de  la  sphère,  c'est-à-dire  aux  valeurs 
de  0  comprises  entre  o  et  r.  et  à  celles  de  <\i  entre  o  et  2  7r. 
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DéA^eloppement  d  une  fonction  de  deux  variables. 

563.  Toute  fonction  de  deux  variables  0  ei^  peut  être  représentée  par  une  série 
de  la  forme 

(6i)  o(Ô,  d;)  =  Y„+Y,-f-Y,-+-...+  Y„-f-..., 

Y„  désignant  une  fonction  homogène  de  cos5,  cos5  cost];  et  sin5  sintj;,  qui  satisfait 
à  la  condition  énoncée  plus  haut. 

La  série  est  toujours  convergente  et  le  développement  s'applique  aux  valeurs 
de  5  et  de  tl»  représentant  toutes  les  directions. 

On  a  donné  de  ce  théorème  un  grand  nombre  de  démonstrations;  la  suivante, 
due  à  M.  Darboux,  nous  paraît  de  beaucoup  la  plus  simple.  Commençons,  comme 
nous  l'avons  fait  (545),  par  admettre  la  possibilité  du  développement,  et  après 
avoir  cherché  l'expression  du  terme  général  Y,;,  nous  prouverons  que  la  somme 
de  la  série  représente  bien  ç($,  ij;;. 

Multiplions  les  deux  m,embres  de  61)  par  V „  ûwO  d^  d<i^  et  intégrons  entre  les 
limites  zéro  et  n  pour  0,  zéro  et  iiz  pour  <}.  P„  désignant  ce  que  devient  la  fonc- 
tion X„  quand  on  y  l'emplace  x  par 

ces  6  008  6»'+  sinô  sin  6'  cos(6  —  6'), 
nous  aurons,  d'après  les  équations  (59)  et  (6oy, 

J^    j^      9(0,  4.)P„sinôc?9./^=^-^Y„, 

et  cette  formule  fait  connaître  Y), ,  c'est-à-dire  ce  que  devient  Y„  quand  on  y  rem- 
place S  par  6'  et  ^  par  i]/';  on  aura  par  conséquent  Y^  en  changeant  dans  le  pre- 
mier résultat  5  et  d;  eu  5'  et  ^',  et  réciproquement.  La  série  (61  ;  devient  ainsi 


Nous  allons  déterminer  la  somme  des  71  premiers  termes  et  montrer  que,  n  crois- 
sant indéfiniment,  la  limite  de  cette  somme  est  en  effet  (^(ô,  ^■. 

Les  variables  S  et  ^  peuvent  être  considérées  comme  des  coordonnées  polaires 
déterminant  la  position  d'un  point  sur  une  sphère  de  rayon  unité,  ô  désignant  la 
distance  à  un  pôle  fixe  et  <^  l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  6  avec  un  arc  de 
cercle  fixe  passant  par  le  pôle  et  pris  pour  origine. 
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Cliangeons  de  coordonnées  et  prenons  pour  pôle  le  point  de  la  sphère  dont  les 
coordonnées  sont  9  et  ^.  Soient  ^,  et  ^t  les  coordonnées  nouvelles  qui  remplacent 
0  et  4^-  ^^  ^  évidemment 

ces 5  ces 6/'+  sin(5  sin^'cosf'i;  —  'h')  --  cos0,. 

De  plus,  l'élément  de  surface  sphérique  sin  O'dO'd'V  sera  remplacé  par  sin^,  ^^,  </<];, , 
et  l'on  aura 

(63)        /      /       P.sin5'9(9',  <y)r/6'r/d;'r-:  /  "  r'"p„(rosO,)9(9,,6,)sin0,  r/0,ry4/,, 

P„(cos5,;  étant  ce  que  devient  X„  quand  on  y  remplace  .x  par  cos5,.  En  effectuant 
.  l'intégration  par  rapporta  ^,  et  posant 

f        9(0,,  '|,)rf4/,:r^?,-F(COs5,), 

en  sorte  que  Ffcos!;,  )  puisse  être  considéré  comme  la  valeur  moyenne  de  ©(5,,  d»,) 
sur  le  cercle  situé  à  la  distance  6,  du  pôle,  l'expression  (63)  devient 

?.-  f   P„(cos(5,)F(cos0,)sinQ,r/6/,, 
et,  en  posant  cos^,  =  ,t, 

La  série    G2)  est  par  conséquent  réduite  à 

-    /        F(.r)r/^[X„+3X,4-...-f-(2/7,-f-i)X„|, 
c'est-à-dire  (I,  358) 

et  c'est  cette  expression  dont  il  faut  chercher  la  limite  lorsque  n  croît  indéfini- 
ment. On  a,  en  intégrant  par  parties, 

Aux  deux   limites  œ  =  —  i  ei  œ  = -h  i ,  X„  et  X„+,   deviennent  respectivement 

(-  r)"(4-  i)"  et  (-  !)«+•  (+  i)"-^',  le  terme  intégré 

F(.r)(X„+X,,.) 
I.    Cr,/r.  i(ft.  (]ç^ 
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donne  donc  entre  les  deux  limites 

iF(i)(i  +  ,)  =  F(i). 
Quant  à  l'intégrale 

elle  tend  évidemment  vers  zéro,  puisque,  lorsque  n  augmente,  X„  tend  vers  zéro 
pour  toute  valeur  de  .r  (522).  La  limite  de  (64j  est  donc  enfin  Ffi),  c'esl-à-dire 


2^  Jo 


27r 

9(0,,  '^^)d^r. 


pour  cos^i  =:  I ,  c'est-a-dire  Q^  =o;  mais,  pour  5,  =  o,  la  fonction  ©5,,  (];,)  est 
indépendante  de  ^  et  devient  précisément  la  valeur  de  of-/',  (|'  correspondante  à 
la  nouvelle  origine,  dont  les  coordonnées  primitives  sont  0  et  v|>.  L'intégrale 


-^-   /       9(0„  4^,)^^, 


se  réduit  donc  à  cette  valeur  de  ©f5,  t[i),  qui  représente  par  conséquent  la  somme 
de  la  série. 


Développement  d' une  fonction  d'une  seule  variable. 

564.  Pour  appliquer  les  formules  précédentes  au  développement  d'une  fonction 
d'une  seule  variable,  il  faut  supposer  que  la  fonction  9 f^,  ^)  devienne  indépen- 
dante de  ^  et  ne  contienne  que  la  seule  variable  B.  Désignons-la  par  ^(cosSj,  on 
aura 

(65)  _     ^(cos0)^  Y„-f- Y. +  Y2  +  ... +  ¥„  +  .... 

Les  fonctions  ¥«,  Y,,...,  Y„,...,  dans  ce  cas,  dépendent  de  la  seule  variable  0\  on 
a  en  effet  (563) 

Y„  =  ^^^   P  r  ^  ""  <p  (  ces  ô' )  sin  ô' r/ 0' ^  ^j>' P,„ 

P„  désignant  une  fonction  de  la  somme 

ces  6  ces  6' +  sin  0  sin  0' CCS  (  4*  —  4^' )• 
Or  l'intégration  par  rapport  à  ^'  donnera  un  résultat  indépendant  de  ^' ,  parce  que 
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l'on  a,  (juelle  que  soit  la  l'onction  F  (cos^j^  —  (];'), 


F[cos{^  —  ^')]d^  =-  I  F{cosu)du=z  i       F {cos n) du; 

o  Je'  Jo 


car  les  éléments  de  l'intégrale  correspondant  aux  valeurs  de  la  variable  comprises 
entre  o  et  (|>'sont  évidemment  les  mêmes  que  ceux  qui  correspondent  aux  valeurs 
comprises  entre  271  et  -in  -+■  ']>'. 

L'équation  différentielle  qui  définit  Y,,  est,  en  posant  cosô  =  x, 

.^  .,     dY„  d^Yn 

dil  X- j    —, -T-r- 

I  66)  .  -j H ^T,  +  m  n  -f  I   Y„  =  o. 

dx  i  —  x^  ■ 

Elle  se  réduit,  lorsque  Y,,  est  indépendant  de  4^,  à 

} H-  n(  /t  +  I  )  Y„  =;  O. 

dx 

On  peut  trouver  aisément  la  solution  générale  de  cette  équation.  On  y  satisfait 
(I,  357;  en  posant  Y„  =  AX„,  A  étant  une  constant^.  Pour  trouver  la  solution  la 
plus  générale,  posons 

Y„=:VX,.. 

On  trouvera 

/^    d^\  d%„  dY        ,rd'^"\  UjdXn       ^    dY\  ,  ,,,^ 

et,  d'après  l'équation  à  laquelle  satisfait  X„, 
c'est-à-dire 


d'\ 

d\ji 

dx 

dx 

•2X 

dY  ~ 

x„ 

H-    - 

I 

-X^' 

dx 

.dY 

l-j~ 

=  —  2/X,,  — 

-/(I 

vt'-   ), 

dx 

dY  _ 

C 

dx       \^{i  —  xY 

dx 

69. 


^="^'-^ix]T7 


548         ^  DEUXIÈME  PARTIE.  -  CALCUL  INTÉGRAL. 

et  la  solution  de  Téquation  (6G  )  étant  VX„,  la  seule  solution  entière  et  rationnelle 
en  ûo  est  évidemment  C'X„,  en  sorte  que  le  développement  (65 ,  devient,  en  posant 

COSÔ  =  £C, 

(67)  9(^)  =  A„4-A.X,-f-A,X.  +  ...  +  A„X„-f-..., 

dont  la  possibilité  se  trouve  ainsi  démontrée. 

Pour  calculer  le  coefficient  A,,,  multiplions  les  deux  membres  de  (67)  parX.y^ 
et  intégrons  entre  les  limites  x  =  —  i ,  a?  =  +  i . 

Nous  avons (529j 

(68)  f      X,X.dx^o, 

On  déduit  d'ailleurs  aisément  de  la  formule  (60 j,  en  y  supposant  Y,,  =  P„,  0'  —  o, 


{69)  £"'x,: 

et  par  conséquent 


dx  = 


2/Z  +  I 


2  /         , 

A„  =;  I         X„  (^{x)dx. 


2«  -+    I 


565.  Le  développement  qui  nous  occupe  jouit  d'une  propriété  remarquable. 

Dans  la  série  qui  représente  (^[oc],  un  nombre  quelconque  11  de  termes,  pris  à 
partir  du  premier,  forme  un  polynôme  Z  qui,  parmi  tous  ceux  de  ujème  degré, 
donne  à  l'intégrale 

(70)  *  U^  /    ■    [^[x)-AVdx 


^=  f_    '[9(^-)-^ 


une  valeur  minima. 

Pour  le  démontrer,  cherchons  directement  à  déterminer  Z  par  la  condition  de 
rendre  l'intégrale  (70J  minima.  11  faut  que  la  dérivée  de  U  par  rapport  à  cha- 
cune des  constantes  qui  entrent  dans  Z  soit  égale  à  zéro,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  en  nommant  âZ  la  différentielle  de  Z  prise  par  rapport  à  ces  seules 
constantes,  on  doit  avoir 

(71)  /         [o{x)  —  Z]oZdx  —  o. 

Or,  quelle  que  soit  la  fonction  Z,  on  peut  hi  mettre  sous  la  forme 

Z  =  A„+ A,X.-i-.  ..-(-A„X„. 
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Ao,  A, A;,  étant  des  constantes  convenablement  choisies,  on  a  alors 

et  comme  d^A^,  (?A,,...,  d^A„  sont  arbitraires,  l'équation  (71  y  exige  que  l'on  ait, 
pour  toute  valeur  de/>  non  supérieure  à  n, 

I  [  o  (  .z-  )  —  Z  ]  X^  (Ix  z=z  o, 

et  en  remplaçant  Z   par  sa  valeur  et  appliquant  la   propriété  exprimée   par  les 
équations  (68j  et    69),  on  en  déduit 


/•  -1-  '  2 

/         o[x)\,,dx       - —  -  --  A^, 


et  l'expression  de  Z  coïncide  par  conséquent  avec  les  n  premiers  termes  du  déve- 
loppement. 

Cet  élégant  théorème  a  été  énoncé  pour  la  première  fois  par  M.  Plarr. 


5o0  DEUXIÈME  PARTIE.  -  CALCUL  INTEGRAL. 

CHAPITRE   YIII. 

INTÉGRARILITÉ  DES  FONCTIONS  DIFFÉRENTIELLES. 


Intégration  des  différentielles  qui  contiennent  plusieurs  ^variables 

indépendantes . 

566.   La  différentielle  d'une  fonction  de  deux  variables  .x  et  y  est  de  la  forme 

(i)  Mdx  -h'^dy, 

M  et  N  désignant  des  fonctions  de  œ  et  de  j.  Intégrer  l'expression  (i)  c'est  former 
la  fonction  dont  elle  est  la  différentielle;  le  problème  se  ramène  aisément,  quand 
il  est  possible,  à  l'intégration  des  fonctions  d'une  seule  variable,  mais  il  ne  l'est 
pas  toujours,  et  il  existe  une  condition  d'inlégrabilité  que  la  méthode  même  d'in- 
tégration va  nous  faire  connaître. 

La  différentielle 

Mdx  -h'î^df 

étant  donnée,  la  fonction  primitive  F,  si  elle  existe,  doit  avoir  pour  dérivée  par 
rapport  à  a?  le  coefficient  M  de  dx.  Posons  donc 

on  en  déduit 


3)  F  —  /     Mdx  -f  ^[r), 


x^^  étant  une  constante  arbitraire  et  ^fj)  une  fonction  de  la  seule  variable  y  qui 
doit  être  déterminée  de  telle  sorte  que  l'on  ait  en  outre 

^F      ,, 

(4)  ^  =  ^' 


Cette  équation  (4)  devient,  en  ayant  égard  à  (3), 

d]l 

dy 


'-  ■>. 
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c'est-à-dire 

(6)  ^|,'f_^)=,N_  /      ^  dx, 

et  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'on  puisse  en  déduire  ^'y)  est  évi- 
demment que  le  second  menibre  de  (6)  ne  dépende  que  de  la  seule  variable  y, 
c'est-à-dire  que  sa  dérivée  par  rapport  à  x  soit  égaie  à  zéro;  on  obtient  ainsi  pour 
la  condition  d'intégrabilité 

dx         dy 
En  la  supposant  satisfaite,  l'équation  (6)  devient 

ou,  en  désignant  par  N„  ce  que  devient  N  quand  on  y  fait  x^=x^^, 

(9)  ■  4;'(j)  =  N-(N.-N„)  =  Na; 


d'où  l'on  déduit 


et 


:  r  ^^dx  +   /   ' 


M</^+        N„</r  +  C. 


Cette  équation    (loj   donne   la  solution   du  problème  et  F  est  l'intégrale  de 
^Idx  +  ^dy  lorsqu'on  suppose  toutefois  la  condition  d'intégrabilité  satisfaite. 

567.  La  méthode  précédente  s'étend  aisément  aux  différenlielJes  qui  contiennent 
un  nombre  quelconque  de  variables  indépendantes.  Soit  à  intégrer 

(II)  M</.r +  Nâ?f  H- Pt/iî, 

l'équation 

équivaut  à 

dx  dy  dz 
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De  la  première  des  équations  fi3)  on  déduit 


(■4)  ^=f' 

tJ  .r. 


Mdx  ~\-  oir,  z  ., 


et  cette  expression  de  F,  dans  laquelle  ç;fr,  s  est  une  fonction  entièrement  arbi- 
traire de  j  et  de -c,  comprend  toutes  les  fonctions  dont  la  dérivée  par  rapport  à  'x 
est  égale  à  M. 

Il  faut,  si  cela  est  possible,  déterminer  o  de  manière  à  satisfaire  aux  deux  der- 
nières équations  fi3),  et  Ton  doit  avoir 


..       ["' du  ,        d^       ^       r-' 


dM   ,         do        ,^        r"-  dM   ,         do 

dz  dz 


c'est-à-dire 


'i"       N-f-J./.,     ^^=P-f''« 


dr  J:,.^    dr  dz  J^^    dz 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  ces  équations  soient  compatibles 
est  que  les  seconds  membres  étant  des  fonctions  de  j  et  de  z  seulement,  satisfassent 
à  la  condition  trouvée  (566j,  c'est-à-dire  que  la  dérivée  du  premier  par  rapport 
à  z  soit  égale  à  celle  du  second  par  rapport  à  oc.  Pour  que  les  seconds  membres 
dépendent  de  y  et  de  z  seulement,  il  faut  que  leurs  dérivées  par  rapport  à  x  soient 
égales  à  zéro,  et  l'on  trouve  ainsi 


6 


dx         dr 


dVdM 

-■•7)  r/x  ~"    dz  ' 

En  remarquant  que  j^-r^  =  ;frj~.'  la  troisième  condition  se  réduit  a 


(i8: 


d^  _   r/P 
dz        df 


et  les  équations  f  iG),  (17),  (t8)  expriment  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  l'expression  fiij  soil  intégrable. 
En  les  supposant  satisfaites,  ou  a 


/      -p-  dx  =  I       j-  dx  =  P  -  Po, 
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N„  et  Po  étant  ce  que  deviennent  N  et  P  quand  on  y  remplace  jc  para,,;  les  équa- 


lions  (i5}  deviennent  alors 


d'où  l'on  déduit  (566j 

9  =r  /     N„  dy  +  /     P„,o  dz  -+-  C, 

Po,o  désignant  ce  que  devient  P,,  quand  on  y  remplace  j  pa»' Jo.  et  l'on  a  enfin,  en 
se  reportant  à  l'équation  (i4). 


568.  Si  la  différentielle  donnée  était 

X I  dxi  +  X-,  dxi  + .  .  .  4-  X„  dx,„ 

la  condition  d'intégrahilité  qui  s'obtiendrait  exactement  de  la  même  manière  serait 
ex.primée  par  l'équation 

f/X, dXi' 

dxii        dxi 

qui  doit  être  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  des  indices  i  et  i' ,  et  l'intégrale, 
lorsque  cette  condition  est  remplie,  est  exprimée  par  la  formule 

»      f''\,dx,-h  r'^\\.dx,+  r"'x°'v/^3+ — h  r  "x^"»"v/^„-hc, 

^';,  xl,...,  xll  étant  des  constantes  arbitrairement  choisies,  et  X^,  Xîj-^',..., 
X<».oooo  ç,Q  ^^yg  deviennent  les  fonctions  Xo,  X3,.. .,  X„  quand  on  y  remplace  x^ 
par  x\,  X2  par  x^, . . . ,  x^  par  xi',. 

569.  Lorsque  les  coefficients  des  différentielles  arbitraires,  au  lieu  d'être  donnés 
explicitement,  sont  définis  par  des  équations  non  résolues,  les  conditions  d'inté- 
grabilité  prennent  une  forme  remarquable  dont  nous  aurons  à  faire  d'importantes 
applications. 

Soient  d'abord  deux  é(jualions 

(20  F.(9m  Vi.  Pu  /3/)  =  o, 

(21)  F2(^i,  </..,  />,,  p,  =0. 

Cherclions  la  condition  pour  (juc  les  fonctions />,  et  p.,  (|ue  Ton  en  déduit  soient 

J.    Cdtc    int.  70 
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telles,  que 

soit  une  différentielle  exacte. 

On  déduit  de  (20;  et  (21  j,  en  les  différentiant  par  rapport  à  </,  et  à  q,, 

.      ,  ^/F,       ^F,  dp,       dl\  dp. 

[11)  -, f- j-~  +  -j     -f   =0, 

dq,        dp,  dq,        dp.  dq, 

,    o,  dF,       d¥i  dp,       dF,  dp. 

dqi        dp,  dq.        dp 2  dq. 

I    ,  s        '  dF^       dF^  dp,       dF-2  dp., 

dq,        dp,  dq,        dp,  dq, 

(,5^  dF._^dF^dp,_^,lF^dj^^^ 

'  dq.        dpi  dq-i       dp^  dq.,         ' 

(22)  et  (i^)  donnant  la  valeur  de  -/^%  et  (l'i)  et  iib]  celle  de  'i^'»  et  l'on  a 

^       '        -      J  dq,  ■'       '         -•       '  dq^ 

dF,  dFj  _  dF,  dF, 
dp,  __  dq,  dp,  dq,  dp, 
dq,  ~~  dF,  dF,       dF,  dF-/ 

dp.,   dp,        dp,   dp. 

dF\  dF^  _  c[F,  dF, 

dp,  dq.   dp.        dq.    dp 2 

dq2~       dF,  dFj       dF,  dF-,^ 

dp,   dp.        dp.   dp, 

et  la  condition  d'intégrabilité  est  par  conséquent 

dp,    dq,         dq,    dp,        dp,   dq,        dq,   dp, 

570.   Considérons  le  cas  plus  général  où  les  fonctions/?,,  p.,  ...,/?„  sont  définies 
par  n  équations  qui  les  lient  aux  variables  indépendantes  ^1,  q., . . . ,  qa-  Soient 

(  27  )  o{q„  q„  .  .    ,  q,,,  p„  p„.  ■  .,  p,,  )  =  o, 

(28)  'I   g,,  q,, .  .  .,  q,„  p„  p„  .  .  . ,  p„]  —  o, 

deux  de  ces  équations.  -** 

La  condition  d'intégrabilité  exige  que  Ton  ait,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les 
n  —  1  équations  adjointes  à  (27  ')  et  (28], 

do  d'^       d'^  d'^       do  d']^       do  d'\>  dc^  d<\i        dc^  d'^  __ 

''  '  dp,  dq,       dq,  dp,       dp,  dq,       dq,  dp,  dp,,  dq,,       dq,,  dp,. 

En  désignant  en  effet  par  «  et  k  deux  des  indices  i,  2,  3,...,  n,  on  trouve,  en  diffé- 
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renliant-l'équation  (27)  par  rapport  à  qi  et  l'équalion  (28)  par  rapport  à  q,,, 

(3o)  i?_  +  y^$i^o, 


3i 


dqi       Zu  flpk  (Uji 


•  ^i^  +  Y  'lï  '[lli  ^ 

dqk       Zu  dpi  (/qk 


o. 


En  multipliant  l'équation  (3o)  par  -^  et  f3i)  par  ^J^,  et  faisant  la  somme  des  ré- 
sultais obtenus,  en  donnant  à  i  dans  le  premier  produit  et  à  k  dans  le  second  les 
valeurs  successives  ï,  2, '5, . . . ,  n,  nous  aurons 

(3.)  yy'Lk'i^p^yd^'i?^ 

4u   jLà  dpi  dpk  dqi       ^  dui  dqi 

(33)  y  y  .^^?  '^±  'iPi  +  y" ^i  ^"^  ^ o 

Z^  Z^  ^//?*  dpi  dqk       Zj  dpk  dqk 


A=  I      (  =  l  /,  : 


En  retranchant  ces  équations  rune  de  l'autre  et  ayant  égard  aux  conditions  d'in- 
tégrabilité  connues  (^568 

dpj  __  dp/. 
dqii~  dq.^ 
il  reste 

(34)  Y  "^^  -^'  -  '^^  -^  =0 

^j  dpn  dqk        dqk  dpk         '  ,,, 

ce  qui  est  précisément  l'équation  (-29). 

Lorsque  n  équations  sont  données  entre  les  fonctions/?,,  /î,,  . . .  ,p„  et  les  varia- 
bles q^,  q.,...,q,„  l'application  du  résultat  précédent  à  ces  équations  considérées 
deux  à  deux  fournira  des  conditions  en  nombre  égal  à  celui  des  conditions  d'inté- 
grabililé  et  qui  peuvent  les  remplacer. 

571.  Dans  les  questions  que  nous  venons  de  résoudre,  les  variables  qui  figurent 
dans  la  différentielle  donnée  sont  supposées  indépendantes.  Dans  un  grand  nombre 
de  cas,  on  est  conduit  à  considérer  une  expression  de  la  forme 

\dx-^Ydy+'Ldz, 

dans  laquelle  y  et  z  sont  des  fonctions  de  x.  L'expression  peut  être  mise  sous  la 
forme  (^ixdx;  elle  est  toujours  intégrable,  mais  à  la  condition  que  y  et  z  soient 
effectivement  donnés  en  fondions  de  x.  Si  l'on  se  borne  à  dire  qu'ils  en  dépendent 
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sans  ilire  suivant  quelle  loi,  l'intégration  ne  peut  s'effectuer  que  si  les  conditions 
(l'intégrabilité  trouvées  (567  j  sont  satisfaites. 

572.  On  peut  généraliser  le  problème  et  chercher  la  condition  pour  qu'une  ex- 
pression de  la  forme 

(35)  o{x,  y,  y'  \(lx,        * 

dans  laquelle  r  désigne  une  fonction  de  œ  et  y'  la  dérivée  de  v,  soit  intégrable  sans 
qu'il  soit  nécessaire  de  particulariser  la  fonction  r. 

Soit  V[œ,y)  l'intégrale,  on  a  , 


^'f'-^' =(£-?■'■')"- 


Pour  que  cette  différentielle  soit  égale  à  (35),  indépendamment  de  toute  hypo- 
thèse sur  la  forme  de  v,  il  faut  que  la  fonction  (p  soit  du  premier  degré  en  r'.  En 
la  représentant  par 

M  +  Nr', 
on  doit  avoir 

dx  cly 

et  par  conséquent  F  est  l'intégrale  de  ^\dx  +  NVA'  qui  doit  satisfaire  à  la  condition 
(l'intégrabilité  trouvée  (566) 

dy'        dx 
573.  Considérons  l'expression  plus  générale 

(36)  Y[x,y,y',r",...y'W]dx, 

dans  laquelle  y' ,  y" y''"''  sont  les  dérivées  successives  de  la  fonction  indéter- 
minée r;  cherchons  la  condition  pour  qu'elle  puisse  s'intégrer  sans  particulariser  j. 
Soit 

Çy[x,  y,  y\  y", ...,  yC"]  dx  =  ^  [x,  y,  y', ...,  y("-')]  -4-  C. 
On  en  déduit,  en  désignant  par  a  et  b  deux  limites  quelconques, 

(37)  /    F[^,  y,y',.  ■  .,  y^"^]dx  = 'i^' b,  y^,  y)^,.  .  .,  j.;'-')J  —  ^\a,  ya,  y\,,.  ■  .,  ,rL""'^J, 

J  a 

yay  Yb^  y'a  »  j'/,  •  •  •  •  étant  les  valeurs  de  r,  j', .  • .  quand  on  attribue  à  ce  la  valeur  a 
ou  la  valeur  b. 
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Dans  le  cas  où  la  différentielle  est  intégrable  indépendamment  de  toute  hypo- 
pothèse  sur  la  forme  de  y,  l'intégrale  (37)  dépend  seulement,  on  le  voit,  des 
limites  a  et  b  et  des  valeurs  de  y  et  de  ses  n—  i  premières  dérivées  correspondant 
à  ces  deux  limites.  Si  donc  on  change  la  forme  de  y  sans  changer  aucune  de  ces 
valeurs  extrêmes,  l'intégrale  restera  la  même.  Pour  faire  ce  changement,  rempla- 
çons j  par  y  +  a::,  a  étant  une  constante  infiniment  petite  et  z-  une  fonction  arbi- 
traire assujettie  à  s'annuler  ainsi  que  les  n  —  i  premières  dérivées  pour  les  valeuis 
a  et  b  de  la  variable  a-.  D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  on  aura  alors 


(38: 


/     F[x,r-^ocz,  y'-hccz',.  .  .,  _)•(")+  ciz-^"'](/x=:  /     F[x,r;r',.  .  . ,  r>'](Ix; 


mais  a  étant  infiniment  petit,  on  a 

F[x,  ■}•+  xz,  y'  4-  xz', .  .  . 


y("^+xz("^ 
dF 


\  (Il 

4^ 


dF     , 
dr''^ 


dF 

dy~W 


et  l'équation  (38)  devient  par  conséquent 


39 


ly^' 


dF 


dy 


-,  z'  -\- 


dF 
dy'^ 


'.i^'"']  =  o, 


qui  doit  avoir  lieu  quelles  que  soient  les  fonctions  z  et  y,  sous  la  seule  condition 
que  z  devienne  nul  aux  limites  ainsi  que  ses  n  —  1  premières  dérivées. 

On  a,  en  intégrant  par  parties  et  supprimant  les  termes  qui  sont  nuls  aux 
limites, 

r\  dF   ,  r''     d  (dF\, 

l'dy''^  =  ~l^dx[dp)^^' 

r\,„  dF  r''  „  d  (dF\  .       r*  ,  d^  (  dF\  ,  r^    d^  /dF\ 

i  '  dr'''=-i  '  d^[dr')'-=i  ^'d^[dy'r^=-i  'd^W')'''' 


L'équation  1  39}  devient  par  là 

,,   .  r*     ,    \dF        d   dF        d'    dF 

Ja  L  dy       dx  dy'        dx'  dy" 


d"    dj 
dx"  dr( 


'^h- 
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Le  facteur  placé  entre  parenthèses  étant  indépendant  de  la  fonction  z,  qui,  entre 
les  limites  a  et  h,  est  entièrement  arbitraire,  l'équation  (4o)  exige  évidemment  que 
l'on  ait  identiquement 

t/F       (l   dF  d^     dj^  _ 

^^''  'dy~d^dx''^""^^      '^   dx"  dri")-""' 

574.  L'équation  (4i),  nécessaire  pour  que  la  différentielle  ¥ dx  soit  intégrable, 
est  en  même  temps  suffisante.  Cette  équation  exprime  en  effet  que  l'intégrale  ne 
change  pas  lorsque  j  reçoit  un  accroissement  infiniment  petit  quelconque  az,  qui 
laisse  invariables  ses  valeurs  extrêmes  et  celles  de  ses  n  —  i  premières  dérivées. 
Or  un  accroissement  fini  quelconque  de  r  peut  toujours  être  considéré  comme  la 
somme  d'une  série  d'accroissements  infiniment  petits  successifs,  et  si  le  change- 
ment produit  par  chacun  d'eux  est  infiniment  petit  du  second  ordre,  le  changement 
total,  égal  à  la  limite  de  la  somme  des  changements  élémentaires,  sera  évidemment 
égal  à  zéro.  On  peut  donc  changer  arbitrairement  r;  si  l'on  n'altère  ni  ses  valeurs 
extrêmes  ni  celles  de  ses  dérivées,  l'intégrale  ne  changera  pas,  et  elle  ne  dépend 
par  conséquent  que  des  deux  limites  et  des  valeurs  correspondantes  de  y  et  de  ses 
dérivées. 

On  a  d'après  cela,  en  prenant  pour  limites  oc^,  et  x, 

<];  désignant  une  fonction  déterminée  des  211-+- 2  quantités  dont  elle  dépend.  En 
différentiant  par  rapport  a  x  les  deux  membres  de  l'équation  (42),  on  en  déduit 

(43)  F[^o%r'»--- >-^"^]  =  ^' 

et  il  existe  une  fonction  déterminée  ^  dont  la  dérivée  est  égale  à  F  indépendam- 
ment de  toute  hypothèse  sur  la  forme  de  y.  Il  est  clair  d'ailleurs  que  x^^r O'o"~'  » 

ne  figurant  pas  dans  le  premier  membre  de  (43),  doivent,  d'elles-mêmes,  disparaître 
du  second. 

575.  Lorsque  la  condition  d'intégrabilité  est  satisfaite,  on  peut  exprimer  l'in- 
tégrale par  une  formule  élégante  qui  est  due  à  Poisson. 
Considérons  la  fonction 

F[x,x,x',---,r^"']- 

Posons 

dY       ^,       dF       „  ^F        ., 

^:  =  N,     ^.  =  N.,...,     ^^=K. 
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Dans  l'intégrale 

(44)  •  rF[^,  r,  v',...,r'»]^/.r, 

remplaçons/  par  ay,  u  étant  indépendant  de  a-,  nous  aurons 

/  F[^,  yu,  y'  II, .  .  . ,  >'("^  a]  dx. 
Mais  on  a  identiquement 

F  =  f"  j^^^  du  +  Fo  =  Fo+  I  "du  [Nj-  +  N,  r'  +  .  .  .  +  N„  jC:], 

Fo  désignant  ce  que  devient  la  fonction  F  quand  on  y  t'ait  u  =  o,  c'est-à-dire 

F(x,  o,  o,  o, .  .  .,  o), 

et  vu  étant  toujoui's  substitué  à  u  dans  les  fonctions  N,  N,,  No,-..,  l'intégrale 
cherchée  devient  d'après  cela 

(45)  i  ¥[x,  yu,  y' u,.  . . ,  r<'"hi]dx 

=  I  Y{x,  o,  o,  o,.  .  .,  o)dx  -\-  I  dx  j     (//<  [N  j  4- N, /'+ .  .  . -+-  N,^-^"^]. 

Si  l'on  change  l'ordre  des  intégrations,  le  second  terme  du  second  membre  peut 
s'écrire 

/     du  j  dx  [Nr  -f-  N, t''  + . . .  +  N«/^'"'j ; 

t/ o  « 

mais,  en  intégrant  par  parties,  on  a 

/  N,  r'  dx  =  N,  y—j  y  ^-j^  dx, 

J  ^'^-  ^'^' = ^-'^'^  -■^'  dx  -"J y jx^  ''^■' 

et,  en  substituant  dans  l'équation  '4^;» 

I  ¥\x,  yu, . .. ,  y''-"'' II]  dx 
=  l  Y{x,  o,  o,  o,.  .  . ,  o)  dx 

-^    '^"  hY  -  d^^dx^  -  '  • +^- •)" ^^."-r"' 


560  DEUXIÈME  PARTIE.  -  CALCUL  INTÉGRAL. 

mais  le  dernier  terme  est  nul  en  vertu  de  l'écjuation  identique  ''4').  qui  subsiste 
quand  on  remplace  y  par  j7^  et  il  reste 


/ 


=  jiix, 0,0,0,... ,d:t+J^  ./u[.r(N-^+^-.--) 

et  pour  obtenir  l'intégrale  cberchée,  il  suffit  de  supposer  m=i,  ce  qui  se  fera 
dans  le  second  membre,  en  remplaçant  par  l'unité  la  limite  de  l'intégrale  par 
rapport  à  u  qui  y  figure. 

576.  Les  calculs  nécessaires  pour  vérifier  l'inlégrabilité  d'une  fonction  sont 
parfois  pénibles  et  ne  facilitent  en  rien  l'intégration  qu'il  faut  faire  ensuite. 
Aussi  trouve-t-on  presque  toujours  avantage  à  employer  une  métbode  théorique- 
ment moins  élégante,  mais  qui  conduit  à  des  calculs  plus  simples.  C'est  en  inté- 
grant l'expression  donnée  qu'on  s'assure  qu'elle  est  intégrable,  et  lorsqu'elle  ne 
l'est  pas,  on  en  est  presque  toujours  averti  dès  le  début  du  calcul,  qu'il  est  inutile 
de  continuer. 

Soit  à  intégrer 

(46)  F[^-,r, /',...,  j("Vx. 

On  remarcjuera  d'abord  que  l'intégrale,  si  elle  existe,  étant  de  la  forme 

on  doit  avoir 

d^       dûj    ,      dû)     „  ddi 

*  L-ï  '  J  .  J  .  •  •  •  '  J     i-  dx    '    dy^   ^  dy'  ^    ^  dy^:^-^^  ' 

Le  second  membre  étant  du  premier  degré  par  rapport  à  r<"^  il  doit  en  être  de 
même  du  premier,  et,  si  celte  condition  n'est  pas  remplie,  il  est  inutile  de  tenter 
l'intégration. 

Supposons  donc  que  la  fonction  F  soit  de  la  forme 

P  +  Qj(«); 

P  et  Q  étant  tous  deux  indépendants  de  r^"\  on  doit  avoir 

•  n—     ^^ 

et  par  conséquent 

(47)  '^=['Qrfr'"-'--i-Cr, 
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G  étant  indépendant  dej'''"'^  Soit 

l'intégrale  effectuée  /  Qc(r^"-'\  on  devra  avoir 


p-Q^-=l-|r'---^^r'">-(;-- 


dxj 


En  supprimant  les  termes  Qr^"^  et    ,  \l_,^y^"^  qui  se  détruisent,  on  déduit  de  là 


/«fG\_„       df       dj\^,  df 


(48)  n;^  =p-^-^.T 


\dxj  dx       dy  ^         ""'       dy'^"' 


■') 


et  cette  équation  ramène  la  détermination  de  G  à  l'intégration  d'une  fonction  dif- 
férentielle d'ordre  n—  i  seulement.  Celte  fonction  doit  évidemment  être;  du  pre- 
mier degré  en  j("-<^  si  celle  condition  n'est  pas  remplie,  le  problème  est  impos- 
sible, et  il  est  inutile  de  continuer  les  opéralions;  si  elle  l'est,  on  opère  pour 

l'expression  de  -,^j  comme  on  l'a  fait  pour  la  fonction  F,  en  ramenant  le  problème 

à  l'intégration  d'une  fonction  différentielle  d'ojdre  ti  —  2,  et  ainsi  de  suite. 

577.  Considérons,  par  exemple,  l'expression 

(49)  f  +  {x-^  '^^7)7'  + j'"+  -xy' xy" ; 

on  a  d'abord 

o.y' xdy'  =z  xy'^-h  G, 


/ 


G  ne  devant  contenir  que  x  et  y,  et  l'écfuation  (48j  devient  dans  ce  cas 

[dx)  =-y~^'^^  "^  2j)  j'H- j'^-  y''  =y-l-{sv  H-  2j)7'. 

Cette  expression  étant  de  premier  degré  en  y',  il  y  a  lieu  de  cbercber  si  elle  est 
intégrable;  pour  cela,  intégrons  (a;+  syj  par  rapport  à  y,  nous  aurons 


G  =1^  j  (x  +  iy)dy=i  -^/^  J'^+  G,; 


G,  étant  fonction  de  x  seulement,  égalant  à  c?G  la  différentielle  du  second  membre, 
on  trouve 

d(ji  =  o, 

et  l'intégrale  de  (49)  est  par  conséquent 

^y'''-h  ^y  -+-  y^- 

î.    Cfilr.   iiil.  71 
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Soit  encore 

(5o)  F(.2-,j,r',r")  = 


.,    .,/v    _  xr'-^^  .,,„ 


;i+r 


Il  \2 


rt   +  X 


Le  coefficient  de  j"  est  ici ^^  et  son  intégrale  par  rapport  à  y' 


i+y'n'' 


xy 


sji+r" 


C'est  à  cette  ex|)ression  qu'il  faut  ajouter,  pour  résoudre  le  problème  s'il  est 
possible,  une  fonction  G  de  x  et  de  r;  mais,  en  posant 

on  trouve  â?G  =  o,  et  l'intégrale  cherchée  est 

xy' —  r 


578.  Quoique  l'intégrabilité  de  la  fonction 

F  [x,  r,  j',. .  .,r^"^J 

soit  exprimée  par  la  seule  équation 

^^^^  dx~  dx  df'^  dx'  dy"  •    '  '  "      ^      ^^  dx-  dy^"'' 

le  nombre  des  conditions  nécessaires  est  en  réalité  beaucoup  plus  grand  et  l'équa- 
tion (5i)  peut  se  décomposer  en  plusieurs  autres,  qui  sont  toutes  nécessaires. 
Supposons,  par  exemple,  u  =  2,  l'équation  devient 

JF  _   d  (/F        d'    dF 
^^^^  'jy-       dx  dy  ~^  dx'  dy''' 

Si  la  dérivée  y, 7  contenait  r",  j-y  ^-^,- contiendrait  un  terme  en  j'^  qui,  ne  pou- 
vant se  réduire  avec  aucun  autre,  rendrait  la  condition  impossible.  Posons  donc 

F  =  P  +  Qy", 

P  et  Q  ne  contenant  que  x,  y,  y'.  Si  nous  développons  les  divers  termes  de  (52), 


'^ 
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nous  aurons 

dF  __dP         ,,dQ 
df        dy       '^     dy'' 

dx  dy'  ~  dx  \dy'  "^'^    dy' ) 

=  ^^-4-  .'  ^P_      "'^P      '"^Q      "  ^^'Q       "  '  ^^'Q       '/. ^^ 

rf.r«fj'      ^    dydy''^^   ^dy-''^^    <¥  ^ ^'   dy'dx^^'  ^   dy'dy^-^'     dy'^' 

dx-'  dy''  "  dx^  ^^■~  dx\dx'^  'dy  ^^  '^  dy'  ^^ 

.     d'Q   ,        ,   d'Q  „  d'Q  .d'Q'  ,    „   d'Q        d'Q     „       dQ     ,, 

dx'         -^    dydx       ^    dxdy'      -^      dy'  ■^  -^    dydy'       dy"  -^         dy'  -^    ' 

et,  comme  les  fonctions  P  et  Q  ne  contiennent  ni  j  ",  ni  j",  on  devra  égaler  à  zéro 
le  coefficient  de  y"',  qui  se  trouve  identiquement  nul,  celui  de  j"-,  celui  de  y"  et 
le  terme  indépendant  de  j". 

579.  Joachimstahl  a  fait  une  étude  détaillée  et  intéressante  de  cette  décompo- 
sition de  l'équation  (5t)  dans  le  cas  le  plus  général. 

Il  fait  voir  d'abord  que  la  fonction  considérée  F  étant,  comme  il  est  évidem- 
ment nécessaire,  de  la  forme 

(53)  F  =  P-hQr("\ 


le  premier  membre  de  l'équation  f^i)  ne  contient  pas  la  dérivée  d'ordre  2n  —  i , 
Que  l'on  pose,  en  effet. 


y(iri-i) 


dF 


dyW  —  '' 

dF          i^^\—i 

dyi"-^)          \dx)  '^    " 

dF          (dfA_f 
dy^"-')        \dx) 

dF       /dl,,_,\ 

dy        \  dx  )-  '"' 

on  aura  évidemment 

/_     rfF 

dj  ("-^) 

d       dF            d'     dF 

dx  dy^"-'^    '    dx'  dy("^'' 

-•       dy '■"-*> 

d      dF           d'       dF 

dx  dyC-'^    '    dx'  rfjC— )" 

d'      dF 
dx^  dyC"^' 

,  ^dF^_    d    dF         dj    d^.  _  ,  _    ,„  d^     d^ 

"       dy       dx  dy'  ~^  dx'  dy"       ■■■^^      '>"  dx"  dyî^)' 
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et  4  =  o  est  par  conséquent  In  condition  d'intégrabilité  (5i).  Or  on  a,  d'après 
l'équation  (53), 

/.  =  ^[P-Qr-]-(§) 

^      dV       ^       dQ  dQ       dQ  clQ  _      r/Q 

dj-in-,)        cly<"~'^ -^  dx        df -^        dy^        '"      dfC-''-^ 

dP  dQ       dQ    ,      dQ    „  dQ        ^     ^         dQ        .  ■ 

ofj(«-i)         (la;         dy  ^         df^        '"'       df'-"-^^'^  ûfjC"-')  -^ 

y'"^  ne  ligure  donc  pas  dans  /, ,  et  par  suite  y("+"  ne  figure  pas  dans  L,  ni  ji"+2) 
dans  I3,...,  ni  j'-''"'^  dans  4. 

On  voit  d'ailleurs  aisément  que  4,  4,...,  l„  sont  respectivement  de  la  forme 
suivante  : 


/„  =  rt  +  br^"i  +  6, /(»+')  +  62 /("+')  +  .  , .  +  6„_3 /('"-■'^  +  6„_2j(-"-^-^  +  ^ 

OÙ  les  coefficients  désignés  par  les  lettres  a  et  b  contiennent  y  et  ses  n  —  i  pre- 
mières dérivées,  et  les  termes  t,  t',  t",...  les  produits  ou  les  puissances  des  déri- 
vées d'ordre  supérieur  h.  n  —  i. 
De  l'équation 

/  =-  ^[P  +  QrW]  _  /dj^\ 
dy  \  dx   J^ 

qui  définit  /«,  on  déduit 

/  ,  .,      db\       db\     ,      db\     „  db\ 

dx         dy^        dy'^  oyc-v)-^ 

,  ,,       db\       db.     ,      db'.,     ,,  db\        ,      . 

'~  '        dx         dy^        dy'^       •■•        dji"-')'^ 

- ' •...) 

"-'-       ^"-"         dx  dy    ^       ■••        dy^"-'^^ 

Si  donc  bf,  b^,...,  è„_2  sont  identiquement  nuls,  comme  l'exige  la  condition 
4  =  o,  il  en  sera  de  même  de  b\,  b\,...,  6'„_3,  comme  on  s'en  assurera  en  consi- 


;54)  { 
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dérant  successivement  les  équations  (54)  à  partir  de  la  dernière.  On  verra  de 
même,  en  écrivant  les  équations  qui  lient  les  coefficients  de  4_,  à  ceux  de  4_2, 
ceux  de  /„_o  à  ceux  de  /,,_3,  etc.,  que  l'on  doit  avoir 

l)'n-i,  =  o,     h"„_-i  =  o, .  .  . ,     b'[  =  o,  b"=  o, 

h:^,  =  0,...,       b";=:0,  b":=.0,  b"'=0, 


b("-')  =z  o. 


Quant  aux  expressions  désignées  par  r^"-'\  l'^^'-'K . . . ,  t' ,  t,  il  est  aisé  de  voir  que 
les  coefficients  des  produits  de  dérivées  qui  y  tigurent  sont  les  dérivées  partielles 
des  coefficients  désignés  par  la  lettre  b. 

On  a,  par  exemple, 


dx 


J 

es  diverses  expressions  s'annulent,  par  conséquent,  en  même  temps  que  les 
Ticients  désignés  par  b,  et,  pour  que  l'équation  soit  satisfaite,  il  suftit  par  con- 
lent  d'écrire 

a  =  o,     b  =  o,     6,  =  o, .  .  . ,     bn-i  =  o. 
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LIVRE  TROISIÈME. 

THÉORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

THÉORÈMES    RELATIFS    A    L'ADDITION    DES    INTÉGRALES. 


Remarque  relative  à  la  tliéorie  des  sinus. 

580.  Considérons  la  fonction  u  définie  par  l'équation 

/"•*      dx 

équivalente  évidemment  à 

a  =  arcsinx, 
x=  sinr/. 

En  adoptant  l'équation  (i)  comme  définition  de  sinw,  on  peut  en  déduire  aisément 
la  propriété  fondamentale  qui  exprime  le  sinus  de  la  somme  des  deux  arcs. 

Pour  exprimer,  en  elfet,  ({ue  la  somme  de  deux  arcs  dont  les  sinus  sont  a:  et  y 
est  constante,  il  faut  écrire 

dx  dr 

yi  —  x^       yi — y^ 

on  en  déduit 

(3)  dx  s/i—j-' -{- df  \Ji  — x^  =  o, 

et,  en  intégrant  par  parties, 

f^       QQy*  I : /*       ût^y* 

(4)  X  \Ji  —y''  -+-  I  - — ^ —  dy-\-x^i  —  x^  +  I     : r  dx  =  consl., 

J  VI— J''  J  V»  — ^' 
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c'est-à-dire,  en  ^yant  égard  à  l'équation  (3), 

X  ^  \  — f'^  -h  y\j\  —  .37^  =  consl. 

Si  donc  on  nomme  u  al  v  les  arcs  dont  ^  et  v  sont  les  sinus  et  a  leur  somme 
supposée  constante,  l'équation 

(  5  )  a  -f-  (;  =  a 

équivaut  à 

(6)  X  sji—y''  -h//r^^=  =  const., 

c'est-à-dire  à  . 

(.j)  sin^y/i  —  sin't^  +  sine  \J \  —  sin'w  =  consl. 

Mais  en  faisant  v  =  o,  l'équation  (5)  donne  ii~a,  et  cette  double  hypothèse 
introduite  dans  l'équation  (7)  montre  que  la  constante  qui  forme  le  second  membre 
est  égale  à  sina,  c'est-à-dire  à  sinfw  +  v),  et  l'on  a  enfin 

sin  [il  +  f  )  =  sina  \Ji  —  sinH'  +-  sine  v'i  —  sin't/. 

Etude  de  l  équation  --^ ^ — ^r=:::r^    -h =.:^.:r_, — :^-  rr=  o. 

581.  On  peut  pressentir,  d'après  ce  qui  précède,  l'importance  attachée  par  les 
géomètres  à  l'intégration  de  l'équation 

,o^  dx  ^ dy  _^ 


qui  conduit  à  la  formule  fondamentale  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  de 
la  même  manière  absolument  que  l'intégration  de  l'équation  (2]  peut  conduire 
à  la  formule  fondamentale  de  la  trigonométrie. 
Fagnano  a  remarqué  que  de  la  relation 

V  ï+r' 

on  déduit 

dx      dy 

\J  i  —  x^  \l  \  — y'' 

et  l'on  a  ainsi  une  solution  de  l'équation 

dx  dr 

(9)  7=^"^- 7"=^^="- 

yi  —  X*       \/i — y* 


LIVRE  TROISIÈME.  -  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES.  509 

Euler  fut  naturellement  conduit  à  se  demander  s'il  en  existe  d'autres;  la  solu- 
tion évidente  x  =  —  y  se  présente  tout  d'abord;  mais  la  plus  générale  doit  con- 
tenir une  constante  arbitraire,  si  l'on  pose  en  effet 


L'équation  (9)  exprime  que  la  somme  Y{x)  +  ^{y)  est  égale  à  une  constante 
indéterminée  qui  doit  figurer  évidemment  dans  l'équation  équivalente  qui  lie  x 
à 7.  Après  quelques  tâtonnements  et  en  essayant  de  généraliser  les  solutions  con- 
nues, Euler  a  obtenu  la  relation  suivante 

U  I  )  ^'^H- r^  -4-  c'^x'^y''::=  c ^  —  ixy  \J l  —  c% 

qui  entraîne,  quelle  que  soit  la  constante  c,  la  relation  (9).  La  vérification  est 
facile  et  n'offrirait  aujourd'hui  aucun  intérêt. 

Euler,  par  une  devination  plus  remarquable  encore,  a  trouvé  la  relation  algé- 
brique équivalente  à  l'équation  plus  générale 


(i^)  ^ ^  ^r 


sjm  +  nx''  +  px^        \Jm  +  ny''  +  py'' 


o, 


à  laquelle  on  \^\xi  ramener,  par  les  transformations  indiquées  (67),  la  relation 
plus  composée 

/,o  d^'  dy 

VA  +  Bx-+-C3;'+Dx5+  E^*       sjk  +  BjH- Cj'-t- Dj'+  Ej< 

Un  grand  nombre  de  méthodes  ont  été  proposées  depuis  pour  atteindre  le 
même  but,  et  l'importance  du  sujet  nous  engage  à  indiquer  quelques-unes  des 
plus  importantes. 

Méthode  de  Lagrange. 
582.   Pour  intégrer  l'équation 


(i3)  ^ ---  dy 


^/A  -4-  B.r  +  C^'H-  D.r'  4-  E^-'       y^A  4-  Bj  H-  Cj^-f-  Dj'+-E; 


1=0, 


représentons,  pour  abréger,  les  deux  radicaux  qui  y  figurent  par  \X  et  y  Y,  et 
posons 


dt 

\,    Cfilc.  in/. 


%  =  ^x, 


7» 
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d'où  résulte 

dt  ^ 

En  élevant  les  deux  nombres  au  carré,  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  ^  et  sup- 

H  V  d'Y* 

primant  dans  la  première  équation  le  facteur  commun  -j-^  et  dans  la  seconde  -^^ 

on  trouve 


• 


{i4)  2^  =  B-i-2C^cH-3D.r^+4Ea7', 

(i5)  2^=B  +  2Cr+3Dj^-f-4E7'. 

Posons 

les  équations  (i4)  et  (i5)  donneront,  par  addition  et  par  soustraction, 

(i6)  '^Jf,='R-^cp  +  ^{p^+qn^lip'+^pq')> 

('7)  ^  =  C</+  --/>^  +  -(3/>'g  +  7'), 

et,  comme 

on  en  conclut 


d^p_±dq^T)^ 
^  dt^        dt  dt        2  ^  ^^ 


"xdp 
Les  deux  inembres  étant  multipliés  par— ^,  cette  équation  peut  s'écrire 


d  \  I  (clpy 
et  par  conséquent 


..\}X^)h>''^^^'^- 


dp 

^ ^-  =  D  y  +  E//-'  +  a, 

OÙ  a  est  une  constante  arbitraire.  On  en  déduit 

dp 


dt 


qsjDp  +  Ep'+a. 
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Substituant  à  -^  sa  valeur  \IX  —  \/Y ,  et  -à  p  ei  g  x  -^  y  et  a:  —  y,  on  a  enfin 


(18)  ^X  —^Y  z=z(x  —  x)s/a  +  I){x-i-y)  +  E{x-+-xy, 

qui  est  l'intégrale  cherchée. 

Méthode  de  M.  Darboux. 

583.  Parmi  les  nombreuses  méthodes  proposées  pour  intégrer  l'équation  d'Eu- 
ler,  équivalente  au  fond  à  celle  de  Lagrange,  l'une  des  plus  élégantes  est  celle  de 
M.  Darboux. 

Considérons  l'équation 


(19) 

Posons 

(20) 

et  par  conséquent 


dx 


dy 


sj\i  —  x^){i  —  k'x'  )     v/(  I  —  r  '  )  (  I  —  /i-y  j 


dx 

Tt 


o. 


s'[i  —  x'){i  —  k'x^), 


EL 
dt 


i7  =  -v('-r')(i-/'^j'; 


En  élevant  chacune  de  ces  équations  au  carré  et  prenant  la  dérivée  par  rapport 
à  t,  ou  trouvera,  comme  dans  la  méthode  de  Lagrange, 


/'  d' 


(22) 


l  -J--  =  —  ( I  +  /r^ ) X  +  'i.h'x^ 
-(i  -t-  k')Y  +  2/,-'j% 


~dt^ 


d^x  d*r         , 


et,  par  la  combinaison  de  ces  équations, 
(..3) 

Mais  les  équations  (20)  et  (21)  donnent 


72. 
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et,  en  combinant  les  équations  (23)  et  (24),  on  a 


>5) 


d^x  d^r  .         /    dx  dr\ 

dx  djr  I  —  k^x^y^ 


^  dt       ^  dt 


Les  intégrales  des  deux  membres  s'aperçoivent  immédiatement,  et  l'on  trouve 
en  les  ésralant 


'&' 


C  désignant  une  constante  arbitraire.  L'équation  (26)  peut  s'écrire 


dx  dy 


T  —, X     , 

-     dt  dt 


1  —  k'^x'^f^ 


•  dx       dv 

ou,  en  remplaçant  ^  et  ^  par  leurs  valeurs, 


I  —  k^x^r^ 
relation  algébrique  entre  x  et  j  équivalente  à  l'équation  (19). 

Représentation  géométrique  de  L'intégrale. 

584.  Reprenons  l'équation 

dx  dy 


sJ{l  —  X^){l  —  k'x')  y/(  I  _  J^  )  (  I  _  /f2  j2 

Posons  00  =  sinip,  y=  sin'l',  nous  aurons 


=  o. 


j         _,         dx 

y/i  —  x^ 

VI  — r' 

et  l'équation  devient 

(28) 

dcf>           _|_           d'\i 

=  o, 

v/i  — /("'sin-9       y/i  — /r'sin'ij; 

le  signe  +  correspondant  au  cas  où  les  angles  o  et  ^  ont  leurs  cosinus  de  même 
signe  et  le  signe  —  au  cas  où  les  cosinus  sont  de  signes  différents.  Adoptons  la 
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première  hypothèse  et  supposons  les  angles  o  et  t]>  aigus;  pour  intégrer  l'équation 

do  d<]j 

(2Q  1^=^^    +    -j=^:r..        =  O, 

V^i  — A-»sin=(p       s/i— /r'sin'4^ 

c'est-à-dire  pour  obtenir  sous  forme  finie  la  relation  équivalente  entre  o?  et  di, 
considérons  un  triangle  sphérique  CAB  dont  les  côtés  CA  et  CB  représentent  les 
angles  cp  et  ^,  supposés  l'un  et  l'autre  moindres  qu'un  quadrant.  Nommons  p,  le 
troisième  côté  AB;  si  ce  côté  reste  constant,  ainsi  que  l'angle  opposé  C,  et  si  l'on 

a  en  outre 

• 

3o  .^     =3-./,% 

^  sin^ju 

les  arcs  cp  et  ^,  dont  l'un  reste  indéterminé,  seront  liés,  nous  allons  le  prouver,  par 
l'équation  (29).  Commençons  par  chercher  quelles  conditions  sont  imposées,  par 
nos  hypothèses,  aux  angles  du  triangle  ABC;  nous  reconnaîtrons  aisément  que  l'un 
de  ces  angles  doit  être  obtus  et  les  deux'autres  aigus. 

Supposons  en  effet  que  l'angle  C  soit  aigu,  soit  PQ  l'arc  de  grand  cercle  décrit 
du  point  C  comme  pôle  entre  les  côtés  de  l'angle  C;  on  a,  comme  on  sait,  PQ  =  C, 


X: 


et  par  conséquent  P  étant  moindre  que  l'unité,  sin  |ul  doit  être  plus  grand  que  sin  PQ. 
Donnons-nous  la  position  du  sommet  A  et  menons  deux  arcs  de  grand  cercle  AG 
et  AH,  le  premier  perpendiculaire  à  CQ,  le  second  h  CP;  tous  deux  évidemment 
seront  moindres  que  PQ,  qui  mesure  la  plus  grande  distance  des  arcs  CP  et  CQ; 
on  devra  donc,  pour  que  AB  soit  plus  grand  que  PQ,  s'interdire  de  placer  le 
sommet  B  entre  les  points  G  et  H.  S'il  est  entre  C  et  G,  l'angh;  A  sera  aii?u  et 
l'angle  B  obtus,  et  s'il  est  entre  H  et  G,  l'angle  A,  au  contraire,  sera  obtus  el 
l'angle  B  aigu.  Le  triangle  aura  donc,  dans  les  deux  cas,  un  angle  obtus  et  deux 
angles  aigus. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  l'angle  C  soit  obtus,  et  soit  encore  PQ  l'arc  de 
grand  cercle  décrit  du  sommet  C  pour  pôle  entre  les  côtés  de  l'angle  C.  Quelle  que 
soit  sur  CP  la  position  du  sommet  A,  les  arcs  qui  le  joindront  aux  divers  points 
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(le  CQ  formeront  avec  AC  des  angles  aigus,  car  le  grand  cercle  perpendiculaire  va 
rencontrer  PQ  en  un  point  1  tel,  que  Pi  soit  égal  à  un  quadrant,  et  compris  par 


conséquent  entre  P  et  Q.  L'angle  A  est  donc  nécessairement  aigu  ;  il  en  est  de  même 
de  l'angle  B,  et  le  triangle  a  encore  un  angle  obtus  et  deux  angles  aigus. 

Cela  posé,  supposons  que  l'angle  obtus  soit  C,  et  soient  A'B'  et  AB  deux  posi- 


tions infiniment  voisines  du  côté  a.  La  condition  A'B'  =  AB  donne  fl,  554) 

AA' cosA  ==  BB' cosB; 


mais 


AA'  =  ^<p,      BB'=-d^, 
CCS  A  =  v^i  — sin'Â  =  \/ 1  —  k^  sin' ^ ,     cosB  =  y^i  —  sin^B  =  y/i  —  k'  sin'(p. 


par  conséquent 


c'est-à-dire 


fl?(p  v^i  —  k'  sin'4^  -4-  d^  sji  —  k^  sin'cp  =  o, 

do  d^ 

y'i  — /f'sin'^o       s/ 1  —  k^  sin^  <]/ 


C'est  précisément  l'équation  (2g] 
On  en  conclut 


d^ 


const. 


La  constante  est  évidemment  ce  que  devient  l'une  des  deux  intégrales  lorsque 
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l'autre  est  égale  à  zéro.  Mais  pour  9  =  0,  on  a  <]>  =  p.;  par  conséquent 


575 


rSi 


r^       do  r^       d'i^       __  r''-       d(^ 


les  trois  limites  cp,  û),  (x  étant  liées  par  l'équation 

cosfjt  =:  C0S9  cos'l' +  sino)  sin'ji  cosC, 
et  comme  l'angle  C  est  obtus,  on  a 


cosC  =  — v'i  — sin='C  =— y/ï  — 7r'sin'|tx, 
et  par  conséquent 

(32)  CCS  y.  =  ces©  cos'li  —  sin9  sin^j;  s/i  —  />^  sin'/7. , 

et  cette  relation  entre  9,  ^  et  p,  équivaut  à  l'équation  (  3i). 


Autre  interprétation  géométrique. 

585.  Jacobi  a  substitué  au  triangle  sphérique  proposé  par  Lagrange  une  cxtn- 
struction  non  moins  simple  qui  n'est  pas  sujette  aux  mêmes  restrictions 

Considérons  deux  cercles  dont  les  centres  sont  C  et  C,,  et  dont  le  premier,  de 


rayon  R,  contient  l'autre  dont  le  rayon  est  r.  Soient  AA'  le  diamètre  commun 
et  PP,  une  corde  du  cercle  C  tangente  au  cercle  C,  ;  posons 


AP 
AP, 
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Si  la  corde  PP,  se  déplace,  en  restant  toujours  tangente  au  cercle  C,,  on  aura, 
en  désignant  par  k  une  constante  dont  la  valeur  dépend  des  éléments  de  la  figure, 

c?9  d'^  . 


y/i  —  II'  sin'9        \/i  —  /i'sin-'^ 

Soit  en  effet  P'P'^  une  tangente  infiniment  voisine  de  PP,,  on  a  évidemment 

P,  P',  _d^ 
¥P'    ~  do' 

Mais  en  nommant  1  le  point  d'intersection  des  droites  PP),  P'P\,  on  a,  en  consi- 
dérant P,  P'i  et  PP'  comme  de  petites  lignes  droites, 

P,P',  _P.I 
PP'   ~  IP'  ' 

et,   comme  le  point  I  se  confond  à  la  limite  avec  le  point  de  contact  M  de  la 

tangente  PP,, 

d^_MV,^ 

d(^  ~~  MP  '  ^ 

mais  on  a 


MP.=^\/c,p/-/'% 
MP  =\/cJp'-r^ 

D'ailleurs,  en  désignant  la  distance  CC,  par  a, 

C,  P,  '  =  R'' +  «^  +  2 a  R  cos 2  ^];  =  (  R  +  « )' —  4a  R  si n^ (];, 
Cl  P  =  R'-l- «"+ 2«Rcos2o  =_(R  +  «)-'— 4aRsin'9, 

et  par  conséquent 


et  en  posant 


d^  _  y  (  R  +  aY~  r'  —  /jaKs'm^^ 
do  ^  y  (  R  +  af~-^r^~—  4  a  R  sin^  9 


^««  =/r.. 


:a  +  R)^— /• 


do  ûfd» 

33  )  -j-~ —  -^-^ =  «• 

\j I  —  h^  sin' 9        v' '  ~  '* '  ^'ï^^  Y 

Si  l'on  pose 

,34) 


d^ 

sji  —  h"^  sin'4/ 
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la  différence  des  deux  intégrales  u  et  v  sera  constante,  quelle  que  soit  la  tan- 
gente PP,.  Cette  différence  constante  est  évidemment  la  valeur  que  prend  la 
seconde  lorsque  la  première  est  égale  à  zéro,  c'est-à-dire,  en  nommant  27.  l'angle 
correspondant  à  l'arc  AT  détaché  sur  le  grand  cercle  par  la  tangente  au  petit  cercle 
issue  du  point  A,  à 


i 


t/cp 


o    v^i  — /t^sin^cp 

Si  du  point  P,  on  mène  au  cercle  C  une  seconde  tangente  P,  Po,  puis  de  P,  une 
troisième  tangente  P,  Pg,  et  ainsi  de  suite,  en  nommant  2^];,,  24.,,...  les  angles 
correspondants  aux  arcs  APo,  AP3,...,  il  résulte  du  théorème  j)récédent  que  les 
intégrales 

formant  une  progression  arithmétique  dont  la  raison  est 
•» 

r       ^y_  . 

Pour  que  le  polygone  PPiPaP.,...  se  ferme,  et  que  le  {n-h  if"'^  sommet  coïncide 
avec  le  premier,  il  faut  et  il  suffit  que  l'angle  2^,^  soit  égal  à  2Ç)  augmenté  d'un 
multiple  de  271,  et  que  l'on  ait  par  conséquent 


•351 


r 


t/9 


dc^ 


y/i  —  /(■-'  sin'^9 


sin'9 


c'est-à-dire 

(36)  r — ^^    .=n  r ^'^     . 

Jç  v'i— Ar'sin^9        J^    v^i— /.^sin=9 


,-»  î,  -)-  /H  7t 


c^9 


Le  premier  membre,  à  cause  de  la  périodicité  du  sinus,  est  évidemment  indépen- 
dant de  9.  Si  donc  l'équation  .(36)  est  satisfaite  pour  une  position  du  point  P,  elle 
le  sera  pour  toutes  les  autres,  et  nous  avons  la  démonstration  d'un  beau  théorème 
dû  à  Poncelet  : 

Si  deux  cercles  sont  tels  qu'il  existe  un  polygone  de  n  côtes  inscrit  dans  l'un  cl 
circonscrit  à  Vautre,  il  en  existe  toujours  une  infinité. 

I.    Cale.  int.  n'^ 


% 
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Théorème  d' Abel. 

586.  Le  beau  théorème  d'Eiiler,  généralisation  d'un  résultat  obtenu  par  Fa- 
gnano,  n'est  lui-même  qu'un  cas  particulier  d'un  autre  théorème  dû  à  Abel  et  dont 
nous  ferons  connaître  ici  un  cas  fort  étendu,  susceptible  cependant  encore  de 
nombreuses  et  importantes  généralisations. 

Posons,  pour  abréger, 


A  ^  =  sjm  -\-  nx''  +  />a  ' . 

Nommons /(ic)  et  9(.'ry  deux  fonctions  entières  de  x,  l'une  paire  et  l'autre  im- 
paire, dont  les  coefficients  soient  supposés  variables. 
Si  l'on  décompose  la  fonction 

f^xf—  o[xy-[b,xY 

en  facteurs  de  la  forme  x^  —  x\,  en  posant 

f[xY—o[xf[b.x)'-=ik{x''—  x\)[x-'—  x\).  .  .[x'  —  x,f.Y, 
où  A  est  indépendant  de  x,  et  posant 

)<    (x)    =1  T—    ? 

on  aura 

(37)  F(.r,)  +  F(^,)+...,  +  F(^V)  =  C. 

C  étant  une  constante  indépendante  des  coefficients  des  deux  fonctions  '^ix)  et 
f[oo). 

En  désignant  par  x  l'une  quelconque  des  racines  x^,  x^,...,  x^,  on  a  en  effet 

(38)  /{;r)-— 9(^j-(A^-)'  =  o, 
et  par  conséquent 

(3g)  f{x)-\-(^{x)ù:^xz=o, 

OÙ  le  radical  A^  doit  recevoir  un  signe  déterminé  par  ceux  àe  fix)  et  de  '^{x). 
Posons 

^{x)=f{xy-<^{xY{^xy, 

X  désignant  l'une  quelconque  des  racines  £c,,  x..,...,  x^.  En  nommant  c?^  le  chan- 
gement infiniment  petit  que  subit  la  racine  x  lorsque  les  coefficients  de  ç  [x]  et 
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ceux  de /(a;)  varient  infiniment  peu,  et  ^'{^)  élant  la  dérivée  de  '}^{cc)  par  rapport 
à  X  seul,  on  aura 


(4o: 


^'{x)dx  4-  '3.f{x)èf{x)—  2cp(.r)  (5cp(.r)(A^y^  =  o. 


Il  est  clair  en  effet  que^|^(a?)  devant  conserver  la  valeur  zéro,  sa  variation  est  nulle; 
or  elle  se  compose  de  la  différentielle  ^'{oc)  âx  correspondant  au  seul  accroisse- 
ment de  X,  les  coefficients  restant  les  mêmes,  et  de  la  variation  due  au  change- 
ment des  coefficients  qui  forme  les  deux  derniers  termes  de  (4<^)- 
L'équation  (Sg)  donne 

f(x')  =—(f{x)Ax; 
par  conséquent 

(£>{x){Axyz=—f:x)  \x, 

et  l'équation  (4o)  devient 

^'{x)àx=2Ax[(^{x)èf{x)~f{x)àc^ix)]. 

On  en  conclut 

(40 


ô^  __  2  [<^{x)§f{x)  — f{x)d(f(x)] 
Âx  ~~ 


^'{x] 


Attribuons  successivement  à  x  les  valeurs  ^,,  x^,...,  x^  et  ajoutons  les  équations 
qui  correspondent  à  ces  diverses  hypothèses.  En  posant 


(^'x)§f{x)  —f{x)Bo[x)  =  9{x], 


nous  aurons 


èxi         àx-2 


^  _   r  9{x, 


6{x,) 


— _  -, ,  H ^ — -    H-  •  •  •  + 

A.r,    '    A.r2    '  '    Ax^,  L^''^-^')       ^'{^i)  ^ 


Maisô(a;)  étant  une  fonction  entière  de  x  de  degré  inférieur  à  celui  de  '\''(x),  le 
second  membre,  en  vertu  d'un  théorème  très-connu  d'algèbre  est  égal  à  zéro,  et 
l'on  a 

àx^ 


(4^; 


ox, 


ÛX-i 


Ax,       Ax2 


-1 h 


A^a 


Si  les  coefficients  i\ef'x)  et  de  <p(^')  variant  d'une  manière  continue,  les  racines 
iT,,  0^2,...,  ^(j.  deviennent  x\,  x'^,...,  x'^,  on  aura,  en  intégrant  l'équation  (42}, 


(43; 


Ç"^^  dxj_       r<  dx^  r'^'v-  dx^  _  ^ 


73. 


580  ■        DEUXIEME  PARTIE.  -  CALCUL  INTÉGRAL. 

et,  par  conséquent,  si  l'on  pose 

dx 


f 


ax 


(44)  F{.v,)-i-F{x,)-\-...-^¥'x.,)  =  ¥{x\)-hF{x',)  +  ...  +  F{x:^), 

et  la  somme  F(,r,)  -f-  F(j?o)  -h...  4-  F(a;jj)  conserve  constamment  la  même  valeur. 

587.  Le  théorème  précédent,  à  cause  du  choix  arbitraire  des  polynômes /(a?) 
et  (p{oo),  comprend  un  grand  nombre  de  résultats  particuliers.  On  peut  se  donner 
arbitrairement  les  racines  .r,,  x.,,...,  ^a_i,  et  déterminer  a^jj.  en  fonction  algébrique 
de  ces  quantités  arbitraires,  de  telle  sorte  que  les  deux  membres  de  l'équation  (44; 
soient  égaux  à  zéro. 

Posons  en  effet 

(  45  )  /(>)  =  «0  +  a.  x^  +  «2  .t-*  +  •  .  .  +  ûr«-.  ^""  '  +  x"\ 

(46)  o'  x]  ■=^  X  \h^-^  h^  x"-  -\-  h-i  x''  -\- .  .  .  +  6„_2^'^"~^], 

on  peut  se  donner  arbitrairement  lei  racines  a;,,  x.^_,.,.,  a\,„_,  et  en  déduire  a„, 
«I,...,  «„_,»  ^-'o»  ^M'--»  ^«-2>  à  l'aide  des  équations 

j'/(.r,)  +  o(.r,)  A.r,  =  o, 

,,     ,  \  f{X2)^o[x<,)bkX.=^0, 

(47)  •  ■ 

\ ' ' 

f  X^n-\\   -4-  Ç)l.r2„-_,  ;  A^,„_i  =  O, 

où  les  radicaux  Ait?,,  Lx^,,..,  A^„  seront  pris  avec  les  signes  que  l'on  voudra 
choisir.  Ces  équations  du  premier  degré  par  rapport  aux  inconnues  étant  résolues, 
les  coefficients  de  l'équation  (38)  seront  tous  connus,  et  le  produit  des  racines 
étant  égal  au  dernier  terme,  on  déterminera  la  dernière  racine  x^_n  par  l'équation 

qui  donne 


On  choisira  le  signe  arbitrairement,  et  la  valeur  correspondante  de  A^.„  satisf^ii- 
sant  à  l'équation 

f{X2„)  +  o{Xu,){àx,„)  r^  O, 

et  l'on  aura 

•  Q.  (1X{  (toc  2  ClOy/i  —  y  CtÛC^n 

\ho)  -. h  -T 1-  •  •  •  4-  -■( =  -T"- ' 

^^   '  A.Z-,       A.r.  iS.X2n-i       Ax2„ 

x..n  étant  une  fonction  connue  des  variables  indépendantes  x^,  x.^,...,  ^2«-c 
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^2«  est  nul,  il  est  aisé  de  le  voir,  quand  on  suppose  en  même  temps  x^  —  o, 
ûc.2  =  o,...,  a72„_,  =  o.  Pour  que  l'équation  (38)  admette  en  effet  2n  —  i  racines 
^      nulles,  il  suffit  d'y  faire  6r„  =  o,  a,=o,...,  «.„_,  =o,  Z>„  =  o,...,  b„_.,  =  o,  ce  qui 
la  réduit  à 

dont  toutes  les  racines  sont  nulles.  En  intégrant  l'équation  (48)  on  peut,  d'après 
cela,  faire  commencer  toutes  les  intégrales  à  la  limite  inférieure  zéro,  et  l'on  trouve 

■;       (49)  _     F(^,)H-F(x.)+...-t- F(x,„_,)  =  F(^,„). 

588.  Pour  obtenir  une  équation  semblable  dans  laquelle  les  termes  du  premier 
membre,  toujours  arbitrairement  choisis,  soient  en  nombre  pair,  il  suffira  de  poser 

f{x)  =  {ao-{-  a,x''  -h.  .  .+  an->  x"—''  +  x'"  )  x, 
9(^)  =:  h„  +  6,  ,r^  +  .  .  ,  +  />„_. ,  X'"-'', 

et  si  l'on  pose 

on  pourra  se  donner  arbitrairement  Xt,  œ^,...,  x._„  et  déterminer  «,,  a,,...,  «,,_,, 
^0'  ^^ '  ^«-)  par  des  équations  du  premier  degré  de  la  forme 

f{Xi)  -\-  (^[Xi)^Xi=:  O, 

où  le  signe  du  radical  A^,  sera  choisi  arbitrairement;  x.,n+^  étant  alors  déterminé 
par  l'équation 

X  ^  X -2  .  .  .  Xy„  Xyn^,  :=:i  0^, 

on  aura 

•3/  ]   ^2  *    •    •    ^2  n 

On  prendra  le  signe  pour  lequel  l'équation 

donne  pour  A^,,„^.i  une  valeur  négative,  et  l'on  aura 

dx,         dxi  dx,n  _  dx^n+i 

^Xt       A^Tî  A^,„~A^,„+,  ' 

où  x.:,,^+^  est  unc  fonctiou  connue  des  variables  indépendantes^,,  a?.,...,  x.,„.  On 
verra,  comme  dans  le  cas  précédent,  qu'en  faisant  .r,=o,  x.=zo,...,  x.„  =  o,  il 
en  résulte  a?2„+,  =  o,  et  que  l'on  a  par  conséquent 

(^o)  F(^.)  +  F(;rO  +. .  .  4-  Fix,„)  =  F{x,„^,}. 


S82 


"??*^i- 


589.  L'équation 

(51) 
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F(^. )  +  F(^,j  +  . . .  +  F(^,_,)  =  F(^,), 


dans  laquelle  œ^^  est  une  fonction  déterminée  de  ^, ,  ^2.---«  ^y.-\*  équivaut  au  fond 
à  l'équation  d'Euler  relative  au  cas  où  le  premier  membre  se  réduit  à  deux  termes. 
Si  l'on  sait  en  effet  résoudre  l'équation 

F{^-,)  +  F(^,)  =  F(^), 

et  calculer  ^  en  fonction  de  cc^  et  de  œ.,,  on  pourra  évidemment,  par  l'application 
répétée  de  la  formule,  former  la  fonction  égale  à  la  somme  de  trois  fonctions  don- 
nées, puis  de  quatre,  puis  d'un  nombre  quelconque,  et  comme  le  problème  est  évi- 
demment déterminé,  les  résultats  obtenus  par  des  méthodes  différentes  ne  peuvent 
différer  que  par  la  forme. 

Réciproquement,  l'équation  (5i),  quel  que  soit  le  nombre  des  termes  du  pre- 
mier membre,  peut  fournir  la  formule  relative  à  l'addition  de  deux  fonctions  seu- 
lement, et  il  suffit  pour  cela  d'y  supposer  œ^  =  o,  œ^  =  o,...,  irp^_^  =  o  :  le  premier 
membre  se  réduit  alors  à  ses  deux  premiers  termes,  et  la  formule  fait  connaître  la 
fonction  égale  à  la  somme  des  deux  autres.  .  ^ 

590.  Supposons  dans  les  formules  précédentes 
on  aura,  pour  déterminer  a^^  et  b^, 


On  en  déduit 


(it,  X,  +  x\-\-  bo  Ao^i  =  o, 

«0  = r X —  ' 

OC  {  L\  OC  'i       oc  'i  i^OC  \ 

bit  =^ Â Â — ' 

X,  aXi  —  Xi  ax, 


et  la  troisième  racine  œ,  est 


x%  —  — 


^  \  X  2  X  \   LA  X2  X2  ^  X  \ 

c'est-à-dire,  en  multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  x^  Aa?2  +  x.t^x^,  et 
supprimant  le  facteur  x\  —  x\, 

X^b>,Xi-\-   Xlb^Xy 

I  —  /f^  x\x\ 


X. 
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et  SOUS  cette  condition  on  a 

dxy         dx,         dXi 

A  .r,       A  .r,       A  .r, 

ce  qui  s'accorde  avec  le  résultat  obtenu  (583j. 

Théorème  de  M.  Clehsck. 

591.  M.  Clebsch,  dont  les  beaux  travaux  sur  cette  tliéorie  se  sont  étendus  beau- 
coup plus  loin,  a  donné  au  théorème  d'Abel  une  forme  géométrique  très-élégante. 
Considérons  la  courbe  dont  l'équation  est 

(  52  )  y^-  =z  a  -\-  bx  +  ex''-  H-  dx^  +  ex\ 

et  cherchons  l'intersection  de  cette  courbe  avec  une  autre  courbe  quelconque 
ayant  pour  équation 

(53)  f{x,r)=^o, 

on  pourra,  par  le  moyen  de  l'équation  (52),  éliminer  de  (53)  toutes  les  puissances 
de  r  supérieures  à  la  première,  et  l'ordonnée  de  l'un  quelconque  des  points  d'in- 
tersection sera  exprimée  par  une  fonction  rationnelle  de  l'abscisse 

P 

l'équation  qui  donnera  les  abscisses  des  points  d'intersection  est  par  conséquent 

(54)  o{x)  —  V''  —  Q'{a^bx  +  cx^+dx'-{-ex')  =  o. 

Supposons  que  dans  cette  équation  on  fasse  varier  d'une  manière  quelconque  les 
coefficients  de  l'équation  (53),  les  racines  de  (54)  varieront,  et  si  les  variations 
considérées  sont  infiniment  petites,  on  aura  pour  chaque  racine 

,55)  c^'[x)dx -\-i^  è^  ~ '2.QàQ,[a+ bx -\- cx^  +  dx' ^  ex')  =  o, 

le  signe  ù  se  rapportant  à  la  variation  subie  par  les  polynômes  P  et  Q  lorsque 
leurs  coefficients  changent  intiniment  peu.  On  déduit  de  (55),  en  multipliant  par 

,        et  tenant  compte  de  l'équation  (54)  qui  a  lieu  pour  toutes  les  racines, 

P  9  (^) 

Or  il  est  aisé  de  voir  ({ue  Qo^P  —  Pc?Q  est  d'un  degré  inférieur  de  deux  unités  au 
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moins  à  celui  de  (p(a;)\  si  donc  on  ajoute  les  équations  relatives  à  chaque  racine, |ç 

on  trouvera 

{  56)  2^     p-  =  o, 

c'est-îi-dire,  d'après  l'équation  (54), 

r=  ~  o, 


^  ±  y/«  -\-  hx  -\-  ex''  4-  dx^ 
et  l'on  voit  que  la  somme  des  intégrales 

dx 


X 


o    \'a  +  hx  +  cx^+  dx^  +  ex'' 

dans  lesquelles  on  prend  successivement  pour  limite  supérieure  toutes  les  racines 
de  l'équation  (54),  c'est-à-dire  les  abscisses  des  points  d'intersection  des  courbes 
considérées,  restera  la  même  lorsque,  la  courbe  (52)  restant  fixe,  la  courbe  (53) 
changera  arbitrairement  en  conservant  le  même  degré. 

On  peut  démontrer  le  même  théorème  sans  aucune  modification  en  remplaçant 
la  courbe  du  quatrième  degré  (5^)  par  une  autre  courbe  ayant  une  équation  de  la 
forme 

f[x)  désignant  un  polynôme  entier  quelconque. 
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CHAPITRE  IL 

DOUBLE  PÉRIODICITÉ  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


JSotdtion  de  Jacobi. 
592.  Posons 


Jo    VI  —  /l'sin-c) 


(0 

V I  —  /i'sin'9 

On  dit  que  «p  est  Vamplitude  correspondant  a  V argument  ii,  et  l'on  écrit 

(2)  r^=^amu. 


Si  l'on  pose 


l'intégrale  (1)  devient 


(3) 

et  l'on  a 

On  en  conclut 


sincp  =  X, 
dx 


Jax 
O    ^'{i—x^){i  —  h'x') 


X  =  smani  a. 


y/1  —  x'^-z  C0S«/7J  U, 


et  l'on  pose,  en  outre,    , 

( 4 ;  sj \  —  1,^ x"-  —  à, am  u  : 

sin««2  M,  cosamw,  Aarnu  sont,  comme  nous  le  verrons  dans  ce  chapitre,  trois  fonc- 
tions parfaitement  déterminées  pour  chaque  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  la  va- 
riable, et  la  fonction  Aam m  elle-même,  malgré  la  présence  du  radical  dans  l'équa- 
tioa  (l\)  qui  la  définit,  ne  conservera  aucune  ambiguïté. 

Addition  des  arguments. 

593.  On  sait  quelle  est,  en  Trigonométrie,  l'importance  des  formules  qui 
expriment  les  sinus  et  les  cosinus  de  la  somme  de  deux  arcs  en  fonction  des  sinus 
et  des  cosinus  des  arcs  eux-mêmes.  Le  théorème  d'Euler,  démontré  dans  le  chapi- 

1.    Cale.  i/il.  7^  . 
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tre  précédent,  équivaut  à  des  formules  analogues  relatives  aux  trois  fonctions  qui 
nous  occupent,  et  qui  jouent  dans  leur  théorie  un  rôle  non  moins  important. 
Soient  cp  ei^  deux  angles  quelconques.  Posons 

(5)  j  9~^"^"> 

et 

(^)  iJL  —  am{u-\-v),  '^ 

c'est-à-dire,  supposons  que  l'on  ait 

(7)        r—^ -.  r ^ r~^ii 

Jo    s/t —/i'sin^<?      Jo    v/i  — /r'sin^tp      Jo    v^i  — A-^sin'9 

Si  l'on  suppose  que  .a,  et  par  conséquent  la  somme  a -h  v  soit  constante,  ou 
aura,  en  différentiant, 

VI  —  /r^sin'9       Vi  -  /,»sin'(j; 
d'où  résulte  (584) 

(9)  005^.  =  costpeos^];  —  sin9sini];  \/7^~FsTn^; 

le  triangle  sphérique  dont  les  côtés  sont  9,  ^j;  et  p.  donne  de  même 

r^Q^  j  ces  9  =  ces  y.  ces  ij;  +  sin  y.  sin  i|;  v/7^7r^  sin'^ , 

I  ces  ^|;  =  cos^.  CCS  9  H-  sin//.  sin  9  \/i  ^(^^^j^  . 

et  d'après  les  équations  (5)  (6),  ces  équations  peuvent  Récrire 

'  COsam{u  +  v)=z  cOHamucosamv  —  s'in am n  s'm ami' A am{n  +  v), 
(11)        <  cosamu=  cosam{u  +  v)  cosamv  +  smamiu-i- v)s\namv  Aamu, 
[  cosamv  =  cos am { u -\-  v)cosamu-\-  s'mam{u  +  v)smamu  Aamv. 

Les  deux  dernières  donnent 

sinam  .11+,)=    . cos^amc^  -  cos»a/n« 

s\namu(iosamv  ùs.amv  —  s\namvcosamuA.amu  ^ 

que  l'on  peut  écrire 

sinaw ( ?<  +  ç- )  =  (sin^^m/^  -  s\i\'amv){s\ï\amu  cosamv  Aamv  +  sjnamA^cosam a  Aam  11) 

sin'amu  cos'amv  A^amv  —  s'm'-amv  cos^ amu^'^amu  '' 
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le  dénominateur  est,  on  s'en  assure  aisément,  identiquement  égal  au  produit 

{s'm'amu  —  s\n''amvj{i  —  h^s\u''ainusin^ann'), 

el  l'on  a,  par  conséquent, 

slnamu  cosamv  Aamv  +  sinamv  cosamuAamu 


[12)  .s\nam[u-\-  v)  = 


I  —  k^  sin' nm  u  sin^  am  V 


Cette   relation   pourrait   d'ailleurs   se  déduire   immédiatement    de  l'intégrale 

nnée (583). 

Les  deux  dernières  équations  (11)  donnent  aussi 


,  ,       s\namu  cos amu A amv  —  sm am v  cosamv  Aam  u 

ces  «m  (u  -h  v)=z  —. T . ; 

smamu  cosamv  Aamv  —  sinamv  cosamuaumu 

et  en  multipliant  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  cette  fraction  par  la  somme 
des  termes  dont  la  différence  forme  le  dénominateur,  et  supprimant  ensuite  le 
facteur  s'm^ amu  —  s'in"^ amv  commun  aux  deux  termes,  on  a 

,  ,,  ,  ,       cos  amu  cosamv  —  sinamu  sin  amv  A  amu  A  aniv 

(  1 3  )  cos  ani  (u-h  c  )  = . — ; -. . 

I  —  /r'sin'amMsm'amf 

La  première  des  équations  (11)  donne  enfin 

sin am u s'mamv  A a?n{ Il  +  c)  =  cosamii  cosamv  —  cosam{u  ■+-  v), 

et  en  substituant  à  cos«m(wH- ^j  sa  valeur  fournie  par  l'équation  (i3),  on  trouve 

Aamu  Aamv  —  h^smamii  smamv  cosamu  cosamv 


(i4)  Aam{u  -t  v)  = 


1  —  k^s'm^amu  sin^amv 


Généralité  des  formules. 

594.  Les  équations  (12),  (i3),  (i4)  sont  les  formules  fondamentales  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques,  elles  sont  démontrées  seulement  pour  des  valeurs 
des  variables,  qui,  d'après  la  formule  de  définition,  doivent  être  réelles,  et  ne  pas 
dépasser  certaines  limites  imposées  par  la  considération  du  triangle  sphérique,  dont 
les  côtés  sont  9,  ^  et  [i.  Les  trois  formules  néanmoins  s'appliquent  à  tous  les  cas; 
mais,  pour  le  démontrer,  il  est  nécessaire  d'étendre  et  de  préciser  les  définitions 
données  au  commencement  de  ce  chapitre. 

Reprenons  l'équation 


1 


0    V'  — «'sin^'cp 


74- 
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qui  lorsque  «p  esî  réel  et  positif,  k  étant  moindre  que  Tunité,  no  présente  aucune 

ambiguïté.  On  en  conclut 

o 

du  I  I  • 


r/cp  '     ^/7Z-/,isin^9        Aamw 
et,  par  conséquent,  a>  étant  égal  à  amu, 

dam  u 
du 

On  en  déduit 


=  Art/?i  u. 


,   ^,  ds\nnniu  dama  . 

1 1 5  )  i =  ces  r/w  zf  — -, =  ces  a  mu  II  am  u, 

du  du 

4 

,  ^,  d  cos  amu  .  damu  .  . 

i  1 6  - — — i =  —  sin  «m  u  — , =  —  sin  am  u  A  am  u, 

du  du 

d  A  a  m  u        d 


\  »-«'    *-»   Il/il-   f*  »*  / 7    ^  ,  _  î    „         • 

(in)  — , =  -.-  i/i  —  A*  sinV//n ff  =  —  /i ' sin «w ?^  cosatn u. 

' '  du  du  ' 

Ces  trois  formules,  considérées  comme  toujours  exactes,  seront  prises  pour 
équations  de  définition  dans  les  cas  où  les  définitions  précédentes  laisseraient  sub- 
sister un  doute  sur  la  valeur  précise  des  radicaux  qui  y  figurent,  et  elles  permetlent 
de  démontrer,  pour  tous  les  cas,  les  équations  (i2J,  f  [3)  et  f  i4)- 

Posons,  en  effet, 

s\namucosami>\ami' -h  Hinam^f  cosamu^amu 
I  —  /t^s\n^amu  siu  «w<' 

nous  trouverons,  en  représentant  le  dénominateur  par  D, 

dR cosamu^amucosamv  Aamv  —  s\n  amv  fi\n  nmu  A^amu  —  k^sm  am  v  cos'am  «  sin  am  u 

dû"  D~     "  ' 

2.{sinamu  cosamv à.amv -hs'mamifcosamu Aamu)h^sin''amvsinamucosamu^amu 

Cette  expression  de    ,  -  est  symétrique  par  rapport' aux  lettres  u  et  r.  On  s'en 

assure  en  la  multipliant  par  D",  qui  est  symétrique,  supprimant  les  termes  dont 
la  symétrie  est  évidente,  et  constatant  que  la  somme  de  ceux  qui  restent  est  égale  à 

—  s'mamu  slnam {,•{!' amu  A'amc  +  L-cos-amu  cosV/wc^). 
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On  a,  par  conséquent, 


On  en  conclul 


du        dv 


,„       rfR   ,         ^/R   ,        r/R  .  ,         j  , 

^R  =  -r-  du  H-    ,-  dv  —  -,  -  {du  -h  dv''. 
du  dv  du 


''-  ne  peut  être  identiquement  nul,  car        le  serait  aussi,  et  R  ne  contiendrait 

du  '  "'^ 

ni  M  ni  v.  La  condition  nécessaire  et  sufïisante  pour  que  f/R  soit  nul,  est  donc 

du  +-  dv  =--  o, 

c'est-a-dire 

«  4-  ('  =:  consl. 

La  fonction  R  et  la  somme  u  -+-  v  sont  par  conséquent  constantes  ensemble  et  varia- 
bles ensemble,  et  R  est  une  fonction  de  u-^v,  mais  pour  (^  =  o,  R  se  réduit 
à  ûnamu  et  l'on  a,  par  conséquent, 

R  =  sinrt/»(M  -\-  v). 
Les  formules  (i3)  et  (i4)  se  démontreraient  de  la  même  manière. 

595.  On  peut  en  déduire  un  grand  nombre  d'autres,  dont  l'usage  est  très-fré- 
quent, nous  citerons  seulement  quelques-unes  des  plus  élégantes,  qui -peuvent 
d'ailleurs  se  vérifier  immédiatement.  On  a 

2  smaniu  cosamu  Aaniu 

(  1 8  )  s\n  ani'?.u=z rr"~. » 

^     '  I  —  fi^sin*amu 

cos- uni  u  —  sin-aniu  AUunu 
(iQi  C0Srtm2?/=: .      .    ■ ) 

^■am u  —  h- s'in'' ain u  cos'^nm u 


(20)  Aam9.u=z 


I  —  /f^sin*aniu 


p  -\-  q  P  —  (1  K         P  —  <i 


(21)        s'ina/n  j) -i-  HÏnnmq 


(22)       cosanip  ^  cosnuiq 


1  sin«m  ' cosain àam 

2  2 


P  -^Q    •  ,        P  —  Q 

t €.  Cl  n'y/ ni    ' ■• 


/('sin'rtm  '- sin'rtm 


p  -+•  q  P  —  (l 

2  cosaw  ^ ^  cos«w  '- i 

a  a 


,     .  p  -h  q    .  p  —  Q 

I  —  /r'sin'a/?i  ^ sinV//n - 

2  2 
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1  sm  am cos  am iiam ^ 

2  2  2 

(  23  )       sin  am  p  —  sin  «m  q  = ■ 

P  ~^  q              P  —  q 
1  —  h's'm'^am  ^- sin^ am  ' 


q  —  p    .          Q  +  p  K        P  ■— Q  X        P -^  <] 
asm  am smam  ^ '-  ù^am ù^am 

2  2  2  2 

(24)       cosam  p  —  cos  amq  = 


I  —  /r'sin'aw sin'a/n 

2  2 


P  —  q   .  .       P  +  q 

•ilU    am   — cir>5/y»«    1 i 

2 

A      P  -^  q  \      P  —  q 

Aam Aam  ' 


25)       Aam  p  -h  ^amq 


I  —  k^  sin' «m sin' «m  — 


T-k-sinam  ~ sinam cosam  ' "-  cosam 

(  a6  )       A  am  p  —  A  am  q  = 

T    ■  ,      P  -^  q  ■  .      P  —  q 

I  —  /i''sin^«/;7 sm'rtm  ~ 


596.  Revenons  aux  trois  fonctions  s'mamu,  cosamu,  ùiamu^  que  nous  pouvons 
maintenant  calculer  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  u. 
Si  l'on  pose 


k  étant  moindre  que  l'unité,  en  faisant 

27)  W=    /        -7—  ^:;^- =1 1 

Jo    s/{i  —  x'){\  —  k'x') 

on  a 

sin«mw  =  i, 

et  pour  les  valeurs  réelles  de  u  comprises  entre  o  et  w,  la  fonction  sinamw  dé- 
finie sans  ambiguïté,  varie  entre  zéro  et  l'unité.  Lorsque  x  augmente  et  varie  de 

l'unité  à  TJ  les  éléments  de  l'intégrale  deviennent  imaginaires.  En  posant 

I 

28)  /  ,     :     —    M^V—  I, 


on  aura 


r'        dx  ,  I — 

Jo    \J{i  —  x')[ï  —  k^x^) 
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et,  par  conséquent, 

sin  am  (  «  -+-  o'  y  —  i  )  =  j-  • 

On  a  aussi 

cos«mw  =:  o, 

Anmo)  =  y/i  —  As 


591 


(29) 


/  /  / 

1  cosam  {(,)  -H  w'  y/— i  )  ==  V/  7^  ~      / —  V^  ~  ''% 

'    AaW  (w  +  C)' v'— I  )  =:  o. 


Périodicité  des  fonctions. 

597.  Les  fonctions  sinamw,  cosarn-u,  Aamu  admettent  chacune  deux  périodes, 
qui  sont  :  pour  sinawi^,  4w  et  2w'\/  —  i;  pour  cosaww,  4w  et  20J  4- 2'^/ y  —  i; 
pour  àamu,  2m  et  4w'V— '»  c'est-k-dire  que  l'on  a,  quelle  que  soit  la  valeur 
de  u, 

I   sin am[u-^^(,)=s\nam  II, 

sin  «m  [u  -h  2m'  y/  —  i  )  =  sïnamii, 

ces  am  (  ?<  +  4  w  )  =  ces  am  u, 

cosam  (a  H-  20  +  2  0)'  \/ — i  )  =  cosam  u, 

àam{n  4-  2m)  =  A«m ?f, 

Aam{u  +  ^m'  \J—\)  =:  \amu. 

Les  équations  (18),   (19)  et  (20)  permettent  en  effet  de  calculer  sinam2w. 
îosam2w,  Aam2w,  elles  donnent 


3o) 


I3i: 


smam  :}.(>)  =  o, 
cosam '10)  =: —  i, 

A«/??2  0)  =  H-  I. 


On  en  conclut,  à  l'aide  des  formules  (12),  (i3j  et  (i4j, 


f3a) 


;  sinrt/7i(«  H- 2  0))  =  — sin  amu, 
cosam{H  ■+■  20)  =^  —  cosam  u, 
[     \am{u  -+-  20i)  =  àamu, 


Jt  les  deux  premières  donnent,  en  y  changeant  z/  en  m  -4-  2  w, 

sin  «m  (if  +  4w)  ~  sin  «m  a, 
cosam  {n  4-  4'ji))  =  cosam  u. 
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On  déduira  aussi  de  (i8y,  (19)  et  (20) 

S'in  am     ir,)  +  i',\   y/—  1  ^  :::=  o, 
COS«/72  I  2r,)  -t-  2  0)    y/ — I  y  r=  -f-  I  , 
A  am  ■  ■}.  ',)  --f-  2  r,)'  y'  —  I  y=r  —  i , 

et  les  formules  (12),  (i3j  et  (i4)  donnent 

1    sin«//i  («  H-  2  0)  +  2co'  V— 1  y  =^  —  s'iuaniu, 
(  33)  '   cosani  '  m  4-  2ùj  +  20)'  y  —  1  )  =  cosani  u, 

[      A  ain  (  «  +  2  0)  +  2  0)'  y;  —  I J  =  —  A  «m  «. 

L'addition  de  2o)4-2w'v'— i  à  la  variable  change  donc  le  signe  de  ûwamu,  et 
comme  il  en  est  de  même  de  l'addition  de  2w,  20/^/— i  ne  change  rien  et  est  une 
période  de  ûwa?nu\  2w  +  2w'v  — i  ^n  est  une  de  cosamu,  et  la  troisième  des 
équations  (33)  montre  enfin  que  2w-i-2w'\/— i  ajouté  à  la  variable  change  le 
signe  de  Aamii,  et  comme  20)  est  une  période,  l'addition  de  2w'\J—i  changerait 
également  le  signe  de  Aamu,  et  celle  de  liw'  \i--ï  rétablit  la»valeur  primitive. 

598.  Les  résultats  précédents,  il  est  aisé  de  le  voir,  permettent  de  calculer  sans 
ambiguïté  les  trois  fonctions  s'inamu,  cosamu,  Aamii  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  la  variable.  Le  sinus  d'amplitude  est  défini,  en  effet  (596), 
pour  les  valeurs  réelles  de  la  variable  comprises  entre  zéro  et  co.  L'équation  (21 

2sm«/n cos  am  f- Aam  ^^ 

2  22 

sïnam  p  -f-  s'mani  a  =■ , 

7     .           P  -^  (I    .           P  —  Q 
I  —  Ir-sm'am  ^       '  c..v->.,^.  f 1 

donne 


I  —  /i^sinV-(/n  — sm'ani 

2  2 


sin«/?ï«  +  sin«m(~  «)  ==  "> 

et  la  fonction  est  définie  par  conséquent  pour  les  valeurs  de  la  variable  comprises 
entre  —  'ù  et  +  w.  L'équation  (32) 

sin  am  (  ?<  +  2  oj  )  =  —  siii  am  u 

achève  enfin  de  la  définir  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  u. 
L'équation  (2/4) 

q  —  p   .        q  +  P  K       p  —  q  \       P  +  Ç 
7.sinam  ^ — —  s\n am Aam  ^ Aam  f^ ? 

o  2  2  2 

cos  amp — cos  amq=: 


1  —  /l' sin'rtm  ~ sin' «m  ~ 

2  2 
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donne 

cos  amu  =  cosam[ —  u), 

et  la  fonction  cosamu  est  définie  par  conséquent  pour  les  valeurs  de  u  comprises 
entre  —  oj  et  +  w;  l'équation  {'di) 

cos  am  (  M  +  2  0)  )  =  —  cos  ain  u 

achève  de  la  déterminer  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  u. 
L'équation  (26)  donne  enfin 

Artma  = -T- Art/?i( — u], 

et  b^amu  étant  défini  par  les  valeurs  comprises  entre  o  et  00,  et  ayant  pour  pé- 
riode 2w,  se  trouve  déterminé,  ainsi  que  les  deux  autres  fonctions,  pour  toutes 
les  valeurs  réelles  de  la  variable.  . 

599.  Nous  avons  défini  (596)  les  valeurs  de  ûnamu,  lorsque  u  étant  de  la 
forme  w  +  z  \J —  i ,  z  varie  de  o  à  w';  cosam  (w  -l-  i;  y —  i  )  et  Aam  (o)  -f-  z  \' —  i  ) 
sont  également  définis  sans  ambiguïté  :  sin«m{oo  +  :;  v^ —  i)  étant,  en  efl'et,  réel 
et  plus  grand  que  l'unité,  cos«m  (w  +  s  y/—  i  )  est  imaginaire  de  la  forme  p  y—  i 
et  |3  varie  de  o  ii\/i—k^;  Aamicà  -i-  zsj — i)  est  réel,  au  contraire,  et  varie 
de  y/»  —  ^'  à  o. 


On  déduira  de  ce  qui  précède  s'mamzyj—  i,  cosamz  y—  i  et  AamzsJ—  i  pour 
les  valeurs  ûc  z  comprises  entre  o  et  0/;  la  formule  (12;  donne, 

sin«m2\/ — I  =  sin«/?i  (co-f-2  v^ — i — co) 

cosam  {o)  + z\/ — i}àani{o)  +  z\/ — ij  cosfl/;i  (w  H- z\/ — i) 


1  —  /i'sin'am  (co  H- 2  y' — i)  Aani{(n  -{-  z\/ — i) 

Sinam  (cj  4-  z  \J—  i  )  étant  réel  et  compris  entre  i  et  ji  cosam  (w  +  z\ —  i) 

est   imaginaire   et  de    la    forme  jS  y^ — i;   mais  A«m(oj-i-^\/ — i)   est   réel,  et 

s'u]amz\/ —  I  est  par  conséquent  imaginaire,  sans  partie  réelle.  Si  l'on  fait  z  =  oj', 

on  a 

V,  '  ,  ,  / roHnm((ù  -\-  oi'  J — 1) 

C  sin  am  co'  \/  —  1  = — r--  » 

A  am  \  oj  -+-  fo'  y —  1  ) 


et,  comme  Aar?i{o)  4-  coV—  0  est  égal  h  zéro,  sin^/mo/y—  i  est  infini. 

Sinamsy—  i  se  déterminera  enfin  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  z,  à  l'aide 

f.     C(i/r.  in  t.  ^  .  75 


* 
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sin  ani  —  z  \l—  i  =  —  sin  am  z  \J—  i 
sin«m(2  -f-  im'  )  \[^  =z  s\ï\am z  sj  —  i . 


S94 

des  relations 

et 


Sïn  am  z  \l^^  ï  éidiiM  imaginaire,  sans  partie  réelle,  cosamzyj—  i  et  ^amz\l—\ 
nt  réels  et  ne  s'annulent  jamais;  leur  valeur  est  déterminée  sans  ambiguïté. 
On  pourra  enfin,  quelles  que  soient  les  valeurs  réelles  de  x  et  de  y,  calculer 

sinam(^  +  7V-^),  cos«m(x +/V-T)  et  ^am{x  +  y^^^i),  en  faisant  dans 
les  formules  (12),  (i3)  et  (i4) 

Démonstration  directe  de  la  double  périodicité. 


so 


600.  Reprenons  l'équation 


équivalente,  par  définition,  à 


=  sinam  u, 


,^^     et  cherchons,  d'après  les  conventions  et  la  méthode  exposées  (353),  les  diverses 
valeurs  de  w  qui  correspondent  à  une  valeur  donnée  de  z  correspondant  au  point  M. 


m 


B'  A' 


B        X 


W 


Les  points  critiques  de  la  fonction  intégrée  sont  ici  les  points  A,  A',  B,  B',  placés 
sur  l'axe  des  X  dont  les  abscisses  sont  ±1,  ±  ^.»  et  les  contours  élémentaires 
sont,  par  conséquent,  au  nombre  de  quatre;  les  intégrales  correspondantes  sont, 
on  le  verra  en  raisonnant  comme  (354;, 

2W,       —  2C0,       20)  H-  203'  y'  — I  ,       —  2W —  2«'V  —  I> 

et,  si  l'on  nomme  J  l'inléffrale  relative  à  ce  chemin  OM,  on  obtiendra,  en  faisant 
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précéder  ce  chemin  de  l'un  des  quatre  contours  élémentaires, 

20)  —  J,        —  203  —  J,        20)  +  ÎCO'  v/—I   —  J,        —  26)  —  2  6/^/— I  —  J, 

et  l'on  en  conclut  que  par  l'adjonction  successive  d'un  nombre  quelconque  de  ces 
contours  l'intégrale  peut  prendre  l'une  quelconque  des  valeurs  exprimées  par  la 
formule 

2n&)  -+-  2mw  +  2mo)'v/— I  +(—  i)''"^'"J, 
ce  qui  s'accorde  parfaitement  avec  les  résultats  obtenus  précédemment. 

Etude  des  infinis  et  des  zéros  de  sm amu,  cos amu,  Aamu. 

601.  On  a  vu  (542)  quelle  est  dans  l'étude  d'une  fonction  l'importance  des 
valeurs  de  la  variable  qui  la  rendent  nulle  ou  infinie,  et  du  degré  de  multiplicité 
qu'il  faut  attribuer  à  chacune  d'elles.  Nous  devons  donc  chercher  les  valeurs  qui 
rendent  nulles  ou  infinies  les  trois  fonctions  s'inamu,  cosamu,  Aamu.  Résolvons 
en  premier  lieu  l'équation 

(34)  sinamn  =  o. 
Soit 

U  =  X  -h  f  ^ — I, 

X  eiy  étant  réels,  on  a 

(35)  s\\\am{x  -\-  y\J — i) 

_  sm am X  cosam y \l  —  i  Ê^amx \l  —  i  +  sin amy  \J-~ i  cos amx IS.amx 
I  —  k''&\vi^amx  ^\W-amy\l —  i 

Le  dénominateur  de  cette  expression  est  réel  (599),  ainsi  que  le  premier  terme 
du  numérateur;  le  second  est  de  la  forme  B  V—  i»  B  étant  réel,  et  l'équalion 

sin«m  (.r  h-  y^ — i  )  =  o 

se  décompose  par  conséquent  en  deux  autres 

s\n  amx  cos  amy  \J — lAamjy/ — i  ==  o, 
sin am y  \/ — i  cos nm  x  ù^amx  =  o. 


Cosamjv/—  I  et  Aamjy  —  i  ne  pouvant  pas  être  nuls  (599),  on  doit  avoir 

s\nam  X  =  o, 

75. 
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et  par  conséquent 

X  =  2/lW, 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque. 

Sin«m^  étant  nul,  cos«m.2;  et  ^.amx  ne  peuvent  pas  l'être,  et  la  seconde 
équation  se  réduit  à 

smamysl — i  =  o, 
par  conséquent 

m  étant  entier. 

Les  solutions  cherchées  sont  donc  renfermées  dans  la  formule 


U  =  2  /l  0)  +  -2  m  6) 


'v/'^. 


Nous  les  avons  obtenues  en  égalant  à  zéro  le  numérateur  de  (35).  Il  est  aisé 
de  voir  qu'en  rendant  le  dénominateur  infini,  on  n'annulerait  pas  la  fraction; 
sin«mjv  —  '»  cosamysj—  i  et  Aamy\l—  i  deviennent,  en  effet,  infinis  en  même 
temps  et  sont  des  infinis  de  même  ordre;  le  numérateur  de  (35)  devient  donc 
infini  en  même  temps  que  le  dénominateur,  et  leur  rapport  ne  s'annule  pas. 

Toutes  les  racines  de  l'équation 


sinamii  =  o 


sont  des  racines  simples.  On  a,  en  effet, 

(Isinamu  . 

i =  cosam  u  isam  u. 

du 

et  la  fonction  s'mamu  ne  s'annule  jamais  en  même  temps  que  sa  dérivée. 

602.  En  procédant  absolument  de  la  même  manière,  nous  trouverons  que  les 

racines  de  l'équation 

cos  amu  =  o 

sont  données  par  la  formule 

// r=  (2/i  +  l)  W  H-  2/nco'\/ — I, 

et  celles  de 

Aam  M  =  o 
par  la  formule 

M  =  (  2  n  +  I  j  M  -4-  (  2  /?l  4-  I  )  w'  V^—  I , 

et  toutes  les  racines  sont  des  racines  simples. 
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603.  Résolvons  enfin  l'équation 

(36)  sinamM=:oo 

dont  les  racines  sont  évidemment  les  mêmes  que  celles  des  deux  autres  équations 

ces  «m  M  =  co  , 

Aamu  =  G0  ; 

on  a  (595) 

^Q„\  .  ^s'mamucosamu  ^amu 

[  J'j  )  sin am  ?.  a  = 

I  —  /r^  sin' «m  M 

S'inamu,  cosamu,  Aa/w m  deviennent  infinis  en  même  temps  et  leurs  modules 
sont  de  même  ordre;  toute  valeur  qui  donne  siuamu^oo  doit  donc,  d'après 
l'équation  (37),  donner  smain2u  =  o,  et  il  laur  chercher  les  racines  de  l'équa- 
tion (36)  parmi  les  valeurs  de  l'expression 

-  (2/10)  -h  2m&)'y'' — l), 

et  l'on  s'assure  bien  aisément  que  celles  qui  sont  de  la  forme 

sont  les  seules  qui  satisfassent. 

Résolution  des  équations  miamu  =  smcimoc,  cosamu  =  cosama. 

603.  On  sait  quelle  est,  en  Trigonométrie,  l'importance  des  formules  qui  font 
connaître  les  arcs  répondant  à  une  ligne  trigonométrique  donnée.  Le  problème 
analogue  ne  joue  pas,  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  un  rôle  moins 
considérable. 

Considérons  d'abord  l'équation 

(2^)  sinam«  =  sinama, 

que  l'on  peut  écrire 

Sina/WM  —  sinama  =  o, 
c'est-à-dire  (595) 

u  —  oc  u-h  ce  .         u-\-  a 

rtsinam cosrtm Aam 

2  2  a 

=  o. 


I  —  k^  sm'am sin'am 


Pour  que  le  second  membre  soit  nul,  il  faut  que  le  numérateur  soit  nul  ou  le 
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dénominateur  infini,  et  les  résultats  précédemment  obtenus  donnent  très-aisément 


f  M  +  a  =  (4^  H- 2)  63  +  2m&)' y/ — I, 

et  l'on  voit  que  la  différence  u  —  a  doit  être  une  somme  des  multiples  des  pé- 
riodes ou  la  somme  u-\-  a  égale  à  203  augmenté  d'une  somme  des  multiples  des 
périodes. 

604.  L'^équation 

(4o)  cosamu  =  cosama 

est  tout  aussi  facile  à  résoudre;  on  a 

u  -\-  a     .  u  —  a.  M-j-a.  u  —  a 

asinaw sina/n ixam i\am 

ù.  222 

ces  am  u  —  ces  am  a  = 


,      .  u  —  a     .  M  +  a 


et  l'on  en  conclut  que  les  solutions  de  l'équation  (4o)  sont  données  par  les  for- 
mules 

!u  —  a=:4mw  +  27l(co  +  w'  v^ — l), 

et  l'on  verra  d'une  manière  toute  semblable  que  les  solutions  de  l'équation 
Uq_\  Aamu  =  Aama 

sont 

lu  —  cx  =  '^.niM -\- ^tim' s/ — I, 

(43)  -  /     w— 

(  M  +  a  =  2  »î  0)  +  4  '^  "  V  —  ï  -• 

m  et  71  désignant  des  nombres  entiers  quelconques. 

Expression  de  sïn am[u -h  co^  \/-^  i). 
605.  On  a 

sin «m  ( M  +  w' V  — 1  —  u) 

sin  am  [u  -+-  w'  V^^)  ces  «m  uAamu  —  smamucosam{u-hM's/^)  Aam  {u-h(ù'\/—i) , 
i  —  li'' sin'' amu  sin'' am{u -h  m' s/— ï) 

mais  le  premier  membre  égal  à  s'mamcù'sj^  est  infini,  et  l'on  doit  avoir  par 
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conséquent 


1  =  h'  sin" ani{u  -+-  m'  \/—i  )  sin'«m  u, 


d'où  l'on  déduit 

(44) 


sinam  ( w  +  w' y/  —  i)  =  -- 


smamu 


Si  l'on  fait  w  —  w,  le  premier  membre  devient  j/>  et  s'inamu  éiant  égal  à  l'unité, 

il  faut  adopter  le  signe  H-,  qui  convient  dès  lors  dans  tous  les  cas;  car  on  peut 
passer  de  la  valeur  w=  o  à  telle  autre  valeur  que  l'on  voudra  choisir,  sans  que 
dans  Tintervalle  la  fonction  smamu  devienne  nulle  ou  infinie. 


Su7'  les  Jonctions  doublement  périodiques. 

606.  Toute  fonction  qui  admet  deux  périodes  a  et  |S  n'est  pas  pour  cela  dou- 
blement périodique;  elle  ne  doit  prendre  celte  dénomination  que  lorsque  les  pé- 
riodes sont  distinctes. 

Deux  périodes  dont  le  rapport  est  imaginaire  sont  toujours  distinctes. 

Soient  en  effet  «  et  |3  deux  périodes  dont  le  rapport  ;^  est  imaginaire;  suppo- 
rt 

sons,  s'il  est  possible,  qu'on  puisse  les  remplacer  par  une  période  unique  sr.  Les 
seules  périodes  que  l'on  puisse  déduire  de  la  période  zs  sont  les  multiples  de  zs  et 
si  l'on  avait 

mro  =  a, 

nu5  =  (3, 

m  ei  n  étant  entiers,  on  en  conclurait 


et,  contrairement^  notre  hypothèse,  le  rapport  ^  serait  réel. 

Deux  périodes  dont  le  rapport  est  réel  peuvent  toujours  au  contraire  être  remplacées 
par  une  seule. 

Supposons  d'abord  en  effet  que  le  rapport  -^  des  deux  périodes  soit  commensu- 

r 

rable  et  égal  au  rapport  de  deux  nombres  entiers/?  et  q,  on  aura 


et  en  nommanl  zs  la  valeur  commune  de  ces  deux  rapports,  il  suftira  (|u'une  l'onc- 
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lion  ait  pour  période  ts  pour  qu'elle  ait  aussi  pvs,  c'est-à-dire  a,  et  qrs,  c'est-à- 
dire  /3. 

Supposons  enfin  que  le  rapport  |  soit  un  nombre  incommensurable  s;  la  fonc- 
tion dont  a  et  jS  sont  les  périodes  a  aussi  pour  période 

ma  — /ij3  =  j3  (ms  —  n), 

m  et  n  désignant  des  nombres  entiers  quelconques.  Or  on  sait,  par  la  tbéorie  des 
fractions  continues,  trouver  des  nombres  entiers  tels,  que  la  différence  mz  —  n 
soit  aussi  petite  qu'on  le  voudra.  La  fonction  a  donc  une  période  dont  le  module 
peut  décroître  indéfiniment,  et  par  conséquent  elle  ne  change  pas  quand  la  va- 
riable s'accroît  infiniment  peu;  sa  dérivée  est  par  conséquent  égale  à  zéro  et 
elle-même  se  réduit  à  une  constante. 

Représentation  géométrique  de  la  double  périodicité. 

607.  Considérons  une  fonction  (^[z]  ayant  pour  périodes  a  +  b\J—i  et 
a'-{-h'  ^  —  \.  Les  points  pour  lesquels,  en  vertu  de  cette  double  périodicité,  la 
fonction  reprend  la  même  valeur,  sont  les  sommets  d'un  réseau  de  parallélo- 
grammes égaux  et  juxtaposés  qui  recouvrent  entièrement  le  plan.  Supposons' en 
effet  la  variable  z  représentée  par  le  point  M;  si  nous  lui  ajoutons  la  période 
a-\-hsJ—i,  la  somme  z  H- a  + Z>  v'  — I  correspond  au  point  M' obtenu  en  portant, 
à  partir  du  point  M,  une  parallèle  à  l'axe  des  X  égale  à  a,  et  par  l'extrémité  de 
celle-ci  une  parallèle  à  l'axe  des  Y  égale  à  b,  c'est-à-dire  (car  évidemment  cela 
revient  au  même)  en  menant  par  le  point  M  une  droite  de  longueur  v«"  +  ^^  fai- 
sant avec  l'axe  des  X  un  angle  dont  la  tangente  soit  -•  Cette  droite  peut  d'ailleurs 

être  portée  dans  les  deux  sens  opposés  et  un  nombre  quelconque  de  fois.  On  ob- 
tiendra ainsi  une  rangée  de  points  équidislants  et  placés  en  ligne  droite,  et  la 
fonction,  pour  les  valems  de  la  variable  qui  leur  correspondest,  aura  la  même 
valeur.  La  seconde  période  a'  -\-  b'  \J—\  permettra  de  former  une  seconde  ligne 
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analogue  à  la  première  et  différemment  inclinée,  et  comme  pour  chaque  point  de 
chacune  des  deux  rangées  on  peut  répéter  ce  qu'on  a  dit  du  point  M,  on  ohtiendra 
deux  séries  de  parallèles  équidislantes  décomposant  le  plan  en  parallélogrammes 
pour  tous  les  sommets  desquels  la  fonction  aura  la  même  valeur. 

Le  point  M  qui  sert  d'origine  au  réseau  a  été  pris  arbitrairement,  en  sor'te  que 
les  côtés  des  parallélogrammes  étant  déterminés  en  grandeur  et  en  direction,  il 
reste  permis  de  les  déplacer  arbitrairement  en  les  laissant  parallèles  à  eux-mêmes 
et  en  conservant  les  mêmes  distances.  Il  est  évident  qu'une  fonction  périodique 
prend,  dans  l'intérieur  de  l'un  des  parallélogrammes  du  réseau,  toutes  les  valeurs 
dont  elle  est  susceptible,  et  que  ces  valeurs  sq  reproduisent  exactement  les  mêmes 
aux  points  correspondants  de  tout  autre  parallélogramme. 

608.  Deux  périodes  «  et  j6  étant  données,  on  peut  en  déduire  deux   autres 
ma-\-Ti^,  m'a-\-n'^,  rriy  n,   m\  ri  désignant   quatre    nombres   entiers  arbi- 
traires, et  ces  deux  périodes  nouvelles  fourniront,  comme  les  premières,  un  réseau 
de  parallélogrammes  aux  sommets  desquels  correspondent  des  valeurs  égales  de 
la  fonction.  Deux  cas  peuvent  se  présenter  :  ces  nouveaux  parallélogrammes  ont 
les  mêmes  sommets  que  les  premiers,  sans  qu'aucun  ait  disparu,  ou  bien  ils  ne 
reproduisent  qu'une  partie  seulement  de  ces  sommets.  Il  est  évident  que  dans 
aucun  cas  ils  n'en  peuvent  donner  de  nouveaux.  La  condition  nécessaire  et  suffi-   . 
santé  pour  que  les  deux  réseaux  aient  les  mêmes  sommets  est  que  leurs  parallélo- 
grammes élémentaires  aient  même  surface.  Si  l'on  considère  en  effet  dans  le  plan 
une  surface  de  forme  arbitraire,  un  cercle  par  exemple,  de  dimensions  infiniment  ^^ 
croissantes,  le  nombre  des  sommets  qui  s'y  trouve  renfermé  est  égal  à  celui  des  'y 
parallélogrammes;  car  en  négligeant  les  parallélogrammes  coupés  par  le  contour, 

dont  le  nombre  relatif  est  infiniment  petit,  à  chaque  parallélogramme  corres- 
pondent quatre  sommets  et  à  chaque  sommet  quatre  parallélogrammes.  La  surface 
d'un  parallélogramme  est  donc  la  limite  du  rapport  de  la  surface  indéfiniment 
croissante  au  nombre  des  sommets  qu'elle  renferme,  et  pour  que  deux  réseaux 
déduits  l'un  de  l'autre  aient  les  mêmes  sommets,  il  faut  et  il  suffit  que  les  paral- 
lélogrammes élémentaires  aient  même  surface. 

Impossibilité  d'une  troisième  période. 

609.  Une  fonction  bien  définie  ne  peut  admettre  plus  de  deux  périodes  dis- 
tinctes. Soient  en  effet  a,  |S,  y  trois  périodes  non  réductibles  à  deux;  nous  allons 
prouver  que  la  fonction  se  réduit  à  une  constante.  En  combinant  en  effet  les  trois 
périodes  deux  à  deux,  et  prenant  pour  origine  un  point  arbitraire,  on  formera 
trois  séries  de  parallélogrammes  dont  chacun  couvrira  le  plan  et  pour  tous  les 

I.    Cale.  int.  nQ 
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sommets  desquels  la  fonction  aura  la  même  valeur;  chacun  de  ces  sommets  pourra 
de  plus  être  pris  pour  point  de  départ  de  trois  réseaux  semblables,  et  l'on  formera 
un  nombre  infini  de  réseaux  à  tous  les  sommets  desquels  doivent  correspondre 
les  mêmes  valeurs  de  la  fonction.  Soient,  parmi  tous  ces  sommets,  P,  Q  et  R  ceux 
qui  forment  le  triangle  de  moindre  surface.  En  formant  un  réseau  de  parallélo- 


grammes ayant  pour  côtés  QP,  QR,  tous  les  sommets  de  ce  nouveau  réseau  seront 
des  points  déjà  obtenus;  car  en  portant  à  partir  d'un  point  quelconque  une  ligne 
égale  et  parallèle  à  PQ  ou  à  PR  on  ajoute  à  la  valeur  de  la  variable  qui  correspond  à 
ce  point  une  somme  de  multiples  de  trois  périodes.  Aucun  point  déjà  obtenu  ne 
pourra  d'ailleurs  se  trouver  dans  l'intérieur  des  nouveaux  parallélogrammes,  car, 
sans  cela,  contrairement  à  l'hypothèse,  il  formerait  avec  deux  des  sommets  un 
triangle  de  surface  inférieure  à  PQR.  Tous  les  sommets  déjà  obtenus  appartiennent 
donc  à  un  seul  et  même  réseau,  et  les  trois  périodes  sont  réductibles  à  deux.  Il  fau- 
drait, pour  qu'il  en  fut  autrement,  que  la  surface  du  triangle  PQR  se  réduisît  à 
zéro,  et  la  fonction  ayant  la  même  valeur  pour  tous  les  points  du  plan  serait  alors 
une  constante. 

Propriétés  des  fonctions  doublement  périodiques  bien  définies, 

610.  Les  fonctions  auxquelles  se  rapportent  les  théorèmes  que  nous  allons  dé- 
montrer sont  supposées  bien  définies;  elles  doivent,  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
ou  imaginaires  de  la  variable,  prendre  une  valeur  unique  et  déterminée,  et  l'on  a 
vu  (535)  que,  par  une  conséquence  nécessaire,  une  telle  fonction,  si  elle  devient 
nulle  pour  une  valeur  particulière  2  =  a  de  la  variable,  est  de  la  forme 

p  étant  entier  et  (];(a)  n'étant  ni  nul  ni  infini.  Lorsque  la  fonction  devient  infinie 
pour  la  valeur  2  =  jS,  elle  est  de  la  forme 

miz) 


(z  — (3)?' 


q  étant  entier  et  sy(|3)  n'étant  ni  nul  ni  infini.  On  dit,  dans  les  deux  cas  indiqués, 
que  la  fonction  s'annule  p  fois  pour  z  =  «  et  qu'elle  devient  q  fois  infinie  pour 

2  =  |S. 
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611.  Nous  avons  vu  (539)  que  toute  fonction  bien  définie  devient  infinie  une 
fois  au  moins.  Une  fonction  doublement  périodique  se  reproduisant  identiquement 
la  même  dans  l'intérieur  de  cbaque  parallélogramme  (607)  doit  devenir  infinie 
une  fois  au  moins  pour  une  valeur  correspondant  à  un  point  intérieur  de  l'un 
quelconque  des  parallélogrammes  élémentaires;  mais  une  seule  valeur  infinie, 
nous  allons  le  prouver,  serait  impossible,  et  toute  fonction  doublement  périodique 
devient  infime  deux  fois  au  moins  dans  l'intérieur  de  chaque  parallélogramme  élé- 
mentaire. 

Il  résulte  en  effet  du  tbéorème(539)  que  la  fonction  doublement  périodique  9(2) 
doit  nécessairement  devenir  infinie  pour  une  valeur  de  z  au  moins  dans  l'intérieur 
de  chaque  parallélogramme.  Soit  2  =  a  cette  valeur,  on  aura 

^  ^    '       z  —  ex. 

^ia.)  ayant  une  valeur  finie  k\  car  si  le  dénominateur  était  d'un 'degré/?  supérieur 
au  premier,  la  fonction  serait  considérée  comme  devenant/?  fois  infinie. 

Calculons  l'intégrale  /  (f{z)  dz  le  long  du  contour  du  parallélogramme  élémen- 
taire qui  contient  le  point  correspondant  à  ^  =  a.  Si  cette  valeut  est  la  seule  qui 
rende  la  fonction  infinie,  on  aura  (349),  (344) 

(45;  \<s^[z)dz  =  ikT.\l—\. 

Mais  les  éléments  de  l'intégrale  relatifs  à  deux  côtés  parallèles  se  détruisent  évi- 
demment deux  à  deux,  et  l'on  a  par  conséquent 


(46)  j  (f{z)dz  =  o. 


Les  deux  équations  (45)  et  (46)  étant  contradictoires,  l'hypothèse  dont  elles  ré- 
sultent est  inacceptable,  et  la  fonction  9(2)  doit  avoir  deux  infinis  au  moins. 

612.  L'équation  ^{z)  =  o  admet  aussi  deux  racines  au  moins  dans  l'intérieur 
de  chaque  parallélogramme,  et  le  nombre  total  de  ses  racines  est  précisément  égal 
à  celui  des  valeurs  infinies  de  la  fonction  9(2). 

Considérons  en  effet  la  fonction  ^-y--^-,  cette  fonction,  qui  est  doublement  pério- 

dique  comme  la  fonction  proposée  (p{z),  n'admet  que  des  infinis  simples.  La  fonc- 
tion considérée  ne  peut  évidemment  devenir  infinie  que  quand  (p(z)  est  nul  lui- 
même  ou  infini  (533j.  Soit 

(p{z)z=[z-a)P^{z), 

76. 
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p  étant  entier  (535)  et  ^{z)  ayant  pour  s  =  a  une  valeur  finie.  On  en  déduit 

9' (2)  =  p  [z  —  a)P-*  ^(z)-\-  {z  —  a)P  ^'{z) 
et 


<p  (  2  )        z  —  a        4^  (,  -z  ) 

et  comme  (533)  ^'(z)  est  finie  ainsi  que  ']>(z)  pour  z  =  a,  a  est,  pour  la  fraction 

o'  f  z] 

•   '   ,  ;  un  infini  simple  dont  le  résidu  est  égal  h  /?. 

Soit  en  second  lieu 

_   4^  (  -z  ) 


cpv-Z; 


vj;(5)  étant  fini  ainsi  que  sa  dérivée  pour  2  =  a,  on  a 

^  4;  (  z  )  4/(2 


4;'(2.=: 


et 


i(z)  (z  —  a.        '^[z, 


L'intéi^rale  de  la  fonction  — ,—  dz  autour  du  paralléloiçramme  est,   d'après  ce 


et  la  valeur  infinie  qui  correspond  à  5  =  «  est  encore  un  infini  simple  dont  le  ré- 
sidu correspondant  est  égal  à  —  ^. 

^nction  ^ 

qui  précède,  égale  à 

37^V'— I^j  ^P~^^' 

et  comme    611^  elle  doit  être  nulle,  on  en  conclut 


S"-! 


(?; 


c'est-à-dire  que  le  nombre  total  des  zéros  est  égal  à  celui  des  infinis. 

613.  On  doit  faire  cependant  une  remarque  importante  au  sujet  des  valeurs  cor- 
respondant à  des  points  situés  sur  le  contour  du  parallélogramme  élémentaire  qui 
rendraient  la  fonction  nulle  ou  infinie.  Le  raisonnement  précédent  ne  s'y  applique 
pas,  mais  l'un  des  sommets  du  parallélogramme  pouvant  être  choisi  arbitraire- 
ment, il  sera  toujours  aisé  d'éluder  la  difficulté,  quand  elle  se  présentera,  par  un 
déplacement  des  côtés  dont  la  grandeur  et  la  direction  sont  seulement  données. 
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On  peut  d'ailleurs  étendre  le  théorème  à  ce  cas  : 


/ 

/' 

/ 
/ 

J   ■ 

A 

P, 

D 

Soit  P  un  point  situé  sur  le  contour  du  parallélogramme  pour  lequel  la  fonc- 
'^^"  ^  '  tlevenant  infinie,  ait  un  résidu  égal  à  k\  le  point  P,,  placé  symétrique- 
ment sur  le  contour  opposé  du  parallélogramme,  présentera  le  même  caractère, 
et  si  l'on  calcule  j^-^  le  long  du  contour  ABCD,  en  réduisant  l'intégrale  à  la 
valeur  principale,  les  résidus  relatifs  aux  points  P  et  P,  devront  être  multipliés 
seulement  (345)  par  tt  V-  i ,  en  sorte  que  les  deux  points  P  et  P,  donneront  dans 
l'intégrale  ^.knsj—  i ,  comme  si,  en  employant  la  formule  générale,  on, ne  comp- 
tait que  l'un  des  deux  seulement. 

Supposons  enfin  que  la  fonction  ^-^  deviejine  infinie  pour  le  sommet  A  du 

parallélogramme  élémentaire,  et  par  conséquent  aussi  pour  les  trois  autres  som- 
mets pour  lesquels  elle  aura  le  même  résidu  k.  On  trouvera  aisément,  en  suivant  la 

mêmemarcheque(345),que,  dans  le  calcul  de  l'intégrale  f^^-dz,  il  faut  multi- 

J    9(2) 

plier  le  résidu  relatif  à  chaque  sommet  par  le  produit  de  y  — T  par  l'angle  corres- 
pondant à  ce  sommet,  en  sorte  que  la  somme  des  quatre  termes  sera  2kns^^ , 
précisément  la  même  que  si,  en  adoptant  la  formule  générale,  on  n'avait  compté 
qu'un  seul  sommet.  Nous  pouvons  donc  étendre  à  tous  les  cas  les  résultats  précé- 
demment ohtenus  en  convenant  de  ne  compter  qu'une  seule  fois  les  infinis  et  les 
zéros  de  la  fonction  relatifs  aux  points  symétriquement  placés  sur  le  contour  du 
parallélogramme  élémentaire. 

Théorème  de  M.  LiouvlUe. 

614.  Toute  fonction  bien  définie  ayant  pour  périodes  2«  et  4w'v/--^  est  expri- 
mable rationnellement  en  fonction  de  ûnamii  et  de  sa  dérivée  ^"— -. 

du 

Ce  théorème  est  un  corollaire  presque  immédiat  du  principe  démontré  (542)  : 
Quand  deux  fonctions  bien  définies  ont  les  mêmes  zéros  et  les  mêmes  infinis, 
leur  rapport  est  une  constante. 

Soit  F(w)   une   fonction  doublement  périodique  ayant  pour  périodes  4w  et 
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Q.^'yj—1^  et,  dans  l'intérieur  d'un  même  parallélogramme  élémentaire,  a,, 
«2,...,  «„  les  zéros  et  |3,,  jSa,...,  |3„  les  infinis  toujours  en  même  nombre  (612)  de 
la  fonction.  Posons 

(47)  9(m)  =  F(;0  + F(2w  — m). 

La  fonction  9  [u)  étant  égale  à  <p  (2^1)  —  w),  les  zéros  et  les  infinis  peuvent  être 
représentés  par  a\  et  200  —  a'^,  a'2,  200  —  «'g,...,  a'^.  et  200  —  a'^  et  p'j  et  2w  —  p'j, 
jS'a  et  2w  —  jS'g,...,  ]3'^.  et  2w  —  j^B'^,  qui  sont  précisément  ceux  de  l'expression 

{smamu  —  s\nam(x\)[s\iiamu  —  sinama',).  . .  (sinamM  —  sin«ma';,.) 
(sin«/na  — sina/n[3',)  [sxnamu  —  sinamfS'J  .  .  .(sinamw  —  sinamjS'^) 

dont  le  rapport  à  9  (m)  est  par  conséquent  constant. 
Posons  en  second  lieu 

^{U)=  F(?/.]-F(20,-»)  ^  F  (_")_I^i2  0)_--  M]  , 

on  a 

^|;(m)=:4'(2&3  —  m); 

car,  en  remplaçant  u  par  aœ  — w,  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  (48) 
changent  tous  deux  de  signe  :  on  peut  donc  représenter  les  zéros  et  les  infinis 
de  <|;(w)  respectivement  par  7,,  aw— y,,  72,  2co  —  72,  • . . ,  7«,  203  —  7^  et  c?,, 
2  0)  —  c?,,...,  c?„,  2w  —  an,  et  par  conséquent 

{sinamu—  sinamy,){sinamn  —  sinamy,).  ■  .(sinama  —  sinamy») 
(49)    ^(")  =  ^  ^        (sina/nw  —  sinawô,). .  .(sinama  —  sinamô»)  ' 

C  étant  une  constante. 

cû{u)  et  ^{u)  étant  des  fonctions  rationnelles  de  ainamu,  on  déduira  des  équa- 
tions (47)  et  (48)  les  valeurs  de  F  (m)  et  de  F(2w  — w),  l'une  et  l'autre  de  la  forme 

^^  c^sin«mz/ 

M  +  N  -, > 

du 

OÙ  M  et  N  sont  des  fonctions  rationnelles  de  sin^mw. 

Il  résulte  évidemment  de  la  démonstration  que,  si  l'on  avait 

Y{'iOi  —  u)  =  F[u), 
le  coefficient  de  ^^1"^?^  serait  nul  dans  l'expression  de  F(w).  Si,  au  contraire, 


on  avait 
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F(2w  —  m)  +  F(m)==  o, 


607 


il  en  résulterait  M  =  o,  et  F  (m)  contiendrait -, en  facteur. 

Remarquons  enfin  que  si  l'une  des  deux  fonctions  9  (m)  et  "^{u)  devenait  nulle 
pour  la  valeur  w'v/— I  qui  rend  sinam m  infini,  il  faudrait  remplacer  le  facteur 

(smamu  — ÛT\am(ù'\l—i)  \)2iT-. 
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CHAPITRE  III. 

MULTIPLICATION  ET  DIVISION  DE  L'ARGUMENT. 


Calcul  direct  de  smamnu,  cosamnu,  ù^amnu. 

615.  Les  formules  qui  expriment  les  sinus  et  cosinus  d'amplitude  d'une  somme 
permettent  de  calculer  successivement  le  sinus  et  le  cosinus  d'amplitude  du  double, 
du  triple,  etc.,  d'u,n  argument  donné.  En  faisant,  par  exemple,  w  =  p  dans  les 
formules  d'addition,  on  trouve 

'x'SÀwamu  cos amu  à.amu 
sin  am  211  =  ■ r^——i ' 

cos^amu  —  sin''amii  A^amu 
(i)  {  cosamiu^=. , ,   .   , — ' 

A^  am  u  —  /f^  sin'  am  u  ces'  am  u 
I  —  k^s\n*amu 

En  remplaçant  dans  les  mêmes  formules  m  par  iu  et  se  servant  des  résultats 
précédents,  on  trouvera,  en  posant  pour  abréger  s'inamu  =  x, 

On  pourrait  évidemment  calculer  ainsi  le  sinus  ou  le  cosinus  d'un  multiple 
quelconque  de  l'argument;  mais  cette  méthode  n'indique  pas  la  loi  de  formation 
des  numérateurs  et  des  dénominateurs,  elle  n'en  fait  pas  même  connaître  exac- 
tement le  degré;  car  des  facteurs  communs  s'introduisent  dans  les  deux  termes 
des  fractions  obtenus.  On  peut  les  éviter  en  suivant  une  autre  voie  qui  mène  plus 
rapidement  au  but.  En  multipliant  les  valeurs  de  sinam(a  +  (^)  et  de  sinam  (w  —  (^) 

(593),  on  trouve 

sin' «m  M  —  sin'amc' 

(3)  s\nam  {a  +  .)  sin«m(  w  -  .)  =  -"J-^^ri^amu  sin^am/ 

Si  dans  cette  formule  on  remplace  u  par  [p  +  \)u  etv  par /?w,  on  obtiendra  la 

suivante  : 

sin'am(p  +  i)u  —  sm'^ampu 

(4)  s\namus\nam[ip-^^)n=  i_  j^.  ^i^^am  {p  -h  i)  u  sin' am  pu 


Jt 
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Mais  on  a 

,t,  .  '2s\naniuu  coaatnua  Aam  un 

(3)  sinanivt.nu=z f—-. f- '- — 

I  —  k^  s\n*ampu 

Si  donc  on  pose,  en  désignant  par/?  un  nombre  impair  quelconque, 

P„ 


et  par  suite 


sinampu  — 


on  aura,  en  désignant  s'mamu  par  x, 

o.«.,   ~q^q;^+.-Fp;;p^:;' 
y.»  ^  2  p„  Q,.  v/(  Q^,  -n){  0-  ~  h-  p^ } 

On  pourra  donc  poser 

Pï/'H-i  ■^'  --   P«   ,    1  V«  P/i  V«    -  I  J 

,(5^  ]  Q.-4-,  =  Q;;0;;-..-^^P^I>;!.,, 


P,„  =  2P„  Q„  v'(0,^  -  P;,) (Q,^  -  h-Pf,}, 
\  Q.«-=Q/,-/,=P/,. 

Le  radical  qui  ligure  dans  l'expression  de  P^,,,  et  qu'il  est  impossible  d'en  faire 
disparaître,  n'est  pas  cependant  irréductible. 
Si  l'on  pose,  en  effet, 

sin  aniu       x, 

P.. 


siuamnu  =  f ^ 

V" 


on  a 


d'où  l'on  déduit 


I.    C(dc.  in  t.. 


77 
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mais 

0  -^  -  P  -^- 

dx  "  dx  Q„  ~  Q^ 

et 

l'équation  (8)  devient  donc 

0  ^'  -  P  ^Q" 


et  l'on  a 

1        ,, -, (^     dVn  T,     <^0n 

v'(Q;^-p^)(Q;;- A-^P^)  =  -  v/('  -  -^)  II-  A^^^)  (^Q-  ^^  -  P«  ~Tx 

Si  donc ^- est  rationnel,  ^^  necontiendra  que  le  seul  radical  v^(i  —  ^'-)  (i  — Fa;-), 

et  l'on  voit,  en  outre,  que  les  carrés  P;„,  Q',,  seront  rationnels. 
En  partant  des  valeurs 

P,  =  :r, 

on  formera  successivement  Po,  Q2,  P3,  Qs»-.-»  et  l'on  voit  aisément  que,  pour  les 
valeurs  impaires  de  /i,  P„  et  Q„  sont  des  fonctions  entières,  la  première  de  degré  n-, 
et  la  seconde  de  degré  n^  —  \\  P„  d'ailleurs  ne  contient  que  des  puissances  im- 
paires et  Q«  des  puissances  paires  de  x  seulement.  Si  l'on  pose 

^  9 )  y^^      B„  x"''^^'Y,  X""-'  -!-...  +  B^_,  ~ ' 

7. 

il  existe  entre  les  coefïicients  du  numérateur  et  ceux  du  dénominateur  des  rela- 
tions faciles  à  obtenir.  Si  l'on  change,  en  effet,  w  en  t^  -h  w'y—  1,  sin«mw  ou  x 
se  chaniTfe  (605)  en  7^,  et  ûxxamnu  ou  y  en  /-•  L'équation  (qj   doit   donc  être 

telle,  qu'en  remplaçant  a?  par,-,  y  devienne  -^--  On  eu  conclut  aisément 


Il — i 


D'ailleurs,  pour  une  valeur  infiniment  petite  de  x,  y  est  égal  à  «.r;  par  con- 
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séquent 


Si  l'on  chasse   le  dénominateur  de  l'équation  (g)  pour  ordonner  ensuite  par 
rapport  aux  puissances  de  œ,  l'équation  prendra  la  forme 

« 

et  il  résulte  des  relations  précédentes  que  la  somme  des  racines  est 


/'      '    k  '    B„,. 


B  .     y 


et  leur  produit 


•  Division  des  fonctions  elliptiques. 

» 

616.  Les  formules  fi )  qui  expriment  ?\i\am-?.u,  cosam2u,  àainiu  donnent  im- 
médiatement 

.  „,  .^        u       _,    I      /r  — Artm«         _,       /i  —  cosamii 

(i2)  sinam~=±ji/       ==±1/ x ' 

2  If  \   j-hcosamn  y     j-t-Aamu 


,  ^  "       _i_      /  cos  am  u  -\-  ^amu        ,        fi  —  k'      1       i  — /^ 

(i3  cos«m-=d=i/ =d=i/- — ,-      t/ 

2  V         i-f-AamM  y      A'      V  Aamit  — 


—  A  am  u 


cos  atnii 


2  V        i-h  cosamu  y  Aaniu 


cos  amu 


cos  amu 


Ces  formules  ne  donnent  que  deux  valeurs,   mais  on  y  suppose  co^amu  et 
Aamu  connus;  si  l'on  donne  seulement  sin^mw,  le  cosinus  et  le  A  ont  chacun 

deux  valeurs,  et  la  formule  iii)  donne  huit  valeurs  pour  sinom-:  on  trouve 

n,       i/i -f-7f  sinamM±  v'i — ksmamu 
sinam      ---.  '—    — ' —  

^        :-h  \/ ï  —  sin«mw  rb  y'i -f-  sinam/f 

On  s'explique  aisément  ces  huit  valeurs.  Tous  les  arguments  auxquels  correspond 

%  77. 
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nn  sinus  d'amplilufle  donné  sont  représentés  par  la  formule 

(  —  I  )'" y.  +  2 tn 0)  -f  "y.n (»'  \j —  i  , 
dont  les  moitiés  sont 

(  —  I  r    -  -f    W'>  +  n  r,V  V  —  I  , 

■?. 

et  le  sinus  d'amplitude  a  huit  valeurs  égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires, 
répondant  aux  arguments 


2 

h  r,), 

2 

a 

h  2  M, 

2 

a.                       ,    . 

1-2  0)  +  &V   i/ I 

2                                    * 

-h  ôfA, H-  i  O  +  0)  V  —  I . 

2.2 

applications  géométriques . 

617.  Si  l'on  coupe  par  une  droite  la  courbe  du  troisième  degré  dont  l'équation 
est 

la  somme  des  trois  valeurs  que  prend  l'intégrale 

Jo     s/a  -h  o:r  -h  ex-  -r-  dx^ 

lorsque  l'on  prend  la  limite  x  égale  successivement  aux  abscisses  des  trois  points 
d'intersection,  a  une  valeur  constante  ^591  )  pour  toutes  les  droites  du  plan. 
Soit 

a  -h  bx  -\-  cx'^ 4-  dx^  z=  d(x  —  oc)  [x  —  (3  )  ( .r  —  y ) . 


Posons 


on  aura 


'7) 


.r  =  (3  sin'^m  u  +  y  cos^amu  ; 

X  —  oc:=  {y  —  a)  +  ((3—  y)  sin^amw, 

X  —  (3  =:  (y  —  (3)  cos'rt/n?/, 

X  —  y  =  (j3  —  y)  sin'^  amu, 

dx  =  2  ( [3  —  y  )  sin a/??  m  cosam  u  ùiam u  du. 
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et  par  conséquent, 

dx  9.^amudu 

(i8j 


013 


Sl'd{x  —  (x){x—  <^){.T  —  y\ 


s!d{y.  —  7 )  \/  I  —     7  sin'am u 


'P-y 


Si  l'on  suppose  que  le  module  /r  de  ûnamu  soit  '^ _.-'  on  aura 


/ 


et 


dx 


s\r\'^nmu    -:  Arim  n. 


ida 


sjdix  —  v.){x — [3M-^ — y)      \f^{^  —  y' 

l'intégrale  (i6j  est  par  conséquent  proportionnelle  à  u. 
Les  équations  (17)  donnent  d'ailleune  dans  cette  hypothèse 

y''=zd{x  —  cx.){x  —  p]{x  —  y)  =  —  fi  (y  —  y-)  {y  —  ^y  sin''  am  H  c  os''  am  u  A-  a  mit , 

et  par  conséquent 

r  =  (3  —  y)  \d(x  —  y)  sin  nnin  cos  am  a  ilaniu- 

X  et  y  s'expriment  donc  rationnellement  par  des  fonctions  elliptiques  de  m,  de  telle 
sorte  qu'à  chaque  valeur  de  u  correspond  un  seul  point  de  la  courbe,  mais  la  réci- 
proque n'est  pas  vraie,  et  toutes  les  valeurs  de  u  qui  donnent  le  même  sinus  d'am- 
plitude cl  le  même  produit  cosamuAama  correspondent  au  même  point.  La 
somme  de  trois  des  valeurs  de  u  qui  correspondent  à  trois  points  en  ligne  droite 
est  constante. 

Si  par  le  point  qui  correspond  à  la  valeur  a  de  u  on  veut  mener  des  tangentes  à 
la  courhe,  en  désignant  par  m,  la  valeur  de  u  pour  le  point  de  contact,  on  aui'a 


i'o: 


2«i  4- «       C -h  4^0)  4- 2no)' y' — i; 


C  étant  la  somme  constante  supposée  connue,  à  laquelle  on  doit  évidemment  ajouter 
un  multiple  arbitraire  des  périodes,  on  obtiendra  ?^,  en  divisant  en  deux  parties 
égales  la  différence  G—  a,  et  parmi  les  huit  valeurs  indiquées  616  l'équa- 
tion (19)  n'en  fournit  que  quatre. 


C-a 

C-a 

2 

2 

.  _|_ 

1 

«'\ 

/-. 

C-a 

0 

9.r,i, 


-+-  ■?.(,)  -f-  &)'  y' I  ; 
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ce  qui  fait  quatre  points  de  contact,  et  l'on  obtient  les  sinus  d'amplitude  corres- 
pondants (611  )  sans  extraction  de  racine  cubique. 

Considérons  la  droite  qui  joint  deux  des  points  de  contact,  par  exemple,  ceux 
qui  correspondent  aux  arcjuments 

C-a        C—x 


2  6), 
2  2 


et  la  droite  qui  joint  les  deux  autres  points.  Ces  deux  droites  iront  se  couper  sur 
la  courbe,  car  les  arguments  qui  répondent  à  leur  troisième  point  d'intersection 
avec  la  courbe  sont  respectivement 

,.        C-a        C-a 

(^ —  2W, 

2  2 

2  *  2 

• 

équivalents  l'un  et  l'autre,  en  supprimant  les  périodes,  à  a—  2w,  et  correspon- 
dant au  même  point  de  la  courbe.  On  retrouve  ainsi  ce  théorème  de  Maclaurin, 
qui,  étaii^i projectif,  s'applique  à  toutes  les  lignes  du  troisième  degré  : 

Si  d'un  point  pris  sur  une  courbe  du  troisième  degré  on  mène  les  quatre  tangentes 
autres  que  celle  qui  touche  la  courbe  en  ce  point,  les  droites  qui  joignent  deux  à  deux 
les  quatre  points  de  contact  se  coupent  sur  la  courbe. 

618.  Considérons  la  lemniscate  dont  l'équation  est 

p2=:  C0S2«, 

M  ,  I  M  , 


l'arc  OM,  est  exprimé  par  l'intégrale 


c/o      kI^  —  P" 


s, 

v'i-p' 


où  la  limite  p,  est  le  rayon  vecteur  du  point  M.  On  en  déduit,  en  prenant  le  mo- 
dule Jâ  égal  à  —  I, 

p,  =  sinrtmSi. 

Si  pi  est  le  rayon  vecteur  d'un  autre  point  Ma,  et  So  l'arc  OMa,  on  aura 

p2=:sinamSj. 
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On  j30uri'a  calculer  sina7n(S,  +83),  et  le  rayon  p'  du  point  I  milieu  de  M,  Ma 

sera  s'inam \  qui  évidemment,  d'après  ce  qui  précède,  se  déduira  de  /5,  et  pa 

par  des  formules  où  ne  figurent  que  des  radicaux  du  second  degré,  que  l'on  pourra 
construire  avec  la  règle  et  le  compas. 

On  peut,  pour  évaluer  l'arc  de  lemniscate  et  résoudre  le  problème  précédent, 
adopter  une  autre  variable  qui  permet  d'éviter  les  intégrales  à  module  imaginaire. 
L'équation  de  la  lemniscate  étant  en  effet 

les  coordonnées  a;  et  y  peuvent  être  représentées  par  les  formules 


=  a  coso  i  /  I sin'9 ■ 


et  l'on  en  déduit 


en  sorte  que  l'on  a 


a 
y=-.  —zi  sincp  coscp, 

^1 


,         a  do 

ds  =  —z 


^  '  4  /  I sin*© 

V  2 


sinamS, 
a 


le  module  étant  l /-5  et  les  formules  précédentes  permettent  de  calculer  la  valeur 

S 
de  9  qui  correspond  à  l'arc  -  quand  on  connaît  celle  qui  correspond  à  l'arc  S. 


Division  en  un  nombre  quelconque  de  parties  égales. 

619.  Lorsque,  sinamw  étant  connu,  on  veut  calculer  sin  «m—-, r^  on  pourra 

d'abord  à  l'aide  des  formules  données  f  616)  calculer  sinam  --•>  et  le  problème  sera 

ramené  à  la  division  de  l'argument  par  un  nombre  impair  2n  -h  i . 
Posons 


sumnnc  —  >•,     siuani  -  =  .r, 
n 
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n  étant  impair,  nous  aurons  f  615)  une  relation  de  la  forme 


,         .  Aq  OC  ~T~  A|  00'  — T"  ^lOC   ~r*  •  •  •  ~T~  -A/i* \  OC 

^'^^^  -^  ~  I  +  B„  j;'  + . . . 4-  B„,_, Ic"^' 


dont  le  degré  est  égal  à  ri- . 

Il  est  aisé  d'expliquer  les  jr  valeurs  de  x  qui  correspondent  à  chaque  valeur 
dej. 

Les  arguments  qui  répondent  à  un  môme  sinus  d'amplitude  }'  sont  compris 
dans  la  formule 

-~i)i'  y.  -h  2/> Cl)  -i-  2 q m'  y  —  I , 

et  la  «"'""'  partie  est  par  conséquent  exprimée  par 

,     a  &)  o/i/  —  ' 

{—  ly  -  -i-  2/>  -  -f-  -2(1 • 

Il  suffit  évidemment  dans  cette  formule  d'attribuer  à  p  les  valeurs  inférieures 
à  2/1,  et  à  ^  les  valeurs  inférieures  à  n,  on  obtiendra  ainsi  2/î^  valeurs  de  l'argu- 
ment; mais  elles  en  fourniront  n"-  seulement  pour  le  sinus  d'amplitude,  car  ces  va- 
leurs groupées  conveliablement  deux  à  deux  donnent  pour  somme  2oj.  Les  valeurs 
distinctes  qui  sont  les  racines  de  l'équation  {■20)  sont  comprises  dans  la  formule 

sm«/n'        '     "        '      ^ 


(  î  -H  ^"' 
\n  II 


OÙ  l'on  donne  à/;  et  a  <7  n  valeurs  consécutives,  par  exemple,  o,  i ,  2,...,  n  —  i. 

Les  n^  racines  de  l'équation  (  20  ,  sont  inégales.  Considérons  en  effet  deux  quel- 
conques d'entre  elles 


sin«/// 


siu  ain 


Ci  ^po)  ^  o-qu)' \J — I 
Il  n 

y.  4^1  w  -f-  2^,  &)'  \j — I 
Il  n 


Il  faudrait  pour  qu'elles  fussent  égales,  que  la  différence  des  arguments  se  com- 
posât d'une  somme  de  multiples  des  périodes  4^  et  2  w'y/  —  i,  ce  qui  ne  peut  avoir 
lieu,  ou  que  leur  somme  fût  égale  à  200,  augmenté  d'une  somme  des  mômes 
multiples,  et  il  faudrait,. on  le  voit  aisément,  que  a.  fût  pour  cela  de  la  forme 
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sin  am  a,  c'est-à-dire  j,  aurait  alors  l'une  des  valeurs  ±  i ,  ou  ±  ^  •  En  dehors  de  ces 
cas  particuliers  les  racines  sont  toutes  distinctes. 

620.  Abel  a  démontré  le  théorème  suivant  : 

V équation  de  degré  n^  de  laquelle  dépend  la  division  de  Vintégrale  elliptique  en  n 
parties  égales,  peut  être  résolue  par  radicaux  pourvu  que  le  problême  ait  été  préalable- 
ment résolu  dans  le  cas  des  intégrales  complètes  4«  e/  :?  w'  y  —  i . 

Désignons  en  effet  par  x  une  racine  quelconque 


X  =  smamx, 


on  aura  deux  autres  racines 


Xi  =  binant  I  a  + 


c'est-à-dire  (593 


4w 


Xi  ■=^.  sinam\  a  + 


4m 


n 
n 


xcosam  7—  ù^am h  sin  «m  -—  J{\  —  x^]{i  — k^x^ 

n  n  n   ^ 


I—  /f'.r'sin'< 


2W 


2  03'  V^—  I     .  2  &)'  \l—  I  .  2  r,V  sj—  I       ,- ^ ,- : 

X  C09>am— Aam — h-  sm«m \J[i  —  x')[i—  h^x^] 


I  —  /('.r'sin'rïm 


2  &)'  ^/ —  r 


Le  radical  y/fi  —  x^)(i  —  Px'- )  peut  être  exprimé  en  fonction  rationnelle  de^  et 
de  j.  Si  l'on  a  en  effet 

P 

P  et  Q  désignant  deux  fonctions  entières  de  x  =  ?,\î\am-i  et  r  la   valeur  de 
sinûtmw,  on  en  déduit 

dx  dx  dy       n)J{i  —  j' ) ( •  —  ^ ^J"' ) 

Q'  '~  dx~   v/(i— a;^)(i— /r-j:-^j  ' 


et  cette  équation  donne  \J(i  —  x-^)(i  —  k^x-)  en  fonction  rationnelle  de  x.  On  aura 
donc 

.r,  =  9,(j7), 

.r,  =  9j(.r). 
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©,  et  ^2  flésignant  deux  fonctions  rationnelles  de  x.  On  a  d'ailleurs 

r       /     M  r       /      M  •  /  4''^^  "ir')' J — I 

Oi!  cD,'.r  1  ==  9,|  ©J^j  -:-  sm  nml  a  -+- 1 

et  ces  conditions  SLifUsent,  en  général,  pour  que  l'équation  soitrésoluble  algébrique- 
ment, en  supposant,  bien  entendu,  connus  les  coefficients  de  (p,  [x]  et  de  (p'i{x)  qui 

,.  *   •    •       •  4^'l      t       •  2  m'  y  — I 

contiennent  ici  sinam^—  et  sinrtm '^ 

n  n 

Considérons  l'expression 

r       \  fV       ,  On    ■  f"         4/^'"'^         '^Q^''*'  \'—^\~\" 

(21)  >   a/'S'/smr/ml  — h -^- 1 — ^ ^ 

L^  \n  n  n  /_ 

OÙ  u  et  /3  désignent  deux  racines  quelconques  de  l'équation 

X"  —  1  =  o  ; 

et  supposons  que  a  et  jS  restant  invariables,  la  somme  s'étende  aux  valeurs  o, 
1,2,...,//  — I  de/?  et  de  f/,  en  sorte  qu'elle  se  compose  de  «- termes;  l'expres- 
sion f2i)  restera  invariable  lorsque  u  y  sera  remplacé  par  l'expression 

M  +  4/' «  H- ?■/''«' y/ — '» 

oii  A  et /?'  désignent  deux  nombres  entiers  quelconques;  le  terme  général  devient 
en  effet 

,  On       ■  I      "  4  (  P    +    /O  ^'>  2  (^    -f-    /''  )  '^>'        / 1 

L/?  n  n  ^        J 


(9.2) 


xPi 


et  en  posant  p  +  /i=  p',  g  -+-  h'  =  q' 

23)  -X7^  5;/'  S7  sinam  l  -  +  -^J- 1 ^ ^ 

^  «"p"         '  \/i  /i  /?, 

p'  et  9'  devant  recevoir  les  valeurs  h,  h  -\-  i,  ..,  h  -h  n,  h' ,h' -^  \ ,...,  h' -\-  n,  équi- 
valentes évidemment  aux  valeurs  o,  1,2,...,  n  —  i ,  que  dans  l'expression  (2 1  )  on 
devait  donner  à/?  et  à  q\  la  somme  placée  entre  parenthèses  dans  l'expression  (21) 

ne  diffère  donc  de  (23)  que  par  le  facteur  --ym?''  ^^  ^^  cause  de  a."  =  i,  ]S"-=  i  les 

deux  sommes  ont  même  puissance  n'^""".  Si  donc  on  représente  l'expression  (21) 
par 

(24)  F(^^a,  S), 

cette  fonction  de  u  admet  les  mêmes  périodes  que  sin^mw;  elle  est  donc  expri- 
mable (614)  en  fonction  rationnelle  de  ûnamu  et  de  sa  dérivée,  et  elle  est  de  la 
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forme 

„  dsmam a 

M  +  N  ,        ■ 

du 


D'ailleurs  Y'u,  a,  ^j  ne  peut  devenir  infinie  que  si  l'un  des  termes  de  la  somme 
dont  elle  est  la  puissance  n"""*  devient  lui-même  infini,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

H       4  P  f^        2  a  m'  i/ —  I  ,     —  , 

-  H-      ^       H ^ =  rW  V  —  I  +  2/i(o, 

n         n  n  * 

d'où  l'on  déduit, /î  étant  impair, 

«  =  «&)'  y/ — I  -J-  2nh(ù  —  ^pcù  —  iqcti' \l — i  =  co'  y  —  i  -t-  aAw  +  multiple  des  périodes. 

La  fonction  (24)  admet  donc  les  mêmes  infinis  que  ûwamu,  L  doit  être  par  con- 
séquent remplacé  par  une  constante,  et  l'on  a 

ds,iwamu 

F(a,  a,  j3)=:P  + 0 ^~~^' 

P  et  Q  désignant  deux "j)oly nomes  entiers  en  ûnamu.  On  a  donc 

>  aP^t  sin  am  I  -  +  ^^ h    - — )  ~  V  ^  +  ^     ~^ 

Donnons  à  a  et  à  iS  toutes  les  valeurs  possibles,  et  ajoutons  les  équations  ainsi 
formées;  quelles  que  soient  les  valeurs  de/»  et  ry,  si  elles  ne  sont  pas  nulles  toutes 
deux,  le  coefficient  de 

lu       ivM        iûm'  j — I 

SU)«/«I i-      ~ 1 ^ 

\n  n  n 

sera  égal  à  zéro,  car  il  est  le  produit  de  la  somme  des  puissances  p  des  racines  de 
l'équation  binôme  par  la  somme  des  puissances^;  le  premier  membre  se  réduira 

donc  à  /r  sinam     ,  et  l'on  aura 

n 

u      V  ,  "/t>       ^dsinamu      V  «,*» ?< -i 

n'  smtini  ~  =  y^  V  -hQ -, =  >  ^P  +  Q  cosamu  LainUy 

et  l'on  a  l'expression  d'une  racine  <|uelconque  par  une  somme  de  radicaux.  Le 
nombre  de  ces  radicaux  est  n^  —  1,  et  non  pas  /i*,  car  en  prenant  a  =  p  =  i  la 
fonction 


>  (xP  Q>i  sm  ani  \  — 1-  ^-!~- — 1 ^ — ^ 

La  \n  n  n 

78. 
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se  réduit  à  la  somme  des  racines,  c'est-à-dire  '615)  à  ns'mamu,  et  l'on  a  par  con- 
séquent 

Al*— I 

(25)  sinam  -  =  -  sinamu  +\   \  JP„  +  Q„  ces amuAamu. 

n       n  ^^  IV 

621 .  Les  fonctions  P,„  et  Q,„  pourront  être  calculées  comme  il  suit.  On  a 

(26)  P,  +  a<cos«mwA«m^^=^y  a/'(3îsin  «m  (|^  +  ^^"^  +  ago/yZ-iXI"^ 

chaque  valeur  de  m  répondant  à  un  groupe  de  racines  a,  /3.  Or  on  peut  par  la  (br- 

mule  d'addition  (593)  exprimer  sinamf  -  +  ^^  +  -^"  ^~'  )  en  fonction  ration- 

*  \n  n  n  J 

nelle  de  ûwam-  ;  par  conséquent,  le  second  membre  de  (26)  est  une  fonction  ration- 
nelle de  la  racine  sinam  -  =  x;  mais  il  ne  change  pas  quand  on  y  remplace  u  par 

u  -t-  l\h(xi  -+-  ih' (ji' \]  —  i ,  c'est-à-dire  x  par  une  autre  racine  quelconque,  et  par 
conséquent,  en  nommant  x^,  a7o, . . . ,  x,,,  les  racines,  il  est  égal  à 

fonction  symétrique  que  l'on  pourra  calculer  en  fonction  des  coefficients  de  o  (x), 
et  de  ceux  de  l'équation. 

622.  La  marche  suivante  donnera  plus  rapidement  le  résultat. 
Considérons  les  deux  sommes 

la  première  est  une  fonction  impaire  de  x^  elle  a  les  mêmes  périodes  que  sin^mw, 
elle  ne  change  pas  quand  on  change  w  en  200  —  u,  elle  s'exprime  donc  en  fonc- 
tion de  ûnamu  par  un  polynôme  impair  2 P,„,  qui  évidemment  sera  de  degré  n. 
La  seconde  est  paire,  elle  change  de  signe  quand  on  change  w  en  20.)  —  u,  et  elle 
est  de  la  forme  (614)  2Q,«  C_^!^il^.  Qn  en  conclut,  en  ajoutant  les  deux  sommes, 

F  ( a,  a,  p )  =  P„  +  Q™ ^j^"" » 

et  en  les  retranchant,  remarquant  que  le  changement  de^  et^en  —  p  el  —  q  équi- 
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vaut  au  chancrement  de  a  en     ?  et  de  /3  en  ^?  . 

^  a  '  p 

on  en  déduit 


621 


du 


>  (x''Q''sinani     -  -t-  ^^^^- 1 ^ — -* >  —  7,-  sinrt/»  \  -  -h  -' f- 

^       '  \n  fi  n         )  ^ 


r.f  37 


v'P/w  +  Qh  cos'«/7ïa  A'ama 


Mais  le  premier  iiienibre  considéré  comme  fbnclion  de  u  a  les  mêmes  périodes 
que  &\namu,  il  lî'a  d'ailleurs  que  les  infinis  de  sin^mw,  et  les  infinis  sont  doubles; 
pour  chacun  d'eux  enfin,  le  rapport  à  'ixn^ama  est  l'unité,  et  (614)  il  est  par  con- 
séquent de  la  forme 

sxn'ainii  —  d\ 

a  étant  une  constante. 
On  a  donc 


7P"'  —  Q»(  cos'amM  A^amu  =  s\n"ani  n  —  a-. 

Si  nous  posons  s'mamu  =y,  les  polynômes  P„,  et  Q,„  seront  déterminés  par  l'é 
quation 

-27  )  p  =,  -  Qf„  ( ,  -  r -^  K .  -  /('r'  )  -^  ir  -  «=  /*• 

Si  l'on  prend  par  exemple  n  =  3,  l'équation  à  résoudre  est  (615j 

3^  — 4(i+ /i-)^=  +  6/r^a'— /.^^^ 


(28) 
on  aura 

(29) 


on  en  déduit,  en  identifiant  les  coetïicicmts, 


(3o) 
I3i) 

(32) 


c  =  a', 
3  —  4(i  + /,»)a' -h  6/.'a<— /.<a'=  o  ; 


cette  dernière  équation  est  précisément  celle  qu'il  faudrait  résoudre  si  l'on  avait 
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y_z=  o.  La  formule  {2B    donnera 

:;  /   ,  a*/r- — Sa 


(33)  ^  =  |:+^1^  j^+j^*J__JLVaV(i-r)(»-/'r^r'), 

la  somme  s'étendant  aux  valeurs  de  a  données  par  l'équation  (3i). 


Points  d' Inflexiofi  des  (îourhes  du  troisième  degré. 

623.  La  droite  tangente  à  un  point  d'inflexion  d'une  courbe  du  troisième  degré 
coupe  la  courbe  en  trois  points  confondus  en  un  seul,  et  si  l'on  désigne  par  u  (617) 
la  valeur  de  l'intégrale  qui  correspond  à  l'un  de  ces  points,  ou  aura 

3  w  =1  G  H-  ^m  w  H-  2 n oj'  sJ —  i, 

et  l'on  voit  une  liaison  très-intime  entre  la  recherche  des  points  d'inflexion  et  la 

C  .  . 

recherche  de  ûwam  ^  connaissant  sin«mC.  On  aura  pour  valeurs  distinctes  de  u 


C           2wV— > 

c 

3' 

c        2w'v/-i 

3              3 

3    '■         3        ' 

C       4"      20/ y/— I 
3  "^    3              3        ' 

c     4« 

C       4<y       2m'v/ — I 
3         3              3        ' 

C     4«     2&)'\/— I 

3"~T' 

C            ^M    '       9.  m'  \I I 

3         3+3        ' 

33           3      ' 

ce  qui  indique  neuf  points  d'inflexion,  La  somme  des  trois  valeurs  de  u,  qui  ne  se 
trouvent  ni  sur  une  même  ligne  horizontale,  ni  sur  une  même  ligne  verticale,  est 
égale  à  G,  et  les  trois  points  correspondants  sont  par  conséquent  en  ligne  droite.  Il 
en  est  de  même  si  l'on  prend  les  trois  valeurs  de  u  situées  dans  une  même  ligne 
ou  dans  une  même  colonne. 
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CHAPITRE   lY. 

EXPRESSION  DES  FONCTIONS  SOUS  FORME  DE  PRODUITS. 


Première  recherche  des  formules. 

624.  Pour  transformer  sin^  en  un  produit  d'un  nombre  infini  de  facteurs,  nous 
avons  pris  (I,  404)  pourpoint  de  départ  l'expression  de  ûi\nx  en  fonction  de  sina? 
qui  forme  un  polynôme  entier;  les  racines,  lorsqu'on  y  considère  sina?  comme  in- 
connu, sont  données  à  priori  \i^Y  les  propriétés  des  lignes  trigonométriques.  Une 
marche  toute  semblable  conduira  à  la  décomposition  de  ûnamx  en  produit  d'un 
nombre  infini  de  fiicteurs. 

On  a  trouvé  ^615) 


(0 


smam{ip  -\-  i)x  =  -^^ 


P  etQ  étant  deux  fonctions  rationnelles  de  sinama?,  la  première  de  degré  [o.p  +  i)-, 
et  la  seconde  de  degré  '  2p  H-  i  V'  —  i  ;  les  racines  de  l'équation  P  =  o  sont  les  va- 
leurs de  sinam^  pour  lesquelles  on  a  ûnamip-h  \)x  =  o  :  il  est  aisé  de  les 
calculer. 

On  doit  avoir 

(  2  y?  +  I  )  ar  :=  2  m  w  +  2  n  &)'  \/ —  i , 

m  et  n  désignant  des  nombres  entiers  quelconques.  On  a  par  conséquent 


(2) 


2mr»         inr.)  s/ — I 

smrnn.T  nirt  si\r\ani  \ +• ■ 

2.p  -h  1  -yp  -h  I 


Pour  obtenir  les  valeurs  distinctes  exprimées  par  cette  formule,  il  sullit  de  faire 
varier  mûc  i  a  ^p  -^  9.,  cl  n  de  ]  h  9.p-hj,  car  /|  ^)  et  2  o)'  v  —  i  étant  des  périodes, 
l'addition  de  l\p  +  2  à  la  valeur  de  m  ou  de  9.p  -+-  i  à  celle  de  n  ne  chane^e  rien  à 
la  valeur  de  l'expression  {9.).  Le  nombre  total  des  combinaisons  ainsi  formées  est 
2(2/?  -f- 1)^;  mais  le  nombre  des  valeurs  de  s\nam.x  est  moitié  moindre. 

Le  nombre  des  valeurs  distinctes  exprimées  par  la  formule  (2)  est  donc  [ip  -4- 1)', 
et  pour  les  obtenir  toutes,  il  est  aisé  de  voir  qu'il  suffit  de  faire  varier  m  et  n  cha- 
cun de  — /?  à  -h p. 
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La  fonction  P  est,  d'après  cela,  de  la  forme 


;3) 


11-;,  V  2/?  +  I  7 


C  désignant  une  constante,  et  le  signe  TT  indiquant  le  produit  de  tous  les  fac- 
teurs obtenus  quand  on  attribue  aux  nombres  entiers  m  et  n  les  valeurs  comprises 
entre  —  p  et  -{-  p,  et  supprimant  seulement  celle  qui  correspond  -à  m  =  o,  n  =  o, 

qui  a  été  séparée  et  écrite  en  dehors  du  signe  JJ- 

On  verra  •d'une  manière  toute  semblable  que  le  dénominateur  Q,  qui  doit  s'an- 
nuler quand  sinam(2p  -h  ï)x  est  infini,  est  de  la  forme 


(4: 


nP     [  .                    .          2/nw  4-  (an  +  1)03'  J — il 
s\namx  —  sin^w  — — -* ■  U 
— /'L                                      2/?  4-1  J 


en  supprimant  toutefois   dans  le  dernier  produit,  qui   sans  cela  serait  de  degré 
(2/?  +  i),  le  facteur  correspondant  à  m  =z  o,  n=  p,  quia  une  valeur  infinie. 
On  a  par  conséquent 

nr      (  .                   .          0.  m  M  -\-  in  (xi'  \J —  i 
I  sxnamx  —  sina/;? 
,^-                 .                   ,                          V                     -                                               -/'    \                                                                                     20-Hl 

(5)       smrtw('?.;j  4- 0^— — 


TT''     r  •                    .           2m&) -I- (2n  +  I)  «' v/ — il 
I  I  ?,\x\nmx  —  sixxam  


P 

C 
Pour  déterminer  le  rapport  4,^  supposons  x  infiniment  petit;  smam' D.p  +  ^)x 

Vu 

pourra  être  remplacé  par  [-j.p  -^-  i)x,  &\x\amx  par  .r,  et  les  facteurs  binômes  du 
second  membre  seront  réduits  à  leurs  seconds  termes;  on  a  donc,  en  supprimant 
le  facteur  x. 


n 


/'       ,  2/n&)+  lUM  V— I 

sina/n 


,c:  C  11-/7  2D  +  I 


n''     sin am  2mc. +(2n -t- i)(»V-i 


La  formule  (5)  devient  enfin 

n 


p      /  smamx 

I 


p\  .  zmoi-i- 7.noi' \J — 1 


ip  -+- 1 
(7)     sinrtm(2p4- ))^  =  (2^  4- ijsinam^ 


•■-■'- -^1             ,           2m'»  4-(2/î  4- i)m' v/— ï   I 
I  sinam — I 

L  ^/'+»         J 


âiik 
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On  en  déduit,  en  posant  (2/?  -h  i)x  =  z, 

z 


62ë 


n 


—  p 


sin am 2  =   2/j  4-  1  ) s'inam 


sxnani 


sinain 


+  inoi'  \J —  I 


] 


n 


s\nam 


7        r 

1         sin«m 


2  m  0)  M-  (  2  /i  -H  I  )  &/  v/ —  f 

2/?  H-  I 


2  restant  constant,  taisons  croitre  «  indéfiniment  :  sinam     -^ —  nourra  être  rem- 

'  a«  H-  I    ' 


placé  par  —         ,  le  rapport 


axwdnt 


sin«/?i 


2/>  +  I 


a,  quel  que  soit  A,  y  pour  limite,  et  Ton  a  ainsi 


sm  am  z 


n 


2m&)  +  2n&)'  V  —  I 


[,.. 


2  m  M  -i-  (  2  /i  H- 


— ^1 

i)r,)   v'— r    I 


m'ei  n  devant  prendre  toutes  les  valeurs  entières  positives  et  négatives,  à  l'excep- 
tion bien  entendu  des  valeurs  ni  =  o,  n  —  o  qui  doivent  être  exclues  au  numéra- 
teur. 

625.  Nous  devons  faire  observerimmédiatement,  comnie  nous  l'avons  fait(1, 404), 
que  la  formule  précédente  n'est  pas  rigoureusement  démontrée,  elle  repose  en 
effet  sur  la  sul)stitution  du  rapport  de  deux  arguments  à  celui  de  leurs  sinus 
d'amplitude;  or  cette  substitution  n'est  permise  que  ([uand  les  variables  sont  inti- 
niment  petites,  et  l'expression 

2//tr,)  -f-  2W&)'  V* —  I 
2/>  +  I 

ne  tend  vers  zéro  lorsque/;  augmente  que  dans  le  cas  oîi  m  et  n  restent  tous  deux 
tinis;  ces  nombres  devant  varier  l'un  et  l'autre  de  —p  à  +/^  notre  démonstration 
cesse  de  s'appliquer  pour  des  fadeurs  dont  le  nombre  est  intiniment  croissant,  et 
il  est  indispensable,  comme  dans  le  cas  où  il  s'agissait  d'un  sinus  (I,  404),  de  dé- 
montrer rt /w^/mc»An'exactitud(!  de  la  formule  obtenue. 

Nous  remarquons  d'ailleurs  que  pour  obtenir  par  induction  la  formule  (9),  on 


I.    Cale    in  t. 


79 


62(î  DEUXIÈME  PARTIE.  -  CALCUL  INTÉGRAL. 

peut  assimiler,  à  priori,  smamz  à  une  fonction  rationnelle  dont  le  numérateur  et  le 
dénominateur  se  décomposeront  en  facteurs  correspondants  à  leurs  diverses  ra- 
cines C'est  par  des  considérations  semblables  qu'Euler  a  déduit  pour  la  première 
fois  l'expression  de  siua;  en  produits,  et  que  nous  aurions  pu  écrire  de  suite  la 
formule  (9),  sauf  à  en  démontrer  ensuite  l'exactitude. 

Contentons-nous  de  celte  méthode  rapide  pour  écrire  les  formules 


(10)  cosrtm2=  I  I 5^ ^ 


'2 m w  -4-  [-in  +  I ) &)'  v/ —  I 


(m; 


A  TT'^  (2/n  H- i)m +(2/1  +  i)a)' i/^i 


2  /n  0)  +  (  2  /i  -I-  I  )  0)'  \j —  I 
OÙ  m  et  n  doivent  prendre  toutes  les  valeurs  positives  ou  négatives. 

626.  Avant  de  démontrer  les  formules  précédentes,  il  importe  de  remarquer  que 
dans  les  produits  tels  que  ceux  qui  forment  les  numérateurs  et  les  dénominateurs 
des  seconds  membres  dans  les  formules  (9),  (10)  et  fi  1),  on  doit  préciser  l'ordre 
dans  lequel  sont  appelés  les  facteurs,  et  la  limite  peut  varier  avec  celui  que  l'on 
adopte.  C'est  une  remarque  analogue  à  celle  que  nous  avons  faite  à  l'occasion  des 
séries  (I,  248),  qui  peuvent  en  restant  convergentes  changer  de  valeur  avec  l'ordre 
dans  lequel  on  écrit  leurs  différents  termes. 

Considérons  d'abord  un  exemple  fort  simple  analogue  à  celui  qui  nous  occupe. 

On  a  (I,  404) 


4 


et  l'on  peut  dire,  sans  ajouter  aucune  explication,  que  ûwnx  est  représenté  par  le 
produit 


"Kx  yr  (  I 


X'- 


dans  lequel  il  faut  attribuer  a  n  toutes  les  valeurs  entières  de  o  à  ^  ,  et  le  produit 
est  convergent  quel  que  soit  l'ordre  des  facteurs.  Mais  si  l'on  écrit 


-l)=(-^)-f"- 


LIVRE  TROISIÈME.  —  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES.  627 

le  produit  deviendra 


que  l'on  peut  écrire 


m     \        m 


m 


le  nombre  entier  m  variant  de  —  oo  à  -i-  oo  .  Mais  sous  cette  forme  il  faut  préciser 
l'ordre  des  facteurs  :  le  produit  n'est  plus  convergent  indépendamment  de  l'ordre 
qu'on  leur  attribue.  Les  facteurs  correspondants  aux  valeurs  positives  de  m  ont  un 
produit  infini,  il  en  est  de  même  du  produit  correspondant  aux  valeurs  négatives, 
et  si  l'on  écrivait  par  exemple 

'■='  ^^=h-^'(-rj-i-»)-]['-'(-f)-(-f)-]' 

l'expression  n'aurait  plus  de  sens.  Il  faut,  en  cherchant  la  limite  du  produit  (i4), 
égaler  toujours  le  nombre  des  facteurs  qui  correspondent  aux  valeurs  positives  et 
négatives  de  m,  et  si  l'on  procédait  autrement  la  limite  serait  altérée. 

Supposons  en  effet  que  dans  le  produit  (i4j  on  fasse  varier  m  de  —  p  a  -{- kp, 
k  étant  un  nombre  fixe  et/?  croissant  indéfiniment.  La  limite  obtenue  en  faisant  va- 
rier m  de  —p'A  -\-p  étant  évidemment  ^"^,  le  résultat  sera 

~    \    /^-+-i/\     p  +  '^-j    \     f'p, 

Clierchons  donc  la  limite  du  pro(luit 

-=(-~,)(-,^)-(-zg 


On  a 

(.6) 


'>-'(-^,)-'(-~)  — '(-z^) 


c'est-à-dire,  puisque/?  croît  indéfiniment,  en  négligeant  les  termes  infiniment  petits 
par  rapport  à  ceux  que  l'on  conserve, 

/>  4-  I        /?  -h  2  kp 

Pour  trouver  la  limite  de  la  somme 

(•7)  _L_  +  _i_+...+  J_, 

79- 
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considérons  l'hyperbole  dont  l'équation  est  j=  '  •  Les  divers  termes  de  (17;  repré- 
sentent les  rectangles  ayant  pour  base  l'unité,  et  inscrits  dans  l'aire  comprise 
entre  cette  courbe,  l'axe  des  .x,  et  les  ordonnées  qui  correspondent  aux  abscisse^s 
p  el  kp. 


Elle  représente  aussi  les  rectangles  de  base  unité  circonscrits  à  l'aire  comprise 
entre  les  ordonnées  qui  correspondent  aux  abscisses  /?  +  i  et  kp  -+-  i,  elle  est  donc 
comprise  entre 

'P^  dx 


£ 


et 


/> 

Jnph 


=  //r, 


f'^-^'  dx  __  I  pk  +  I 

X  p  ->r  \ 


La  limite  lorsque/?  augmente  indéfiniment  est  évidemment  égale  à  Ik.  L'expres- 
sion (17)  a  par  conséquent  pour  limiter?//-,  P  tend  vers /t-^,  et  la  limite  de  l'expres- 
sion (i5)  est 

T. 

où  k  est  arbitraire. 

627.  Une  remarque  semblable  s'applique  au  produit 


n 


!•+ 


2m  W  +  2AZ(»'  \J — I 


OÙ  m  et  n  doivent'prendre  toutes  les  valeurs  entières  de  —  co  a  -h  ce  . 

La  limite  d'un  tel  produit  n'est  pas  déterminée,  elle  dépend  de  l'ordre  dans  le- 
quel on  y  fait  entrer  les  facteurs  qui  le  composent.  Soient  en  effet  U  la  limite 
obtenue  en  multipliant  tous  les  facteurs  pour  lesquels  les  points  dont  les  coor- 
données sont  m  et  n  se  trouvent  dans  l'intérieur  d'une  courbe  dont  les  dimensions 
grandissent  indéfiniment,  et  U'  la  limite  relative  à  une  autre  forme  de  ce  contour  li- 
mite entourant  de  toutes  parts  le  premier  contour,  et  grandissant  indéfiniment  avec 
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lui.  On  aura  évidemment 

H:=n(.- — ^— =-V 

le  produit  IJ  s'élendant  cette  fois  à  toutes  les  valeurs  de  m  et  n  qui  représentent 
les  coordonnées  d'un  point  situé  entre  les  deux  contours.  On  en  conclut 


■u'— /u=y 


i[]'-i\]=\  /  1+ 


2mw  4-  in(>i'  \j — I 
c'est-à-dire,  en  remplaçant  chaque  logarithme  par  la  série  (jui  le  représente. 


/U'— /U  =  z 


y  ■ — :' — _  -  ^'  y 


2m&)  +  ^.'if»' v' — '         ^  -^  (amo -h  2At&)' \/  —  i/ 


Si  les  contours  limites  ont  constamment  pour  centre  l'origine  des  coordonnées, 
la  somme  qui  njultiplie  z  est  nulle  comme  composée  de  termes  égaux  deux  à  deux, 
et  de  signes  contraires:  celles  qui  multiplient  I;^  :;^...  sont  dans  le  même  cas; 
les  coefficients  de  s^^^...  sont  négligeables,  parce  que  le  module  de  la  puis- 
sance —  4  de  mrjy  +  n(,)'  y/—  i ,  est  infiniment  petit  par  rapport  à  celui  de  la  puis- 
sance —  2.  On  aura  donc  en  général 

A  étant  indépendant  de  z,  on  en  déduit 

U'rr:=Ue-A--', 

et  par  la   manière  d'effectuer  le  produit  on  peut  par  conséquent  multiplier  ou 
diviser  la  limite  par  un  facteur  de  la  forme  e~^'' . 

628.  Etudions  actuellement  la  fonction 

(,8)  ^(^)=^n"^( 


n- 


en  y  faisant  varier  m  entre  deux   limites  —  M  et  -f-  M,  et  n  entre  —  N  et  -h  N, 

M 

N 


M 

M  et  N  croissant  l'un  et  l'autre  indéfiniment  de  telle  sorte  que  le  rapport  ^  de- 


vienne lui-même  infini. 

La  fonction  (p(sj  ainsi  définie  satisfait  aux  deux  équations 

/    Cp  (  Z  -+-  3.  r.)  )  =:  —  9(2), 

(    9(2  -f-   26)'  V^^^l  j  r=  —  O  (  Z  )  P  "      e 


I        U 

—  T, 
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On  a  en  effet 

n(                              0  +  2  W  \ 

IH ~— =z:       • 
\         9.mM  +  2/100  v  —  i  / 

Mais  on  a  identiquement 


2(m  H-  i)w  H-  a/îw'V  — I 
+  2/iro's/— T  ""l^'"^  2(m  +  i)&j  +  2no/v/^7y'        2m&)H-2/i«'v/— T 


2  -+-  2W 

I  + — =  =  (    1  + 

2  /??  0) 


D'ailleurs,  pour  m  —  —  \,n  =  o. 


=  o,  on  a 


Z  H-  2  &)  Z 


dont  le  produit  par  :;  4-  2m  est 


z(  1+  —  h 

2  0) 


et  l'on  a 

La  limite  de  l'expression 


r  z 1  T-r  r  2(/n  +  i)MH-2no)V-i1 

ll['"^  si;/??  +  r)M  +  2rto)'v/^^J  L       2mw4-2Ai&)'v  — I        J 


-p|-  r  2  (  m  -I-  T  )6)-t-  2na)'v/'— I  1 
AA[^       2mr,)  +  2/tw' V— '        J 

est  indépendante  do  z  ;  nommons-la  A,  nous  aurons 

0{Z  +20,)-.  —  ÂzTT      14-    — ■ 7-^=     • 

^^y  2(m  4-  l)0)  +2A?.0)    y— '  J 

On  en  conclut 

A-l  L        2(m  H-  t)m  H-  2W&/  v^— I J 


0(2+  2WJ  . 

(20)      •  *-     -—-  -^ 


''''         n"+ 


2mo)  +  2».'»' V  —  I 


Lorsque  m  varie  de  -  M  à  +  M,  et  a.  de  -  N  à  +  N,  les  produits  qui  figurent 
au  second  membre  de  ^20)  ont  un  grand  nombre  de  facteurs  communs;  il  reste,  en 
les  supprimant, 

AA|^         2(M+  l)0i4-  27iw'v/— I  J 


■2  +  20))   


2M0)  +  2/ÎO)    y  — I 


n 
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les  produits  étant  formés  par  les  facteurs  qui  correspondent  aux  valeurs  de  n  com- 
prises entre  —  N  et  -f-  N.  Mais  N  étant  par  hypothèse  infiniment  petit  par  rapport 
à  M,  les  deux  produits  ont  évidemment  pour  limite  l'unité,  et  l'on  a 

<p  (  2  +  2  Cl)  )  -—  —  A  9  (  2  ) . 

Pour  déterminer  A,  supposons  ^  =  —  w,  nous  aurons 

(21  j  ,^^((,))--  — A9(  — m); 

et  comme  le  changement  de  ^  en  —  s  ne  t'ait  que  changer  les  uns  dans  les  autres 
les  facteurs  du  produit  ^-^S  (^i^z)  est  une  fonction  impaire  de  z,  et  l'équation  (21) 
donne  A  =  1  ;  on  a  donc  enfin 

(22;  9(2  4-  20))  =  —  9(2  ). 

629.  Remplaçons  en  second  lieu  z  par  z  +  2w'y/  — i,  on  trouvera,  absolument 

comme  (628 j, 


z  +  2&)'\/  — 


■*--^L         2mo)  +  2(/î -i-i)r,/^— I  I  .1-1^  /      Y        J 


Dans  le  second  quotient  qui  figure  au  second  membre,  on  ne  doit  pas  supposer 
au  numérateur  m  =  o,  /i  =  o,  ni  au  dénominateur  m  =  o,  //  ^  —  i ,  et  pour  tenir 
compte  de  cette  restriction,  il  suffit  de  supprimer  le  signe  — ,  qui  est  détruit  par 

le  rapport  —  ^   ^  =  —  i;  on  a  donc,  en  suppiimant  les  facteurs  communs, 

—  200'  y/ — I 

^^\         ^mo-  2Nco'v/-i;  ^^  ' 

m  variant  entre  les  limites  —  M  et  +M  qui  sont  infiniment  grandes  par.  rapport 
à  N,  dont  la  valeur  fixe  doit  elle-mêuîe  être  considérée  comme  infinie. 
Or  on  a 

1  + - .^  _  .       ,  +  ^  +  2(N  + 1)0)^^-7 

2/n&)  4-  2(N  -f-  i)&)\/— I  2mf.)  4-  2(N  -f-  i)a>'  v'— 1  2m&) 


i-h 


2mw  —  2N&)' v^— '  z  — aN6)'v/'— I 


2  m  r,)  —  2  N  w'  \/ —  I 


(>3i2 

et  pour  m  =  o 

14- 
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2(N  +  i)&)V— I  2(N-+-i)&/v  — I  _  2  +  2(N-+-i)w'v/— i' 


2N&)'\/ — I  z  —  aNo'y/ — I 


2N0)' y/— I 
et  par  conséquent 

o{ z  -\-  ifW \J — I  ) 


^-2(N  +  I)«'v/•-I.^ 


2  +  2  (  N  -f- 1  )  w'  y/- 


A 


91^. 


z—  2N&J' v'  — I  )11  l  ï-f 


lin  (à 


c'est-à-dire  (I,  404] 


/  ,   , ,       sin  1^2 -f- 2(N  +  il&Zv'— I  i  — " 

(0  +20)'  y/  — I  j  _  ^  '       ^  -'20 


9(2, 


sin  (2  —  2 Ne.)' y/ — I 


OU,  en  remplaçant  les  sinus  par  leur  expression  exponentielle, 


-v^- 


cp  (  z  +  2  0)'  \j —  \) e  '•'" 


-[.(N-t-i)oiV-,-i-;J 


V-7 


Cp(2 


e  ""  —e 


■W-. 


[z(N  +i)«V— 1+-] 


(^_,N„V-) 


-(N+i) 


ZT.\  -ï     Nkw'     ■  zr.y — I  ?ii:<i 


e     "    devitînt  nul  à  la  limite,  et  l'on  a 

©(2-1-  2  6)'  y/ — I  j 

(  22  ,  ~ — ^ 

^       '  9(^) 


e  "' , 


ce  qui  est  la  seconde  formule  (19;  annoncée  (628). 
630.  En  considérant  de  même  l'expression 

nr.+  — -- — p=l 

■-^L  27710)  -4-(2W  -H  l)&)' V  —  »J 


^(2] 


dans  laquelle  m  varie  de  —  M  à  +  M,  et  n  de  —  N  à  -h  N,  i\J  et  N  grandissant  indé- 


M 


finiuienl  de   telle  sorte  que  le  rapport  r|-  soit  intinimenl  grand,  on  liouveia  [)ar 
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633 


(23) 


r.\/-, 


f   J;  ('2  +  2r,/v/— l)  —  i];(z)^''"  e         '"      . 

631.  Les  fonctions  ^iz]  et  ^iz)  sont  périodiques,  et  elles  ont  pour  période  com- 
mune [\r,).  De  plus,  d'après  les  équations  (19)  et  (23;,  le  rapport  ^j—-  n'est  pas 

altéré  quand  on  augmente  2  de  2w'v  — i  »  et  ce  rapport  a  les  deux  périodes  [\'ù  et 
2w'v  —  I  comme  la  fonction  ^\wamz.  De  plus,  ce  rapport  est  nul  pour  les  valeurs 
de  la  forme 

et  infini  pour 


2  =  ?.  m  0)  4-2/7,  (,)'  \l —  I , 
=  2  m  M  -f-  (•2/1  -i-  I  )  r,)'  ^ —  I  , 


9(2) 


m  et  n  désignant  des  nombres  entiers  quelconques.  Les  deux  fonctions  ^y—  et 
sinamz,  toutes  deux  doublement  périodiques  et  toutes  deux  bien  définies,  ont 
donc  les  mêmes  périodes  4^  et  20)' y/ —  '  ;  elles  deviennent  nulles  et  infinies  pour 
les  mêmes  valeurs  de  la  variable,  et  ne  peuvent  par  conséquent  (542)  différer  que 
par  un  facteur  constant,  en  sorte  que  l'on  a 


(^4: 


sinamz  =  C  %\^^=C 


=n  ■ 


- — =1 

sncù'  y/ — 1/ 


n[. 


2  m  r,)  -t-  (  2 


J - 1 


et  le  rapport devenant  egtd  a  I  unité  pour  z  =  o,  on  a  entin  L=  i.  Il  no 

faut  pas  oublier  que  dans  le  second  membre  de  (2/i)  les  produits  doivent  s'étendre 
aux   valeurs   de   m  comprises   entre    —Met  -h  M,   et   à   celles  de  n  comprises 

entre  —  N  et  +N,  M  et  N  augmentant  ensemble  suivant  une  loi  telle  que  :r7  devienne 

infini. 

Les  formules  fïo),  (11)  qui  représentent  cosam:;  et  ùs^amz  se  démontreraient 
absolument  de  la  même  manière. 

Transformation  des  produits  doubles  en  produits  simples. 
632.  Reprenons  la  formule  (24)  que  l'on  peut  évidemment  écrire 

n 


smrtm 


2m&)  -I-  2n&)'  V —  ' 


Y  2  m  r.)  4-  (  2  H  -4-  I  )  f.)'  \l —  I  J 


\.    Cale,  in  t. 


80 
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Dans  le  produit  qui  forme  le  numérateur  réunissons  les  facteurs  qui  correspondent 
à  une  même  valeur  de  n,  n  =/>;  ces  facteurs  sont 

( , -  - ^- ^  ( , -  — '—^\ ■■■{ '—^\ ■■■■ 


z 


■?.M-^  ip'i^'  sj — 1/  V  —  "2  m  r,) -^  9.  p  r,)' \J — I 

On  a 

1+  2^&/V— _!_— ^2 


2 m 0) -h  2 p oi' )/ — I        \  2mw  /  apo'y/ — i 

iH i- 

2  m  0) 

et  le  produit  des  valeurs  que  prend  cette  expression  lorsque  m  varie  de  —Ma 
+  M,  M  croissant  indéfiniment,  est  (J,  404),  en  y  comprenant  les  facteurs  qui  cor- 
respondent à  m  ^  o, 

sin  {ip(j)'  \/ — I 
(0.5) 


20) 


.      2000' TTV/- 

sin  -^ — 

2W 


Le  produit  des  facteurs  correspondants  à  /^  —  — /?  est 

sin  (iprW  s/ — I  -+-  z)  — 


(26) 


,       2  00)'  i/ — ?  71 

sm  —f- — 


Le  produit  des  deux  expressions  (25)  et  (26)  est 


.,p&)'7:v  —  ï         •   n^  ^  .,7:-Z 

sm^ sin^  —-  sin^  — 

6)                                   2  0)  2  0) 
=  I 


.      06)'7r\/— I  .   ,  do/tv/  — I 


Le  produit  des  facteurs  qui  correspondent  à  7?  —  o  est,  y  compris  le  facteur  z. 


~  sin  — î  et  le  numérateur  de  sin«ms  est  par  conséquent 

7:  20)  •  * 


sin'  — 

2  0)      .       TT  z  /  2  0)  \  /  2  0) 

20)1  ^r..'4/Zrr  /\  .     27:w'v/— I 


\  0) 
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On  transformera  de  même  le  dénominateur  en 


sm^*  — 

I =r    II     I 


sin'  — 

•2  0) 


sin' 


ro)'  v/— i 


03.^ 


et  par  conséquent 


sm^  — 

2  0) 


sin^ 


77  Z  \ 


Trr.^'  i/  — 


2W     .      HZ       \ 

(27)  smflmz=:  —  sin ~ 


sm' 


sm' 


2  7:o)'v  — I 


sm'  — 

2  0) 


sin' 


712 


.     ,7Ï0)'\/— I 

sin^ — 

2  0)         / 


37ro)'V  — ' 
sin^ 


En  réunissant  de  même  tous  les  facteurs  qui  dans  le  développement  de  cosamz 
correspondent  à  une  valeur  p  de  n,  on  aura 


n[ 


sf^)\  "  "n 


rrrr+^WN/-^-^]    CCS  (2^0)  v^-^),"; 

^^l  (2m  +  i)o)     J_  ^ [^ 


1  + 


2^0)'  \/ —  I  1 

;  '.>.  /?î  H-  I  )  0)  J 


[2m  +  l)OJ  +  2/?0) 

Or  on  a 

C0s(2p&)V— I  —  2)  —    C0S(—  ipM'sf^—  z)  -^ 
\     r         '  '    •>  M  2  0) 


ces 


poi'  y/— I 


cos^  ^^ — ^- 7:  —  Sin'  — 

0)  0)  2  0) 


ces 


poi'  sj — ITT 


CCS 


p^'  \/—l  71 


ces 


,  pUi'  s/—l 


et  le  numérateur  de  cosamz  se  réduit  à 

-z      \ 


sm-" 


sur 


Tr2 


7:2 

CCS I     I  — 

20) 


TTO)'  y/— I 


CCS' 


CCS 


27rw'  y/ — ï 


le  dénominateur  est  le  même  que  celui  de  sin<^////:;,  et  l'on  a 


(28) 


712 

COSrtmZ  :=  cos  — 

2  0) 


cos 


sm-" 


20) 


cos' 


2Trw' V — ' 


.       Tl  z         \ 

sm'  — 

2  0) 

.    ,  TTO)'  y/—' 


sW 


TTZ 
20) 


37r&)V—  ï 


sin' 


20) 


80 
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On  trouvera  de  même 


sin-  —        \  /  sm^*  — 

2  0)  \  /  2W 


cos* /   \         cos' 

.  2  0)  /  \  2  6) 

Aamz  - 


sm"'  —       \  /  sin''  —         \ 

, î^u  )(  , ^^u= 

2  0)         /         \  2  00  / 


633.  Ces  diverses  formules  peuvent  se  simplifier.  Posons 


■KZ 


on  a 

m  &)'  v^—  I  _  q'"  —  <]~"'  _  (  '  —  Ç^'"  )  V^— 


sm 


CCS 


M  2V^— »  29" 

mco'  y/ — I  q"'-\-  q~"' i  -f-  g^" 


et  par  conséquent 

s\\\-.x  I  —  iq-"' cos'ix  4-  ^'" 


sin' 

0) 

si  n'^r          I  H-  2  q"^'"  ces  2  .r  -t-  ^*"'. 


cos* 


&) 


sin^^  I  —  2^-'"+' ces  2^  H-  </^ 


(2m  H- I  )7rw  \/^i  ('       ^ 

sin' 

2(>j 


Si  donc  on  pose 

A  =  r  (i-?)(i-<y^)('-<?^)---]' 

B  =  r('-7)(i-g^)(i-<y^)    -T 

L(«-+-9=)(i-+-'/')('  +  9'')---J' 
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on  obtient  les  formules  suivantes 
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sm  am 


IdiX 


2 AV.)    ,       (i  —  'xq'^cos'i.x  +  q*){\  —  2qf'cos2.r  +  ^"jfi  —  •2(/*cos2.r 


4-^")- 


iq  G0S1X  -\-  q  )[i  —  iq^  cosix  -h  q^}{  i  —  iq^cos^.x  +^' 


cos«m 


(3o)    { 


(  I  —  2(/  cos2jf  +  q''){i  —  2q'cos2x  -+-  q"){i  —  2q'cos2x 


Aam 


2  r.)  X 


i        p  (i  H-  2^  cos2.r  -h  q'jji  -+-  iq^cos-îx  -h  q'')[i  -j-  iq^cos-2x  -+-  q'").  .  . 

~~       (l  —  2</  C0S2^  -+-  ^')('  —  2^3(>Qg2^  _|_  ^6)(i  _  2^*C0S2Jf  -+-  q">).  . .  ' 

634.  Si  dans  la  troisième  des  formules  (3o)  on  fait  ^-  —  -,  le  premier  membre 


devient  b^arw^,  c'est-a-dire  (596)  yi  —  X:^  On  a  donc 

V)(i-y')('  — </ 


^7^r^=/.'=c[|;-^^^^^-^')^'-  '^^-  •  • 


par  conséquent 

(3.) 


c  =  v/r=;/i-/r' 


Si  dans  la  première  des  formules  (3o  j  on  fait  la  même  hypothèse  a?  =  -,  le  pre- 
mier membre  devient  égal  à  l'unité,  et  l'on  a 


'~      TU     V{y  +  q){i-^q'][\-\-q%:.\~~^r'^ 


2  A6)V  I  —  /i' 


par  conséquent 

(32) 


„  2Aw  «, ,- 

71       * 


Pour  calculer  A  posons  e^v/  ^  =  a-,  si  l'on  change  a^^  en  x  -At'^^'^ — \,  m  se  change 


'i.'i\X 


en  a\q,  et  sin«m devient  (605) 


'6\x\am  (  — ;- 1-  0)  y  —  I  1  =: 


/(  •>'\wanx 
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En  remplaçant  sina;  et  cos2iï7  par  leurs  expressions  exponentielles,  et  remarquant 
que  I  —  aç'" €082^7  +  ^-"  —  (i  ~  q" li- )  (i  —  q'^a"^),  on  a 

33        smam = , '^ " — TTT ^V^^ TT7 7T7 \ — ^^ "i' 


20) 


et  en  changeant  x  en  x  ^  - — »  et  par  conséquent  u  en  u\/q, 

(34)     — 


,    .           2  0)  a; 
/rsinam 

Aw  M  y/g  —  M~'  \/^~'  [(i—  ry'M')(i—  ç-'M'^). . .  I  [i—  qu~''){i  —  q^u-').  . .] 

en  multipliant  membre  à  membre  les  équations  (33)  et  (34)  et  remarquant  que 
w sjq  —  w~'  v^~  = ^ ^  u—  u  *  z=  u[i  —  u  -j, 

/'         s/q\  ^   I 
OU 

(35)  ^  A  =  '^Î5. 

&)V/r 

On  en  conclut 

(36)  B  =  2;'^y/|', 

et  en  remplaçant  A,  B  et  G  par  leurs  valeurs  (3i),  (35)  et  (36), 

2  &>  .r 
sm«m 

2 

I    i^q  s'wxji  —  iq^ C0S1X  -h  q^){i—  o-q^cos-ix  +  7')(i  —  2 ^"008  2 a-  h-  (/")..• 

\/k  ('  ~  2gC0S2X  +  </^)(l  —  2  ^•■"  CCS  2.37  +  ^''l  ('  —  2  Ç-' ces  2^  +  </'")•  ■  • 

2  0)X 

cos  am ■ 

__      /V  l'^q  cosx{\  +  2^-^cos2a7  +  7')(i  +  2g^C0S2:r  +  q')ii  -\-  iq'^cosT.x  ■+■  q'').  .  .  ^ 
y   11  (i  —  2(y  cos'2x  -h  (/')(i  —  2g^cos2x  +  q' ){i  —  -iq" C0S-2X  -h  q'").  . . 

9.MX  _  j-p  ( I  +  2 </  C0S2xH-^y^)(i^  2g-''cos2.r  +  q''){i -h  ■2q'cos:>.x  +  ^'").  .  .  _ 
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635.  Les  expressions  obtenues  pour  A,  B  et  C  permettent  d'exprimer  élégam- 
ment le  module  ^  en  fonction  de  la  quantité  q,  e  ",  et  par  conséquent  du  rap- 
port des  périodes. 

On  a 

et  en  divisant 


par  conséquent 


q  étant  égal  à  e     "  est  plus  petit  que  l'unité,  et  toutes  ces  formules  sont  extrême- 
ment convergentes. 


~[C 

+  q) 

(•i  +  r) 

i^  +  t) 

■  ■y 

s/J^ 

(_ 

( 

!  +  </')(' 

[  +  g*  ';. 

~|2 

lUq 

:n-g)(i 

\  -\~  q'  . 

r.J7;\ 

r(i  + 

■q']{\  + 

q')i^  + 

q')-'- 

040  DEUXIÈME  PARTIE.  —  CALCUL  INTÉGRAL. 

CHAPITRE  V. 

FONCTIONS   H(.r)   ET   (=)(.r)   DE  JACOBI. 

636.  Reprenons  la  formule  obtenue  (634-j  ' 

(i)    siu«m 

_  _}_  y'r  sin^(i  —  2^^cos2x-h  q']{\  —  a^'ccsax  +  g»)(i  —  a^'cosa^  4-  ç")  . 


y//,  (1  —  2^  C0S2X  +  ^•^)(i  —  iq^cosix  -I-  ^«)(i  —  2^^cos2:r  +  q'") .  .  . 

Le  numéraleur  et  le  dénomintueur  du  second  membre  ont  été  considérés  sépa- 
rément par  Jacobi  qui  les  a  désignés  par  des  notations  particulières  en  donnant 
à  leur  théorie  qu'il  a  créée,  une  importance  égale  à  celle  des  fonctions  elliptiques 
elles-mêmes. 
Posons 

,      .       .^  f  '2.(,)X\ 

(2j    t)  I  -^;;^  j  =  L(i  —  o.q  cos'ij:  -^  q-}{i  —  "iq^cos^x  -h  q'){i  —  i q'- cos -2 x  -h  q'").  . ., 
(3)    H  ^  ^^  \  =Q.C^qs\nx{\—'}.q-cos'2.x  +  q*}(}  —  7.q*cos'2x-hq'')i  —  '2q''cos'ix-hq'']..., 
C  étant  une  constante  dont  la  valeur  sera  ultérieurement  choisie;  nous  aurons 


(4)  sinam = 


X         I  \     7r    / 

1  uni  

77 

et,  en  remplaçant  ---  para?. 


V/A-    o/26).r 


0 

7r 


,..  .  I    Uix 

(3  j  sin«m:r  =  -,= 


s/k(d{x) 

Les  fonctions  co^amcc  et  \amx  s'expriment  aussi  par  les  deux  fonctions  nou- 
velles; on  a  (634) 

,  ^  ,  2  MX 

(o)  cosam 

71 

_  .  /^  2  y/^ cos.r(  I  +  2 y^  cos2.r  +  ^' )(i+ 29<cos2.r  +  ^')f  H- 2r/«cos2a:  4- ç'*). . . 

V    /*•  (l  —  2^  C0S2JC  -I-  ^^){l  —  2^'C0S2^  H-  <y«)(l  —  2Ç5C0S2.r  -h  ^"').  .  . 
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c'est-à-dire 


(7)  COS«A/J -^ 


,.,„.„   /r'«[ir  H  ï)] 


G\'  '^^'^^ 


et  par  conséquent 


'  ft  \                                                                            ,   //(  '  H  (  X  H- 
,«)  cos«mx  =  4/, !— 


On  a  enfin  (634) 


(q  )       AaW  ^^  r=  y/P  ['  +  ^^  C0S2^  +  </^)(l  +  2(/^C0S23:  +  </«)(!  +  2g^C0S2.r  +  «y'") .  . . 

c'est-à-dire 


.  2.0)  JV  /-y-, 

10  j  A«/7J =  y/^ 


TT  „   /  2  &)  ^ 


et  par 

conséquent 

Sil 

'on 

pose 

(12} 

(i3) 

fl(^  +  o))  =  H,(^), 
@{x  -ho))  =  Q,{x), 


ies  trois  fonctions  elliptiques  se  trouvent  exprimées  par  les  formules 
,4)  .:......._    '    H(^) 


s\r\anix 


s/h-^i-^) 


V  /.•     9(0:) 
H(.r 


Les  équations  identiques 


shV-amx  -+■  cos-amx  =  t, 
/i'  sin-anix  -+-  à'anix  =  i 


donnent  entre  les  quatre  fonctions  les  deux  relations  algébriques 

(«7)  lV{x)-hk'H-{^)=^ff&'{^), 

('«)  hlV{x)-h-f/Q]{x)=(si'{x). 

I.    Ca/(.  int.  g, 
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637.  Les  fonctions  Eicc)  et  0(^)  peuvent  se  ramener  aisément  l'une  à  l'autre. 
On  a  par  définition 

(19)     H(^) 

=  2C;/^sin^(.-2^^cos^ +  </')(.- ^7^ cos^+^')(i-2(/«cos^  +  7'^j--' 

mais 


i—y.q"cos  —  -h  q"'=V  —  q"e    "     J  V  —  T^ 

et  par  conséquent 

(20)      B{x)  =  C's/'qe       '••"     v/-iV.-e    "      j\i-q'e       "      JV-q'e     "     A--. 
En  changeant  x  en  ^  -h  '.)' V~i'  et  se  rappelant  que  e    "  =  </,  on  en  déduit 


I   .      r  a-  V  -  I 


v/rr  /  .W-^\(  _ii:^i\/  -aV-.\/  -'V-. 


^)(. 


et  en  réunissant  deux  a  deux  les  facteurs  conjugués 

(22)      H(^  +  o)V^) 

=  C\J'^iq    'e      ""     (i  —  2ry  ces  — +  7')  (  I— 2^»cos-^  +  7") 

Xll—  2(/=C0S l-(/"'|-'-i 

ou  entin,  d'aprrès  la  formule  (2), 


.  r..rs/-r 


23)  Hf:r  4- m'v'— i)  =  V'— 17    ^e       ^'"    0(.îr). 

On  trouvera  d'une  manière  toute  semblable 


..y: 


(24)  @(x  -\-(à'  sj—i)  =  \l—i  q    ''e       '•'"     H(^), 

et  ces  formules  ramènent  évidemment  l'une  à  l'autre  les  fonctions  H  et  0. 
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638.  Si  dans  les  formules  (2'^)  et  (24)  on  remplace  x  par  x -]- o)' \' — i,  on 
trouve,  comme  on  devait  le  prévoir  (628), 

(25)  0(^  +  2c)'vr:T)  =  --e       "     0(^)=_e"^"     "     '  &{sc), 

(26)  H(^  +  2o)V-i')=--  -e       "~H(.r)=:-/'  H(.r). 
.     Les  formules  (i)  et  (2)  donnent  enfin  immédiatement 

(27)  (=)(r  +  2CO)  =  0(^), 

(28}  H>  +  2w):=-H(,r). 

La  comparaison  de  ces  quatre  formules  avec  les  expressions  (1/4),  (i5),  (16) 
met  en  évidence  la  double  périodicité  des  fonctions  elliptiques.  On  voit,  par 
exemple,  par  les  formules  (i4).et(25),  que  ^augmentant  de  ac-j'y/-^»  le  numé- 
rateur et  le  dénominateur  de  s'mamjc  sont  multipliés  par  un  même  facteur,  et  que 
leur  rapport  ne  change  pas;  l'addition  de  203  à  l'argument  change  au  contraire  le 
signe  du  sinus  d'amplitude  sans  en  changer  la  valeur. 

Développement  en  série  des  fonctions  (d(x)  et  H(.r). 

639.  La  fonction  Q{x)  ayant  pour  période  2w  peut  être  considérée  comme  une 
fonction  bien  définie  de  e    "    .  Si  l'on  pose  en  effet 


+  P  v^-T, 


on  aura 


lia.  I .      T.OL  \ 

CCS h  V  — I  sm  —     =  z, 

6)         .  >  CO 


A  chaque  valeur  de  z  correspond,  cela  est  évident,  une  seule  valeur  de  p,  et  un 
nombre  infini  de  valeurs  de  «  différant  les  unes  des  autres  par  un  multiple  de  20, 
et  par  conséquent  une  seule  valeur  delà  fonction  Q{x)  qui  peut  être  regardée 
comme  une  fonction  bien  déterminée  pour  toutes  les  valeurs  de  z,  à  l'exception 
de  :;  =  o  et  de  ^  =  ce  ,  elle  peut  donc  (534)  se  développer  en  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  positives  et  négatives  dez-,  c'est-à-dire  (car  cela  revient  évidem- 
ment au  même)  suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des  multiples  de  — •  Posons  donc 


(29)  (d{x)=SKe 

81 
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0(^)  est  une  fonction  paire  qui  ne  change  pas  lorsque  x  se  change  en  -  x,  on 

en  conclut 

A„  =  A-„. 

Si  dans  l'équation  (aS)  on  remplace  les  deux  membres  par  leur  développement 
déduit  de  la  formule  (29),  on  obtiendra  la  relation  suivante,  qui  doit  avoir  lieu 
quel  que  soit  x,    ' 

e   "  >  A„  e      "      —  ~  >   A„  e  , 


et  en  égalant  les  coefficients  de  e    "      dans  les  deux  membres 

-AH 

6       Ah_|-i  ^^^  A,i  6  f 


c'est-à-dire,  à  cause  de  e    "  =  ^, 

tous  les  coelïicients  s'expriment  donc  en  fonction  de  Aq,  et  l'on  a 

(^[a:)^Ao\i  —  qe    "'      -+  q^  e     "      —  q^  e     "   +... 

r.  .>V^  ir.jc\/^  ZT.X  \/^i  \ 

~  qe       '"      +q^e        "'  —q^e        '-      -+-.../, 
c'est-a-dire 

(  3o)  idix]  =  Ao  I  —  2(7  CCS 1-  20^  ces ■  27^  ces  t h  2  9'"  ces •  •  •  )' 

'  ^    '  \  ^  0^  ^  0  w  w  / 

On  trouvera  de  même,  en  remarquant  que  H  (a?)  est  une  fonction  impaire, 

«   /  1   .     r.x          -"  .     ?>T.x         ^  .     Sttx          V'    .7^^  \ 

(3i)         H(^)  =  B„    <7*  sin q'sin -h  q  *  sin ^  '  sin 1- •  •  •    ; 

^         '  ^       '  y  2W  '  2  0)  ^  9.0)  ^  •!(,)  ) 

les  constantes  Ao  et  B^  restent  seules  à  déterminer,  et  comme  l'une  d'elles  est  arbi- 
traire, à  cause  de  la  constante  C  introduite  dans  la  détiuition  des  fonctions  H  et  0, 
il  sutFil  de  déterminer  leur  rapport. 
C'est  la  formule  (23) 

H ''.r  4- ûo'y/— I  j  =  y/ — iq    '^e       '^'"     &[x), 

qui  nous  permettra  de  le  déterminer.  Si,  en  effet,  dans  cette  formule  on  remplace 
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les  fonctions  H(.x"  +  oo'y  — i)  el  ià{x)  par  leur  développement  en  série  ordonnée 

suivant  les  puissances  de  e  "'  qui  se  déduisent  des  formules  (3o)  et  (3i),  en  y 
remplaçant  le  sinus  et  le  cosinus  par  leur  expression  sous  forme  d'exponentielles, 
on  aura 


32)  H(.r 


=S^-'<-'"-'^^^"" 


et,  en  remplaçant  x  par  x  -+-  oj' y  —  i ,  remarquant  que  e    "'  =  q, 

(33)  R[x -i-(ù'\j-i)=\^^ — (-0"-'?     '  ^     e        ^" 


^-^     Ri/- I  —  --^  r  -■.       /■■  v-.-i-ij  ■■  ■>  >   -I 


BoV— ï 


2A0 
et  la  comparaison  avec  fa^j  donne 


ry    *f?       '"     0(.r), 


Bo  =  2A, 


Ao  reste  arbitraire  :  nous  le  prendrons  égal  à  l'unité,  et  nous  aurons  enfin  les  deux 
séries  toujours  convergentes  pour  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  x, 

(34)  t)(.z")  =  I  —  aijf  ces h  2^' ces 2(jf»cos H  •  •  • , 

(35)  H(.r)=:  2  (  (/'  sin  — ^ a*  sin  -^^^ — h  </  *  sin  — ^ . 

Y  20J  ^  2W  ^  2  0) 

640.  Nous  devons  chercher  quelle  valeur  l'hypothèse  Ao  =  i  impose  à  la  con- 
stante désignée  par  C  (636).  Si  l'on  désigne  cette  constante  par  «pf^j,  nous  aurons, 

en  égalant  les  expressions  (r)  et  (2)  de  0  (  — j— )  et  H  (   ^^  -  j   aux   séries  (34) 

./<),V  ^11  1  2&).Z' 

et  (a^j,  ou  I  on  remplace  x  par •> 


(36)  <j>{q){i  —  -xq  cos2.r  4-  </■')('  —  ^.^^cos2a^-  -\-  q^]{i  —  2 7^ ces 2 .î;  +  </'")..  . 

=  1  —  iq  cos2a:  +  iq""  cos^x  —  2<y"cos6jf  H-  2  «y'"  ces 8. r  —  .  . . , 

(37)  o{q)s'\ï\x{i  —  2(/^cos2.r  +  </*)(i  —  2^/^  cos2.r  +  ^*)(i—  2g"  cos2.r  +  </")... 

—  sin.r  —  q^'Àxnox  -\-  q*s\.n5x  +  .  .  .  4-  (  —  i)"g"(''+')  sin(2n  -\-  i)x  -ir  . .  .  . 

En  multipliant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  on  a,  après  avoir  rem- 
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placé  7  par  ^^ 

(38)        [cr>{q')]'s\nx{i  —  o.q' cos-ix -h  q'){i  —  7.g' C0S2X  +  q'){i—  iq'noso.x  +  q'').  .  . 

et,  à  cause  de  (37),  le  premier  membre  peut  être  remplacé  par 

fSq)  L^XCit  TsiriA-  —  fl-'sin3^  +. .  .  +  (-  i)"  ff^'""'  sin(.?.7i  +  i)^  +  .  . .]. 

En  effectuant,  dans  le  second  membre  de  (38),  les  multiplications  indiquées,  et 
remplaçant  les  produits  de  la  forme  cos2px?,\nqx  par  des  sommes  de  sinus,  on 
obtiendra  une  série  de  même  forme  que  celle  du  premier  membre,  et  dans  la- 
quelle le  coeiïicient  de  sin^  devra  être^^'^^î  cherchons  ce  coefficient.  On  a 

.)^  ^_  xY+n  qim'+v,{n+\)  cos 2 w .T  sin(2n  +  i).^ 

—  (  _  1  )'"+»  qm'+-:„(n+i)  sin  (  2  m  +  2  7?.  +  I  )  jr  —  sin  (  2  w  —  2  /i  —  i  )  .r, 

ce  qui  ne  donne  de  terme  en  sin^r  que  pour  m  —  n,  m  =  n  -h  i.  Ces  termes  ont 
donc  pour  coefficients  ^-"(2«+')  et  ^(^"^'H2"+2)_  Lorsque  n  est  nul  les  deux  termes  en 
sin^  deviennent  2sina^  et  2q-sïncc,  mais  il  ne  faut  prendre  que  la  moitié  du  pre- 
mier, parce  que  dans  le  premier  facteur  du  second  membre  le  terme  général 
•2(/-"''cos2nx  doit  être  réduit  à  l'unité  pour  «  =  o;  le  coefficient  de  sin^  est  donc 

et  l'on  doit  avoir 

lio]  ilif3l  =  i^q-^-^qc^...  +  qP:p+^)  +  ...; 

mais  la  formule  (37)  donne,  quand  on  y  fait  ^  =  ^' 

(40.  (p(^)[(  !  +  </')(•  +  9'  )('  +  ?")•••]'  =  !  +  9'+  9'+-  • 

et  des  équations  (4o)  et  (41)  on  déduit 

■   (42)  'Ml={^-^q^)[^  +  q^)[l  +  q'^).... 

9(9) 


-ip[p+^) 


Si  l'on  fait 


Y[q)  =  [i-q'){x-q'){i-q')- 


on  aura 

(43)  '        Y{q')  =  {i-  q')[^-q')[i-q' 


LIVRE  TROISIÈMK.  -  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES.  6i7 

et  par  conséquent 

On  en  déduit,  cette  équation  ayant  lieu  quel  que  soit  q, 


(45) 

Or  q  étant  plus  petit  que  l'unité,  la  limite  de  ces  fractions  est    -^-^  c'est-à-dire 


l'unité,  et  l'on  a 

F{q, 


9[q) 
On  en  conclut 

(46)  ç(ç)  =  (x-^^)(l-^^)(l-,ye).,.  =  C, 

et  par  conséquent 

(4;)    t)  (  — ^-  \^z[i~cf-)[i  —  (j^){i  —  q^)...{\—'xq  Q.0S1X  +  </*)(i  —  a^y^cossx  -+-</")... 

Si  l'on  fait  ^  =  o, 

mais  on  vérifie  aisément,  en  chassant  le  dénominateur,  et  après  des  réductions 
évidentes,  que  q  étant  plus  petit  que  l'unité,  on  a 

donc 

^^^^  ^^'^-(T:r^)Ti"^-î=)(T:Mrv.' 

c'est-à-dire  (634) 


(5o)  ®''^^"=X  =  V~^"^" 

L'équation  (23)  donne 

H(o/v/"-=^)-v/^fy"^0(o)  =  v-"7^-'y/^l^. 
641.  Connaissant  6(o),  il  est  aisé  d'en  déduire  6(w)  etH(w).  On  a  en  effet  (636' 

.  1-7-,    B{X  -f-   0)) 

^amx  =J/i'  -- 777—, —  » 
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et  en  faisant  x  =  o,  ^amx  devient  égal  à  l'unité,  et  par  conséquent 

,5.)  ^'"''=^W' 

L'équation 

/FH(x  +  c)) 
V  If       &{x) 

donne  également  en  faisant  x  ^  o 

'   /k  ■ 

52)  H(«)  =  y/  p0(o). 

On  peut  calculer  aussi  la  valeur  de  la  dérivée  H'(a?)  quand  on  y  fait  ^  =  o. 

On  a 

I    E{x) 
sin  anix  i=  -;_.  — - — , 

par  conséquent 

(53)  }i{x)=^  \/ks\n(unxÇi{x), 

et  en  prenant  la  dérivée  des  deux  membres 

( 5/j  )  H' ( ^ )  =  v^A  cos am x  A am x@[x)-^  y/X  sin am x&{x}. 

En  faisant  x  =  o,  ■. 

(55)  •  n'{p)=.^k&{o). 

Quelques  propriétés  de  deux  fonctions  Ç)[x)  et  l{(x). 

642.  La  méthode  suivie  pour  développer  en  série  les  fonctions  H(a;j  et  B'x] 
est  susceptible  de  généralisation.  Soit  ^^{x)  une  fonction  de  x  satisfaisant  aux 
deux  équations 

(56)  o{x  -^'2.r,^]=■0[x), 

On  peut,  sans  autre  détinition,  la  développer  en  série  ordonnée  suivant  les  puis- 

sances  de  e   "    ,  et  dans  laquelle  resteront  seulement  deux  coefficients  arbitraires 
Si  l'on  pose  en  effet 

ce  (  ^  )  =  A„  +  A,  e"  '■'""  +  A2  e     '•'      + .  .  .  +  A„  e     '■'      +  •  •  • , 
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en  exprimant  comme  (639)  que  le  développement  satisfait  à  l'équation  (57), 
on  trouvera  que  les  coefficients  s'exprimeront  tous  par  deux  d'entre  eux,  et  que 
par  conséquent  la  fonction  bien  définie  qui  satisfait  aux  équations  (56),  (67)  ne 
contient  dans  son  expression  générale  que  deux  constantes  arbitraires.  Mais,  d'a- 
près les  propriétés  des  fonctions  Q{x)  etH(^), 

(58)  cp(^)  =  A0(^)'-+-BH(^)' 

est,  quelles  que  soient  les  constantes  A  etB,  une  solution  du  système  des  équa- 
tions (56)  et  (57),  dont  elle  est  par  conséquent  la  solution  la  plus  générale. 

Toute  fonction  qui  satisfait  aux  deux  conditions  (56)  et  (57)  est  donc  néces- 
sairement de  la  forme  (58). 

Les  fonctions  e^^(x)  et  H^(£r)  sont  évidemment  dans  ce  cas,  et  l'on  doit  avoir 
par  conséquent 

(59)  0,(^)^:=A0('^)^+BH(^r, 

(60)  E,{xy=X'@{xY-hB'U{xY, 

comme  l'ont  montré  déjà  les  équations  (17)  et  (18)  qui  font  connaître  les  con- 
stantes A,  B,  A',  B'. 

643.  Le  produit  H(^  4-  a).E[œ  —  a)  satisfait,  on  le  déduit  aisément  des  équa- 
tions (26]  et  (28),  aux  deux  équations  (56)  et  (57).  On  a  donc 

(61)  li{x-a)ïl{x-ha)  =  XU{xy-i-BQixy, 

A  et  B  étant  indépendants  de  o:. 

En  faisant  successivement  x  =  o,  x  =  a,  on  en  déduit 


on  a  donc 


-H»(a)  =  B0'(o), 
0  =  AH'(a)  +  B0'(a); 


B^_H=(« 


0^0) 

.  __  QHa) 
''-0M' 
et  par  conséquent 

^fio\                           Ti/      ,      Mjf            ^      H'(a;)0'(a)-0M^)H'(«) 
(oa)  B.{x  -+-  a)li[x  —  a)= — ^^r --^ — ~ ^— ^. 

0'(o) 

En  changeant  dans  cette  formule  x  en  x-h'^'\/—ï,  en  ayant  égard  aux  for- 
L   Ca/c.  int.  82 
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mules  f23)  ot  {2/1),  on  en  déduit 

0=(.r)t)Ha)-HM.r)H^!«' 
(63)  B(^4-«)0(^-rO=--— ^-^— ^-^y^^-^— -' 

Si  l'on  fait  a  =  x,  on  trouve 


;64)  0(2^)  = 


0Vo 


Introduction  de  ©(.r)  dans  V expression  de  deux  intégrales  iniporlanles . 

644.   L'intégrale  \    do\l\  —  ^■•' sin^^  a  été  nommée  par  Legendre  intégrale  ellip- 

«/  (1 

tique  de  seconde  espèce. 
Si  nous  posons 


(65) 

nous  aurons  f592 


/'•?         do 

/ '    — -r  =  n, 

J^    yi  — /r^sin'9 


(p  =  amii, 
do  , — ; 

et  par  conséquent 

{QÇ>)  I      û?9  V  I  —  /r^sin^<p=/     ^/«(i  — /i^sin^o)  =  1      c?«(i — h^s'W^amu 

J  Q  t/  0  t,' 0 


=  Il  —  k'^  j     sin^nmudu. 

i/o 


La  fonction  elliptique  de  seconde  espèce  que  Legendre  nommait  E{/c,  ©)  se  ra- 
mène donc  à  l'intégrale  1     ^'m^amudu,  que  nous  allons  exprimer  à  l'aide  de  la 

fonction  0. 

Reprenons  les  équations  (25)  et  (27) 

0(.r  4-  10))  =  &ix), 

On  en  déduit,  en  différentiant  par  rapport  à  x  après  avoir  pris  les  logarithmes,  et 
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désii-nant  par  @'(œ}  la  dérivée  de  Six), 

Q^X  +  26))  _    0'(^) 

©;( ,r  +  2 0)  ; '  ■"  Q(x)  ' 

en  sorte  que  la  fonction  i.5-^-' a  la  période  200,  et  qu'elle  augmente  de — ^ — '- 
quand  on  ajoute  2w'v  — i  à  la  variable.  La  dérivée 

d  S'ix) 


dx  (d  {x) 
admet  donc  les  périodes  2w  et  2o)'v'— i,  et  si  l'on  pose 

<i'[oc)  satisfera  aux  deux  équations 

9  (;c  +  •20-))  =  9(^), 

9(,r  +  2w' y'  — I  )  =  e       "■     "  ""      ''9(^), 
et  par  conséquent  (642)  on  a 

(67)  <i^{x)  =  (è{x)id"{x)~&{xY^zk(è{xf+'R'a{x)\ 

A  et  B  étant  indépendants  de  œ.  Si  l'on  ftiit  x  =.  o,  il  vient 

0(o)0"(o)  =  A0Mo). 


d'où  l'on  déduit 

0(0) 


(68)  A-®"(« 


et  en  faisant  oc  =  r,/  \  —  i 

(69)  _      -0"(w'v/=^)  =  BH'(w'v'^). 

Mais  l'équation  (24) 

I  naV— I 

donne 

_l         •J'V'— 1  ■  _i     _  T.  .r  /-ITT 

0'(a:  +  o)'v'-ij=:v/-i^    'e       '"     H'(^)+—  fl    >«    ~^^li{x), 

82. 
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et  en  faisante;  =  o  • 

et 

D'ailleurs  la  formule  (23}  donne 
On  déduit  donc  de  l'équation  (69) 


B  =  - 


c'est-à-dire 
Et  l'on  a 


H^(«'^_,)  0^0: 

B  =  -  k. 


(,o)  ■         ,(.,=0.,,,_^|(£^  =  |;(iL>0.,.,_,H.(.). 


On  en  déduit 


1    B{x)l^        I    0"(o)        I     d    Q'{x) 


le  premier  membre  est  égal  (536  j  à  s'm'amx,  et  l'on  trouve  en  intégrant 

/•^  ,       .  I        0"(O)  1    0'(^)       . 

ce  qui  résout  le  problème  proposé. 
645.  L'intégrale 

(7=)  r- — "] 

Jo    (i  —  c  sin'cpjyi  —  A"^sin=9 

a  été  nommée  par  Legendre  intégrale  elliptique  de  troisième  espèce.  Si  l'on  pose 

9  =  amz. 


et  par  conséquent 


"^ =dz. 


y/i  —  A-'sin'9 
cette  intégrale  devient    . 

f"  (Iz  

Jp    I  —  csin'amz 

Pour  l'exprimer  à  l'aide  de  la  fonction  0  reprenons  l'équation  (63) 

9(.-a)9(.+"«)=^'WQ'"'^-"''-'»'"", 


LIVRE  TROISIÈME.  -  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES.  6o3 

que  l'on  peut  écrire,  d'après  la  relation  (5), 

S{x~a)e[ .1-  +  « )  =   "    0'(o)        (  '  -  ^' ' sin'«w .r  sin V/m a), 
d'où 

I  -  ft'sin'amx  s'm'ama  -  0'f  o]  Q(-^' —  ^)  Q(-^  +  «) 

-  H^  -  ff's\n'amxs\n^amn)=~  2l(d{o)  +  ^tQ(x)+  2l@{a)  ~  l@{x  +  a)~  /Q{,c  -  a], 
et,  en  différentiant  par  rapportai, 

_A^n^«/.^^r^in«m«_    d_  ^.^^^^^^  ^  0^        ,  0-(x-^)        i  0'(:.  +  a) 
I  -  /r^sin^«An^sin^am«  t/rt  0(«)    ^  2  0(^  -  «)   ~  2  0Ta:  +  «)  ' 

en  multipliant  par  dx  et  intégrant  entre  les  limites  o  et  ^. 
On  en  déduit 

(73  ri:iin^^sinamaj^  ^  07«)        ,     0(.^._,,) 

Jo     I  —  /(■' sin2«m^  suV-ama  da  ="""'""  —  -^  -{^^  +  "  '  ^7,^^47^") ' 

Mais  on  a  > 


^'sin= 


amxsmama 


I  —  /r=  sin^ama  sin^«mx  ~  ~  sitûtma       ninama  i-  /f' sïn'am^'m'ama' 

Par  conséquent  l'équation  (ySj  devient 

dsinama       dsinama 

~d^~     r dx 

\\\\ama   J^     i  —  h'^sm-ama  s\n 


^'^  J^ r dx  _      0^.        r^     Q{x-a 

sm ama   .L     i  —  It'^ilu'amn  <\n^amx       ^  Q   a)  ~^  2     Q{x  +  à 


et  si  l'on  pose 

/(- sinV/ma  =  c, 
l'intégrale 


Jo     '  —  6'sin-«w^- 


et  par  suite   la  fonction  elliptique  de  troisième  espèce  de  Legendre,  se  trouve 
exprimée  au  moyen  de  la  fonction  0. 
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CHAPITRE   YI. 

TRANSFORMATION  DES  ^'ONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


Transformations  du  premier  degré. 

646.  Les  fonctions  ûwamx,  coaamx,  ^amx,  considérées  clans  les  chapitres 
précédents,  ne  dépendent  pas  de  la  seule  variable  x,  elles  contiennent  en  outre 
le  module  k,  à  chaque  valeur  duquel  correspondent  des  formes  différentes.  C'est 
ainsi  par  exemple  que  pour  /•  =  o,  sinam^  et  cosarnx  se  réduisent  à  &\nx  et  a 
cosx,  ei  ^amx  â  Vunhé. 

Les  résultats  importants  auxquels  ce  chapitre  est  consacré  sont  relatifs  à  la  com- 
paraison des  fonctions  qui  correspondent  à  des  modules  différents. 

Considérons  l'intégrale 

/*■*  (fx 

I  ^rz=^    =  II. 


(•) 

On  a 
Posons 


X  =  Hin  ((1)1  H. 


y.  +  ;3x 

nous  en  déduirons 

dy  _  ^;^a  —  y!^^)dx 


3) 


v(i  -  r')  (i  -  >.^j--')     •    v/i(«'  +  ^xY-  {oL  +  p^)'j  [(«'  H-  p'^-r-  X^(a  +  ^xY\ 

et  si  l'on  pose 

(4)  (i-.rOli-Â-^-^) 

le  second  membre  de  (3)  deviendra 
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On  aura  par  conséquenl 

dr £dx 


criri 


et  comme  pour  x  =  o  on  i\  y  =  -^i 

a 


r^ dr .  r  *       dr 


Kn  posant  donc 


£ 


dy 


Sj[i-y^)[l-ly^.) 


on  aura 


i 


dr 


o  v/{r-j')(i-À~=j 


=  a, 


a  =  zif, 


etl'équation  (2)  est  une  relation  entre  sin«m?7(mofJ.  k)  els'wamUii  +  «)fmo(J.  X}. 

647.  On  trouve  aisément  toutes  les  solutions  de  l'équation  f4)  en  écrivant  que 
les  deux  membres  s'annulent  pour  les  mêmes  valeurs  de  x,  et  l'on  est  ainsi  con- 
duit aux  solutions  suivantes  : 


I  ; 


X  =  ±  /r,     r  =  ±.r,      r  =^—  1 —  '      s  = 

fiX 


i  +  v//r 


< 


x  =  ± 


i  +  s/Tf 
.  -  v7r 

I  -  y/-  7r 

1  +  v^—  /r 


1=1  '-±^/IzA 
-  j-  k 


r  = 


r- 


4-  \Jh  I  =t  X  sjk 


—  y/Vf  I  rp  .r  v^/r 


+  \//r  I  =p  X  yVr 


^-±^'— (•  +  v'Â^)^• 


-sj-k^z^xs'-k  2^  ^         ^' 


—  y/—  /r  ï  ±  .r  y/—  /r 
4-  J—  k  I  ir:  .r  i/^—  /»- 


±ly/37f,_v'=l-)'. 


On  voit  que  le  module  transformé  X  a  six  valeurs  différentes  à  chacune  desquelles 
correspondent  deux  formes  de  la  fonction  V. 
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dx 


648.  L'intégrale 


/, 


se  transforme  utilement  par  la  substitution 

(7)  '  .^•-'=i-J,_(r-/r^)j=]. 

On  en  déduit 

dx  —  v/—  I  dr 


v/(  I  —  X')  (  I  —  /( -'x' )       v'(  I  —  j=  1  [i  —  (i  —  k')x''^ 
et  comme  pour  r  =  o,  a?  =  t  :  et  pour  r  =  i ,  a?  =  i , 


J,      v'(' —  •^') ''i  —  ^'"'•^')       «^o      v'C 


û(;^v/ — : 


■r)[i--li-/r')j^J 


et  par  conséquent  la  valeur  de  w  relative  au  module  complémentaire  yi  —  F  est 
égale  à  celle  de  w'  relative  au  module /\ 

649.  On  peut  également,  pour  transformer  le  module  k  en  v'i  —  ^^  poser  d'abord 

X  =  sincp, 
ce  qui  met  l'intégrale  (6)  sous  la  forme 

dc^ 


Ja      7^ 


puis  ensuite 
On  en  déduit 

et 

(9) 


sincp  =:  \/~i  lang^]/. 


f  /  cp  =         -     -^ 


rosi]; 
de?  _  sj—\d^  —  y/— ïrfv]; 


V'i  — A'sin'cp       v'cos'^' -t- A-^sin'd'       v^i  —  (i  — /i')sin't]> 

Echelle  de  modales  de  Lo grange. 

650.  La  transformation  suivante  indiquée  d'abord  par  Landen  conduit  à  déter- 
miner une  série  de  modules  auxquels  correspondent  des  fonctions  liées  les  unes 
aux  autres  par  des  relations  simples. 
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Soient  AB  le  diamètre  d'un  cercle  dont  0  est  le  centre,  9  l'angle  formé  par  le 

rayon  vecteur  AM  issu  du  point  A  avec  le  diamètre  AB,  et  <]i  l'angle  formé  avec  le 


'  ■•-,  M' 

\ 

A 

K 

0 

B 

même  diamètre  par  le  rayon  vecteur  KM  mené  au  même  point  M  d'un  point  fixe  K 
situé  sur  AB.  Posons  OA  =  R,  OK  =  a;  soit  M'  un  point  infiniment  voisin  de  M  :  le 
triangle  MKM'  donne 

MM'       sinMKM' 

MK'^sinMM'K* 

Mais  MM'  est  égal  a  2R(/cp,  et  MKM'  à  d^b-,  on  a  par  conséquent 

aRf/cp d^ 

"MK"  ~  cosOM'K 
D'ailleurs 

MK  =  R'+  a--{-  2rtR  cos'i^  =  (R  +  a)'cos=9  +  (R  —  «)'sin'9, 
R^cos^OM'K  =  R'— R»sin'OM'K  =  R'— rt^sin't];; 
donc 

v/(R4-  «)=cos^9  +(R  —  «7^sin^9       y^R-— «'sin'^^; ' 
ce  que  l'on  peut  écrire 

2  do  1  d^ 

R  +  «"7^^    4«R      ."^""R    /    ~n^    .~' 

Si  l'on  pose 

a  __  j  4«R     _  / 

cette  relation  devient 

2R  dcp  d^ 


Et  en  intégrant  les  deux  membres  et  remarquant  que  9  et  (|i  sont  nuls  en  même 
temps,  on  en  déduit 


2R   çf     d<f     _r^__ 


d^ 
I.    Ca/r.  in  t.  83 
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(p  et  <1)  étant  liés  par  la  relation 

sin(29  —  ^|;)        a 

que  la  figure  rend  évidente. 
Si  l'on  pose 

I ^ ■  =  M, 

Jo     v'i  "~  ^'"i  sin^4^ 

I  :::.n    -  ry  f/cp  _  ^  .  : 

:'     "'  Jo     \/ï  —  /r'sin'9        '  -  ,  • 

on  en  conclura 

sin^  =isinamu    (nnod./r,  ), 

sino»  =  sin«/?7f     (mod, /r), 

et  l'équation  (ii)  établit  une  relation  entre  les  sinus  et  cosinus  d'amplitude  rela- 
tifs aux  modules  différents  k  et  k,. 

65i.  On  a 

20  —  ^  =  o  —  [d/ —  o), 

et  l'équation  (i  i) 

sin('2  9  —  tp  )  =  /,',  sin 4», 
devient 

sin9C0s('|  —  9)  —  COS9  sin(4'  —  9)=  /r,  sin9  cos('j;  —  9)  -i-  ^"i  ces 9  sinl^];  —  9), 

ou 

lang9  —  tangft];  —  9)  =  /r,tang9  4-/1-,  lang(4;  —  9), 

c'est-à-dire 

i^^)  iang(d;  — 9)  — ^^  tan29, 

et  cette  relation  équivalente  à  ( r  i)  doit  être  considérée  comme  plus  simple. 
652    Les  deux  équations 


donnent 


(-3)  A 


■2 


v^, 


i-f  A-.' 


telle  est  la  relation  qui  lie  les  modules  k  et  ^,  que  la  formule  précédente  permet 
de  ramener  l'un  à  l'autre. 
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653.  Quel  que  soit  le  module  initial  A,,  ceux  qui  s'en  déduisent  successivement 
tendent  rapidement  vers  l'unité.  Pour  le  démontrer,  construisons  la  courbe  dont 
l'équation  est 

2  sjx 


r 


l  -^  X 


0      P     P,  P,P, 


qui  passe  évidemment  par  l'origine  des  coordonnées,  et  par  le  point  M  dont  les 
coordonnées  sont  ^=i,  j  =  i.  Prenons  sur  cette  courbe  un  point  Q  dont  l'ab- 
scisse OP  soit  égale  à  X:,,  l'ordonnée  QP  représentera  k;  en  menant  par  le  point  Q 
une  parallèle  à  l'axe  des  x,  son  intersection  avec  la  bissectrice  OM  donnera  un 
point  dont  l'abscisse  OP,  est  k,  et  auquel  correspond  l'ordonnée  P,Q,  égale  au 
module  qui  se  déduit  de  k\  celle-ci,  par  la  même  construction,  donnera  un  qua- 
trième module  PoQo»  et  la  limite  est  évidemment  l'ordonnée  du  point  M,  c'est- 
à-dire  l'unité. 

Si  l'on  se  donnait  d'abord  le  module  k,  pour  en  déduire  A-,,  puis  que  de  k\  on 
déduisît  par  la  même  formule  un  troisième  module  k^,  et  ainsi  de  suite,  les  divers 
modules  ainsi  obtenus  s'approcheraient  rapidement  de  zéro. 

654.   Les  relations  qui  lient  les  modules  successifs  et  les  intégrales  correspon- 
dantes peuvent  prendre  une  forme  plus  simple. 
Posons 


on  en  déduira 


/(,  =  lang'-  ï 


2iang  - 

/.-  = ^  =  sin  ô. 

I  +  lang'  - 


La  relation  (12)  deviendra 


1  —  lang'  - 


lang(^{^  — <p): 


1  4-  lang'- 
■2 


-z  lang9  =  cosG  tang9, 


83, 
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et  l'on  aura  enfin 

»     aR  2  Q 

=  --=2C0S'-- 

R  +  a  ,    .       ,9  2 

I  -H  lang"- 

Le  théorème  peut  donc  s'énoncer  comme  il  suit  : 
Si  l'on  pose 

h  =  sinô, 

/.■i=  tang'-> 

lang((|'  —  ?)=  cosô-lango, 

on  aura 

ç  f ^9 !___    r  '^        d^ 

En  posant  ensuite 

/r,  — T  sin5i, 

/r.  =:  lang'  —  •> 

lang(4'i  —  ^)  =  cos5,  langd», 
on  aura  de  même 

r^-      d^ _i r  ^' d^,       ^ 

2 

En  continuant  la  même  transformation  et  posant  en  général 

A„+,  =  iang=  — , 

lang(  (J;„  —  'ji,,-,  )  —  ces  6„  langd's-i, 
on  aura 


r'-^"- d^ _  I r^«        d^ 


2 


et  par  conséquent 

(  ,4)       r  -    '^y     = ^^ r^" l'L- 
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et  si  kn+i  est  suffisamment  petit,  on  pourra  prendre 


D'après  les  relations  qui  lient  les  angles  S,  Ô,,...,  0„,  on  a 


j  _  \/cosÔ 


COS0,  =  i  /  I  —  lang^  -  =  — " 

'  ^        cos'- 

2 


et  (le  même 


.        v/cos0, 
cosô,  = ^ 


ces'  — 

'2 


,  V'COS  ô„ 

cosy„4-,  — 


par  conséquent 

COS0,  c.osôj.  . .  cos9„+i  =:^ 

d'où  l'on  déduit 


,  0«  ' 

cos^  — 

v/cos0  cosô, . 

.  .cosô„ 

9          0, 
cos-'-  ces-  —  -  • 

3                 ?. 

2 

V'COS  0,  CCS  di...  CCS  0„  . .  .  CCS-  0„+i 


0^9,  „  9„  '  i/rôsô    • 

cos'  -  cos^  -  .  ■  •  ces-  —  V  cos  (? 

2  2  2 


et  la  formule  fi4)  pourra  s'écrire 


,    ^,                                           /"j"               </©                      V/COS0I  COS02.  .  . 
l5)  /        "-  ——  = ==r- 

Jo    v^i  — A^sin^9  V^cosO 


/COS0,  COS0,.  .  .  COS^0„+,    (];„ 
2'' 


655.  Lorsque  le  module  est  devenu  très-petit,  le  calcul  des  modules  suivants 
peut  se  simplifier.  Soient 

lin  =  sin  0,„ 

I  ,       -1  ^" 

A„+,  =  lang^--, 

on  a  identiquement 
et  par  conséquent 


,  ,       ces'  — 

4   /  2 


/A-„^,^/^"-4/cos--. 

4  2 
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Mais 

-  =  -  (y/i  -h  sin  dn  +  v/'  — sin9«). 


cos 

2  2 


On  en  déduit,  en  développant  et  négligeant  la  quatrième  puissance  de  sm9„. 


4 /cos  —  = sin'0„. 

2  ?. 

On  a  donc 

//r„^,  =  /^  +  -sin^9«, 

qu'il  faut  écrire,  quand  on  se  servira  des  logarithmes  vulgaires, 

kl  ^  M 

M  désignant  le  module. 
On  trouvera  de  même 

M 

logcos0„  =  —  y  sin'0„, 

logcos  —  = sin'0„. 

656.  Calculons  par  exemple  l'intégrale 


/""  i/o 


Nous  poserons 


et  nous  aurons 


2 


9  =  45°, 


loglang-  =  9,6172243, 


2 


log/r,  =  logsin0,  =  loglang--  =9,2344486, 

9,  =  9°  52' 45",  41, 

log  lang —  =  8,93665  06, 

log/f2  =  logsin6,  =  loglang' ~  =  7,8788012; 
et  l'angle  0.  est  assez  petit  pour  que  nous  puissions  faire  usage  de  h  formule  (16), 
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nous  aurons  .  .  ' 

M 

10g/ij=  7,87330  12  log—  =9,33675 

2  log/iî  =  5,7466024  l0g/»j  =5,74660 

c'Iog4  =  9,39794  00  5, 08335 

=  0,00001  2  1 

2 

log/r3  =  log^H ^  =  5,1445545; 

les  valeurs  numériques  de  k,  ki,  k^,  k^,  sont 

A-   =   —rr  =  0,70710678, 
/r,  :rr  O  ,  I  7  1 57  285, 

/r2=  0,00746967, 
/r3=  0,00001  395. 

Pour  calculer  les  limites  successives  des  intégrales,  on  a 

9  =  3o°  •    ■ 

log  tangcp  =  9,76143  94 
log  COS0  =  9,84948  5o 


logtang(cp,  —  cp)  =  9,61092  44 

9,  —  cp  =  22°  12'  27",  558 

9,  =  52"  12'  27", 558 
log  lang9,  =  o,T  1043  75 
logcosô,  =  9,99351  18 


loglang(92—  9,)  =  o,io3g493 

9,-9,  =51"  47'  32",  587 

9,  =  io4"  o'  o",i45 
log  tang92  =  o,6o322  76 
log  cos0,  =  9,99998  79 


log lang(93  —  92)  =  o,6o32i  55 
93  —  95  =  io4"  o'  i",5o 


93  =  208"  o'  i",645 
Ç  =  93600",  21 

108  =  4,9712768 
logi"=  4,68557  49 

log  1  =  9,65685  17 
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Calculons  enfin  le  multiplicateur 


/COS0|  COSÔ,  COS05 

V  cos  0" 

on  a 

log  cos  6  =  9,849485o, 

logcosô,  =  9,99351  18, 

log  cos  0,  =  9,99998  79, 

et  cos^a  peut  être  regardé  comme  égal  à  l'unité;  donc 


/cos0,  cos6.  ^ 


•    par  conséquent 


,      9, .  /cos  9,  cos  02  QQt. 


et 


C    --_Jl _-  =  l^i  A^^^'  T^^  ^  0.5356.  .;, 

I  /        ,  8  V        COS& 


I sm-o 


vale-ur  exacte  à  sept  décimales. 

657.  L'élégante  construction  par  laquelle  se  trouve  représentée  la  transforma- 
tion de  Landen  est  due  à  Jacobi.  Gauss,  dans  l'un  de  ses  Mémoires,  a  présenté 
sous  une  forme  intéressante  un  résultat  équivalent  au  fond  à  celui  que  nous 
venons  d'obtenir. 

Considérons  la  différentielle 

<^9 
y/i  —  A^sin^9 
que  l'on  peut  écrire 

</9 


v'cos='9  +  (i —  /(■')  sin'9 
à  laquelle  nous  substituerons  la  forme  évidemment  équivalente 
,     .  </9 

(I7)  ^      ==:.^- 

V  m- cos' 9  -f  n'sni'9 
Posons 
,  Q,  .  in  sin  d/ 

'10)  5109=-;-^ ; i — î ^ -, 

'        (m -+- w)  cos'^4;  + -im  sin'^(|i 


on  en  déduit 
où 
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rf£ d^ 

v/m^cos'9  H-  n^sin'9        y/ w'^ sin'ô^T?!''' sin'9 


m= 

2 


OOo 


'    n'=\/mn, 

et  la  formule  donne  le  moyen  de  transformer  la  fonction  elliptique  dont  le  module 
est 


I,  =1/—     --' 
V         m' 


en  une  autre  dont  le  module  est 


.             /m'^ —  n'-       m  —  n 
/(•,  =  1/ j-, = : 


et  la  relation  entre  h  et  k.  est  encore 


231 


I  -f-  /r, 


;m) 


Lorsque  ©  varie  de  o  à  -mi,  '^  varie  aussi  de  o  a  'j.n-,  on  a,  par  conséquent, 

r^" ^z?'       _r'"         ^4^ 


r 


et  si  l'on  forme  une  série  de  nombres  définis  par  les  relations 


m  --\-  n 


m'  +  n' 


\ -2'^ )  m'  =     ~  —  ,       n'  =  sjmn,     m"  =         '         -       ■■"  ~  - ■'">' 


,       n"~\/'m'n,..., 


"••p-i  -r^    "7>— I  / 


on  aura 

26) 


r" Af ^  f 


d(f 


cp      Jo      s/mp  cos^o  -\-  n'p  sin'cp 


Lorsque  /;  augmente,  m^,  et  n^  convergent  vers  l'égalité,  et  si  l'on  nomme  (j. 
la  limite  commune,  le  dénominateur  du  second  membre  tend  vers  la  valeur  con- 
stante ,a,  e!  la  limite  est  par  conséquent  --•,  la  limite  p-  se  trouve  ainsi  connue,  (;t 

V  '''' 

I  on  a 


F-        ""-Jo       Si 


].     Calr.   irit. 


v/m'cos'cp  +  n'sin'9 
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Théorie  générale  de  Jacohi. 

658.   La  dilTérenlielle 

d.v 

peut  d'une  infinité  de  manières  se  transformer  par  un  changement  d(!  variables 
en  une  autre  de  la  forme 

dy 

Posons,  pour  obtenir  cette  transformation, 

U 
(3o)  -^^^V' 

U  et  V  désignant  des  fonctions  entières  de  y;  on  aura 

dx  *^^  \    dr  dy  ) 

(3i)  "  -  


y/A  +  B^  +  C^'+  Dx'  +  Ex'       s^kY'  -+-  BUV  +  C\]'\'  4-  DU' V  4-  EU* 

Le  polynôme  en  j,  qui  dans  le  second  membre  de  cette  équation  figure  sous  le 
radical,  est  d'un  degré  quadruple  de  celui  de  l'un  des  deux  polynômes  U  et  V,  il 
f«ut,  pour  qu'il  se  réduise  au  quatrième  degré,  que  tous  les  facteurs  linéaires  soient 
doubles  et  puissent  sortir  du  radical,  à  l'exception  de  quatre  seulement.  On  doit 
donc  avoir 

AV^  +  BUV-'  +  CU^ V^  +  DU''  V  4-  EU'  =  T^'  ( A'  +  B'j  +  C'/=  +  D'y'  +  E'y'  ) , 
T  étant  un  polynôme  rationnel  en  y.  L'équation  (3i)  deviendra  alors 

V^-U^ 

.^_^, d^ _      dy  dy «(T 

y/A  -f-  Bx  +Cx'  +  I)x'-i-Ex'  ~  T  v'A^'  +  By +Cy  '  +~D'y'  +  E'y*  ' 

et  la  transformation  annoncée  sera  évidemment  effectuée,  si  la  fraction 

(33)  '»'      '^ 

se  réduit  a  une  constante.  Or  nous  allons  montrer  qu'il  en  est  nécessairement  ainsi 
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toutes  les  fois  que  les  degrés  des  polynômes  U  et  Y  sont  égaux,  ou  dilTèrent  seu- 
lement d'une  unité. 
Soit  en  efïet 

(34)  A  +  B^  -i-Cx'-hY^x'-hEx*  =  E{x  —  x)  {x  ~  P)(x  ~-y){x  —  d). 
On  en  conclut 

(35)  AV^  +  BUV'+-CU^V^4-DUn^  +  EU<=E(U-  «V)(U-  (3V)(U  -yV)(U-ÔV). 

Or  on  ne  peut  rencontrer  dans  ce  produit  d'autres  facteurs  doubles  que  ceux 

qui  figurent  deux  fois  dans  un  même  binôme  U  —  «V,  U  —  ]SV 11   n'est  pas 

possible  en  effet  que  deux  binômes  différents,  U  —  aV,  U  —  ^A  par  exemple, 
aient  un  facteur  commun  du  premier  degré  en  y,  car  ce  facteur  appartiendrait  à  U 

et  à  V,  et  en  le  supprimant  dans  les  deux  termes  de  la  fraction  ^i  on  aurait  une 

transformation  équivalente  et  de  forme  plus  simple. 
Cela  posé,  on  a  identiquement 

(36)  V  ^U  -  U  ^^  :=(V-  .U)  ^-H  _  u  -^'-  (V-  «U), 

et  par  conséquent  tout  facteur  double  de  V  —  aU  divisant  la  dérivée  -^- (A  —  «U), 
divisera  le  premier  membre  de  (3G).  Les  facteurs  du  polynôme  désigné  par  T  ap- 
partiennent donc  tous  à  cette  différence  Y  -, U  ^  ;»  et  par  conséquent  le  numé- 
rateur de  la  fraction 

(3,)  -^r__^L, 

est  divisible  par  le  dénominateur.  Mais  d'après  la  supposition  faite  sur  les  degrés 
de  U  et  de  A",  le  quotient  est  de  degré  zéro,  c'est-à-dire  indépendant  de  y.  Si  en 
effet  U  et  Y  sont  tous  deux  de  degré  p,  ou  l'un  de  degré  p,  l'autre  de  degré  p  —  i , 
les  deux  termes  de  la  fraction  ('^7)  sont  l'un  et  l'autre  de  degré  2/?  —  2  ;  leur  quo- 
tient est  par  conséquent  une  constante  comme  nous  l'avions  annoncé'. 

Ainsi  donc  pour  transformer  la  différentielle  (28)  en  une  autre  de  même  forme 
avec  des  coefficients  différents,  il  suffit  de  choisir  pour  U  et  A'  deux  polynômes  de 
même  degré,  ou  dont  les  degrés  différent  d'une  unité  seulement,  et  tels,  que  les 
facteurs  de  l'expression  qui  figure  sous  le  radical  du  second  meml)re  de  (3i)  soient 
égaux  deux  à  deux,  à  l'exj'eption  de  quatre  qui  doivent  rester  simples.  Cette  con- 

8/4. 
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dition  peut  être  remplie  d'une  infinité  de  manières,  et  à   chaque  valeur  adoptée 
pour  les  degrés  des  polynômes  U  et  V,  correspondra  une  solution. 

C59.  Considérons  comme  exemple  la  différentielle 

dx 


'381 


et  posons,  pour  la  transformer, 

Il  faut  que  le  produit 

(4o)  («  +  hy^  —  y){a  +  />j'  +  r)(«  +  hy'-  —  hy)[n+  by' -h  Iry) 

contienne  deux  facteurs  doubles.  Si  de  plus  on  veut  avoir  une  transformée  de   la 
forme 

(4') 


v/(ï~r)('-/''^r) 

il  faut  que  le  produit  (4o)  soit  de  la  forme 

ï'(r  —  r')(i-  If'y-'), 

T  désignant  un  polynôme  du  second  degré  en  y.  Si  nous  posons 

T  =  <-,■(  I  +  my)  ',;  I  +  ny), 
on  devra  avoir 

'■  a  y- by-  —  y:=:  a{\  —y){i  — //y), 

\  a-hhy'-hy=--=^a{x+y){i-h /('y], 
(42) 

i  a  -y  by^ —  hy  -.=  a{\  +  i^^y)'-, 

\   a  +  by'^  H-  ky  =  r<(  i  +  «r /• 

Le  changement  de  r  en  —  r  (diangeant  l'un  dans  l'autre  les  premiers  membres  des 
deux  dernières  équations,  on  doit  avoir  m  =  —  n\  les  quatre  équations  ijyi)  se  ré- 
duisent alors  à  deux 

(   (i  -\-  by^ —  y=za(i  —  r )f  i  —  ft'y^), 

(43)  {  /         /  V        .  M  j  J, 

{  a  -\-  by- —  /,>•==  (i{i  ~h  my)'. 
On  conclut  (le  la  première,  en  faisantr  =  [,  et  remarquant  que  le   produit  des 
racines  du  premier  membre  est  j? 

I  a  y  b  =  i, 

(44)  L  _  , 
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c'est-îi-rlire 

l  /      '   ^•' 

(45)  < 

d'après  la  seconde  des  équations  (4^),  le  trinôffie  a  -+-  hy-  —  kv  doit  être  un  carré 
parfait.  On  en  conclut 

.    ,.  4/^' 

(46)  /.•^=4a6=^^,,_^, 

et 

(47)  ''=V^i'' 

la  racine est  égale  à  i/y  c'est-h-dire  a  \/ -,  et  l'on  trouve 

dx  _  {/t'+  i)df  

et  comme  y  et  x  s'annulent  en  même  temps 

C"  dx  ,l,^^  dy 

les  modules  X-  eik'  étant  liés  par  l'éijuation  f^y)  identi(|ue  à  celle  obtenue  (t)52). 

Théorie  d'  /^bel. 

660.  Abel  a  rattaché  très-in2fénieusement  la  théorie  de  la  transformation  au 
principe  de  la  double  périodicité,  en  montrant  (ju'on  en  peut  déduire,  à  priori,  en 
quelque  sorte,  la  connaissance  des  cas  dans  lesquels  elle  est  possible,  la  forme  des 
équations  qui  y  conduisent  et,  en  suivant  jusqu'au  bout  les  conséquences  des  prin- 
cipes, la  formation  complète  des  équations  elles-mêmes. 

Considérons  l'équatiDU 

A„  -f-  A,.r-t-.  .  .-f-  k.^x'-'-       P 


À\))  r  =  'M-*^)  = 


Bo  + B,  r +  .  ..  +  B,x;*       Q 


où  les  polynômes  P  et  Q  sont  supposés  premiers  enti(.'  eux,  \^  et  B,jl  n'étant  pas 
tous  deux  égaux  à  zéro,  nous  dirons  (pie  la  tiansformation  exprimée  par  ré(jua- 
tion  (49)  est  de  degré  p.. 
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A  chaque  valeur  de  x,  d'après  la  relation  '49)'  correspond  une  valeur  de  r,  mais 
à  chaque  valeur  dey  correspondent  p.  valeurs  de  a?  généralement  inégales.  Soient. ^-^ 
et  jc\j  deux  quelconques  de  ces  racines,  elles  doivent  toutes  deux  satisfaire  à 
l'équation 

dy'^  __  è^dx' 

et  l'on  a  par  conséquent 

d:rc  ±  dxci 


V'fi  —  x^.){i  —  h^x^. )       \'{x  —  x'^-) { I  -  ti'x^ 
Si  donc  on  pose 


et  par  conséquent 


on  aura  aussi 


.Tf  =  si n ain u     ( m od .  h), 
,  dxc 

du  :=■ 


du 


±  dxc' 

Xc'  :^  sin  atn {xdz  u), 


et  par  conséquent 

a  étant  une  constante. 

On  peut  écrire  simplement 

Xc'^=  s'mam{n  -i-  oc), 

car  si  Ton  prenait 

Xc'=  sin  nm  [oc — n, 
on  pourrait  écrire 

Xc' ^  sin am ( 2 m  —  x  -h  i/)=  sin am {u  -\-  a'), 

u'  étant  une  constante  égale  h  2 m  —  a. 

On  voit  donc  qu'en  exprimant  l'une  quelconque  des  valeurs  de  x  par  la  formule 

X  =^  sin«/»  u, 

toutes  les  autres  seront  de  la  forme 

s'\nnni(  u  +  a"), 

l'argument  w  étant  bien  entendu  une  fonction  (\i\r,  et  a  conservant  pour  chaque 
racine  une  valeur  constante  qui  n'en  dépend  pas. 


LIVRE  TROISIÈME.  -  THÉOUIE  DKS  FONCTIONS  ELLIPTIQUES.  671 

On  aura  par  conséquent,  quel  que  soit  y, 

y:=:  ^{s'\i\a/nn):=  ^[s\nam{n  -+-  oc)], 

et  par  conséquent 

'^^{s'mamii)  =  <^[sinrt/»(  n  -h  c/.)\. 

Cette  équation  étant  satisfaite  quel  que  soit  u,  on  peut  y  changer  u  en  w-h  a, 
en  u -h  2a, —  On  aura  donc 

^(sïnamii)  =r  d;  s'\n ani[u  +  a)  ^  ^[s\nafn{u  -t-  2a: )]  =    .  .=:  ^[sinam{u  -\- px)], 

et,  par  suite,  quel  que  soit  le  nombre  entier/?, 

^{s\namH)=:  ^[s\n atn{n  -\- pa)]. 

Les  racines  de  l'équation 

étant  en  nombre  fini,  il  faut  nécessairement  que  pour  une  certaine  valeur  h  du 

nombre /9,  on  ait 

s\n  ani [u  +  h  y.)  -~  sin «m  u, 

cette  équation  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  u,  hu.  est  une  période  (597) 

4WW    +-  2  Ai  6)'  y/ —  I  , 

et  l'on  a  par  conséquent 

'h 

Si  //  est  le  plus  petit  nombre  entier  pour  lequel  cette  condition  soit  remplie,  on 
aura  pour  cliaque  valeur  de  y,  h  valeurs  distinctes  de  x 

.r,  =  'ixxxamu, 

X.,  =  sinrt/;?(  u  +  y.). 


x'h  =  sin um [a  -\-{li  —  \)<x 


Si  le  nombre  h  est  égal  h  a,  l'équation  y  =  'l'*)  n'a  pas  d'auires  racines.  Si  au 

contraire//  est  moindre  que  a,  on  pouri'a  piendre  une  racine./',  distincte  des  pnv 

cédentes,  et  si  l'on  pose 

x\  --=■  sina///  u' , 


on  aura  les  nouvelles  racines 


x\  r=z  sin am {u'  -\-  y. ;, 
.r'j  =  sin  am  (  //'  -1-  •->.  y  ), 

, 

x'i^  =  sin rtm I  u'  -[-  [Ir  —  1  )  ^  1  • 
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Ces  A  racines  sont  distinctes  des  précédentes,  c;n-  si  l'on  avait 

si n am  (  ?<'  +  g' a  j  =  sin am [u  -]-  qac), 

on  en  déduirait,  en  négligeant  les  multiples  des  périodes, 

m' —  u=z(q  —  q')y.; 

u'  s'obtiendrait  donc  en  ajoutant  à  w  un  multiple  de  a,  et  ^'mamii!  ferait  partie  du 
premier  groupe. 

Si  ih  est  égal  à  /j.,  on  a  trouvé  toutes  les  racines;  sinon  on  formera  un  troi- 
sième groupe  de  h  racines,  puis  un  quatrième,  etc.,  et  l'on  voit  que  h  doit  être 
un  diviseur  de  [x. 

661.  Nous  ferons  connaître  suffisamment  l'espiit  de  la  méthode,  en  nous  bor- 
nant à  examiner  le  cas  où  l'on  a  h  =  [x,  en  supposant  en  outre  que  [x  soit  un  nom- 
bre impair  iji  -\-  i. 

L'équation 

,  ,    .^      Ao  -f-  A,  ^-  +  .  . .  +  A.ji  x;'- 

a  dans  ce  cas  pour  racines 

.r,  =  sin«m//,     .r^  =  sin«/;/,(«  H- a), .  .    ,     .z\^=^'6\nam[n -k-{'j.  —  O^J» 
OÙ 

^m(>)  -\-  2  n  m'  sJ —  I 

Çette  équation  peut  s'écrire 

(5o)  (A,,  —  B,,j)jr:^+.  .  .  + A„-  Bo,r--o. 

Le  produit  des  racines  est 

Aq  —  B(,  X  __ 

On  en  déduit  pour  ^'  une  expression  de  la  forme 

,  ^   ,  a'  -+-  nxt  X ,.  .  .  x,j, 

(5t)  y—  r  ,   I '■"  "'  ' 

0    -h  OXiXj.  .  .  X.j,  . 

Le  second   membre  peut  s'exprimer  en  fonction  de   la  seule  racine  a;,  :   on  a  en 
effet,  [j.a  étant  une  période, 

Xj,^i  —  sin  am  {n  -\-  py.), 

X.J,  _y,_^,  =  sinam[?/  -i-  (p.  —  f)a]  =  sin«m(M  —  />«), 
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on  en  conclut  aisément  -593; 

s\n- amu  —  slWampx 

I  —  Irsm-amu  sin-ani /ja 

et  comme  s'inamu  est  égal  à  ^,,  en  posant  s\nampa  =  e,„ 

^l'+i  .r.,,_y,4.|  =  -- — - — ■ , 

i  ~  li^e-pX' 

et 


/y*         /y*        -V  -V         ■      ^K>  ^'  *'  À   I  \  \  Il   I  1  \ 

*Â,  \   J^'l  Xa  •    .    *  il  <,  X  I    ■; ,- — „ .—- — • :  ro  (    IT ,   1 

{y  -  h'e^x\)[x  -  h^elx]) .  .  .[,  -  h-el.r]]-'  ^  ^''''' 

par  conséquent 

,r\  n'-V-a(D[x,)        P 

(  02  )  >•  =  . ~ — -  -  ^  —  • 

•^        b'  +  b<^{x,)'     Q' 

X,  désignant  ici  l'une  quelconque  des  racines,  l'éqnation  (52),  si  l'on  y  remplace  x^ 

par  X,  a   pour  solutions  x^,   x., .r^j,  et  l'une  quelconque  des  lacines   étant- 

représentée  par  ûuamu,  les  autres  sont 

s\nam[u -\- a),     sinam(  m -4-  23c), . .  .,     s\x\ain\u ->r{u. —  i)a]; 
si  la  première  était  s'inamdi  -ha],  les  autres  seraient 

s\nam[u-^  -ioc),  sin«w  («  4- 3a),...,  sin«/ji|  «  +  (p.  —  i)aj    «»-   ^inainUi -+- [J.a)  =  ii\namu; 
il  n'y  aurait  donc  rien  de  changé. 

662.   Il  reste  à  déterminer  les  constantes  a,  h,  a',  //,  de  manière  à  satisfaire  à 
toutes  les  conditions  du  problème. 
Pour  que  la  substiluiion 

P 

donne 

f  53  )  ± =  . [{"^ 


v'(  I  —  j'  )  (  I  —  Kr'  )        v/(.  i  —  -a^"  )  (  '  —  /«•'  X'  ) 
on  doit  avoir,  comme  le  motitre  la  substitution  directe, 

(  p-  -  0- )  ;  ),'  P-  -  Q' )  =  \     "^--  ^-"±  J  { ,  _  .t.  j ( ,  _  /, ,^,  ;^ 

et  par  conséquent  le  pioduit 

(P^  — 0')(>.'^P'^— 0') 

I.    Cale.  int.  85 
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doit  êtro  divisible  par  (i  —  x-)  (i  —  Px-)  et  donner  pour  quotient  un  earré  par- 
fait. Cette  condition  est  d'ailleurs  sufïisante  :  on  peut  le  prouver  en  reproduisant 
la  démonstration  de  Jacobi  donnée  (658);  nous  avons  donc  seulement  a  déterminer 
a,  b,  a',  h'  de  telle  sorte  qu'elle  soit  satisfaite.  x 

L'équation 

P 
Q 


ayant  pour  racines 
on  doit  avoir 


r 


X-i,  ■ 


'm: 


Qf  =1  A{x  —  x,)[x  —  .r. 


X      X.;,], 


A  étant  indépendant  de  x  et  égal  au  coetlicient  a  —  by  de  la  plus  haute  puis- 
sance de  cette  variable  dans  le  premier  membre.  Mais  on  a 

Ce  produit  doit  être  divisible  par  (i  —  x'^']{\  —  k'-x'-),  et  s'annuler  par  conséquent 

pour  X  ^=  ±:  I,  jc-  z=dz  >.•  Si  nous  remplissons  cette  condition  en  faisant  en  sorte 

que  P  —  Q,  P  -h  Q,  XP  —  Q  etXP  -h  Q  soient  divisibles  respectivement  par  i  —  x, 
I -t- a?,    i  —  kx ,    i-i-kx,    c'est-à-dire    en    faisant   en    sorte    qu'aux    hypothèses 

y=:i,j  =  — i,j  =  -r-,  jr=--,  dans  l'équation  (54),  correspondent  pour  a.-, 

les  valeurs  i,  —  i,  ^^^  —  t'  ces  conditions  détermineront^,  b,  a',  h'.  L'équation  (5^; 
donne  en  effet,  en  remarquant  que  (p{x)  est  une  fonction  impaire, 


«'  H-  «  9  (  I  ) 
^'  -t-  />  o  (  I  ) 


(55) 


a' 

—  ao{i) 

b' 

—  bo{i)' 

/      I 

^    1= 

a 

+  «?(,7) 

// 

-^9^) 

I 

a' 

-^^(i) 

1 

b' 

-^^•fe) 
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On  en  déduit  aisément 

a' h' —  nbo^ï)  =  o, 

n'b' —  ab  9^      J  =  0, 

D'ailleurs  (p-(i)  et  (p^  ij]  sont  inégaux,  sans  quoi  les  équations  (55)  donneraient 
X  =  dz  I ,  ce  qui  est  inadmissible.  Il  faut  donc  supposer 
(56)  ab=o,     n'b'=o. 

Prenons  par  exemple 

«- 
a'^o,     b=:o, 

les  équations  (55]  se  réduisent  à 

(5,)  *:=,(,)=).,(i).  ■  . 

D'ailleurs 

'\lfj       /r^''+'        {i—e^){i  —  el)..{i~ef,)  /f^''+'9(i)' 

et (57)  donne 

a,  h,  a,  h'  et  X  sont  donc  connus.  Pour  avoir  s,  il  suffit  de  remarquer  que  d'après 
les  formules  précédentes  y  est  nul  en  môme  temps  que  x,  et  la  dérivée  ^•^,  égale 
a  -  pour  a- =  o,  se  réduit  d'après  l'équation  (53)  à  s.  On  trouve  ainsi  en  faisant 
usage  de  la  valeur  (52;  de  j,  simplifiée  par  les  résultats  précédents, 

x^  £  =  — ^-  e'e., . . .  e-. 

Le  problème  est  résolu.  Mais  il  reste  à  prouver  que  la  solution  obtenue,  dans  la- 
quelle tout  est  maintenant  déterminé,  satisfait  à  celles  des  conditions  qui  n'ont 
pas  été  exprimées,  et  que  le  quotient 

-       •  ■  (P'-Q')(P— X^Q') 

qui  d'après  les  valeurs  choisies  pour  n,  h,  a', .//  est  entier,  se  réduit  à  un  carré  par- 
fait. 

85. 
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Reprenons  en  effet  l'éq nation  fo/j) 

(  P  —  Q  }•■  )  ■  -  (  n  —  bf)  {x  —  .x,){x  ~  X;) .  .  .[x  —  x.^). 

Si  l'on  V  fait  successivement  as,  =  ±  r,  ^,  =  d=     ,  et,  par  suite,  d'après  les  va- 
leurs adoptées  pour  a,  a,  h,  h\  y  —  ±.  \ ,  y  =  àz  ^,  nous  aurons 

V-\-q={a  +  b){x  +  \)Y,[x), 

et  par  conséquent 

F,  [x).  Fa  [x),  F,  [x],  F,  (x)  désignant  le  produit 

[X  —  X.)[X  —  X:^).  .  .{x  —  X.,,) 

correspondant  respectivement  aux  quatre  valeurs  adoptées  pour  x^. 

Or  les  quatre  fonctions  sont  des  carrés  parfaits,  et  il  en  est  par  conséquent  de 
même  de  leur  produit.  On  a  en  effet 

Xi  =  s\v\amu, 
et  les  quatre  valeurs  de  ±  i,  ±  j  attribuées  à  x  donnent 

co<i,amu  L^amu  z=  o, 

et  par  suite 

X,  Aampa.  cos ani px 

les  facteurs 

(  X  —  Xp^,  ),     (  .r  —  .r .,_/,+,  ) 

sont  par  conséquent  égaux,  et  le  produit 

(  X  —  X.._  )\X  —  .T;.,)  .   ,  .[oc  —  X,,.  ), 

composé  de  facteurs  égaux  deux  à  deux,  est  un  carré  parfait. 

En  résumé,  pour  réson<lre  le  problème  de  la  transformation,  on  peut  procéder 
de  la  manière  suivante  : 
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Soit  a  une  racine  de  l'équation 

sin  am  ( -2 «  H-  i  )  «  =r  o. 

Cette  racine  n'appartenant  à  aucune  autre  équation  de  la  forme 

sin«m//a  =  o, 

dans  laquelle  h  soit  un  entier  inférieur  à  a/î  +  i ,  si  l'on  détermine  une  fonction  y, 
un  module  X,  un  coefficient  s,  par  les  formules 

/^o^        ^ 1t"^ '  x[x'^  —  sin'r/ma)  {x- —  s'm'nmia).  .  .[x'^  —  sin'am/ia) 


r  = 


^l    (i  —  /.=.r^sin'«ma)(i  —  li-x's\n}ami/x). .  .(i  —  l(^x^s'm''amnoi.)'' 


,^  /y 7,«+v         (i  —  sin^«ma)(i  —  sinam2«).  .  .(i  —  sin^«mna) 

(i  —  h^<s<'\\Vama.)(\  —  /r-sinV/zn^a  .  .  .(  i  —  h'^'m^amno'. 

/-"  +  ■. 
("")  e  =    -"— -  sin^awa  sinV^wisa:.  .  .  sin-«mna, 

on  aura 

(6.)  .  ^-^  --  ^^ 


^/(  I  —  j'  )  (  I  ~y?f)       sl[  t  —  X'  )  (  I  —  A '^  .^c^  ) 

663.  Considérons  par  exemple  le  cas  de  /*  =  i . 
Si  l'on  pose 

s\\\  am  a  ^=z  e , 
l'équation 

sin«m3fl:  =  o 
donne  (615) 

La  racine  e  =  o  doit  être  rejetée,  mais  les  autres  peuvent  être  adoptées,  parce 
que  sina/?22a  n'est  pas  nul. 
On  aura 

.      -^  >/  A    I  — /.^e'.r' 

664.  La  formule  de  transformation  peut  être  mise  sout^   une  forme  plus  élé- 
gante. Considérons  la  somme 

j:--  sxuamu  -4  s\u(nn{u  -I-  a)-f-  sn\aw{H  -h  ?.a)  +  .  .  .+  sin«m[//  -|   [n  —  i)a], 

OÙ  nrj,  désigne  une  période  (juelconque  de  ûnamu,  et  n  est  un  nomhre  impair  quel- 
conque. 
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On  a  (  595) 

sin ani [  n  -\-  a)  +  s\n nni \u  -\~{n  —  i ) a] 

...  ,       2  sinamw  cos«mM  Aama 

=  sin  am(  m  +  a   4-  sin  ami  a  —  a   == -, — t-t . •> 

i  —  /r^sin^ama  sin'ama 

s\ï\am{u  +  ?.«)  -t-  s\nam[n  -h  {n  —  o.)  x] 

.       1  sin am u  cos ami X  ^am -2 X 

=  sin am (11-+-  ix)^  sin am [u  —  2 a  =  rr-^—^ -^, • 

'  i  —  k^ sin^ amu  sin' ami X 


n  —  I      .         n  —  I 
,  .  ,        isxnamu  cos am xùiam a 

in  —  I     \  .  /  n  + 1      \  2  2 

sin  am    u  H x  \  +  sin«/n    u  H x    =; > 

\  2         /  \  2         /  •   2        '^  ~  ' 

^  I  —  k^sxnamusin^am a 

1 

et  l'on  voit  que  r  est  une  fonction  rationnelle  de  '^mamu,  dont  le  dénominateur 
est  évidemment 


I 


h-  sin'-ama  sh\^ amx,{  1  —  k"^ sm' ami i  shx'amix).  •  •  (  i  —  k'^sxn'^amu  sin'^w x\ 


Le  numérateur  est  de  degré  n.  Or  l'équation  j  =  o,  quand  on  y  considère  u  comme 
inconnue,  a  pour  racines,  on  le  vérifie  aisément, 


n  —  \ 

?z  =  d=  a,     M  =  zh  2  a, .  .  . ,     ?<  =.  ± a  ; 

2 . 


car  en  faisant  a  =/>a,  quel  que  soit  le  nombre/?,  les  termes  dej  deviennent  pré- 
cisément ceux  de  la  somme 


sin  am  x  4-  sin  am  2  x  -4  .  .  .  +  sm  am  n  x. 


Or  on  a,  ncf.  étant  une  période, 


sin  «w  Al  a  =  o, 

s\namx  +  s\nam[n  —  i  la  =  o, 
s'xnamix  +  s\n am{n  —  2  )  a:  =  o, 


n  —  I     \          .           /  71  +  I 
sxnam  i  x    -\-  smam a  1  =0, 


et  la  somme  se  réduit  à  zéro. 
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D'après  cela,  en  posant  sin^mw  =  a?,  on  a 


c.i.^^-Jt\(,         -• 


sin^ama/  \        sin-«m?,a/        |  .   ,        n  —  i 

sin'a/n ce 


(63)  r=' 


(i — /r^x'sin^«ma)(i  —  h^x^sin'^amT.oc) .  . .     i  —  Ii-x'-s'm^ami )a 

qui  ne  diffère  de  la  relation  (58)  que  par  un  facteur  constant  et  par  la  valeur  attri- 
buée â  n. 


Nombre  de  transformations  de  degré  premier  {in  -f- 1). 

()65.  En  désignant  par  9.n-\-  i  un  nombre  premier  impair,  il  Aiut,  pour  appli- 
quer la  méthode  de  transformation,  choisir  une  racine  de  l'équation 

s\nam{-2.n -\- i)a.:=o. 

Cette  équation  est  de  degré  [2n -\-  i)-,  mais  elle  admet  la  solution  sin^z/za  =o 
qu'il  faut  rejeter.  Il  reste  donc 

4  «'  +  4" 

racines.  Mais  à  toutes  ces  racines  ne  correspondent  pas  de  transformations  diffé- 
rentes. Remarquons  en  effet  que,  pour  chaque  valeur  de  a,  l'expression  des  racines 
est  donnée  par  les  formules 

.r,  =  sinamu, 

^.,  =  sin<7m(«  +  a), 


x-i„+i  =  sm«m(w  +  o.na 


Si  donc  on  y  remplace  a  pai'  qc/.,  q  étant  inférieur  à  o.n  -h  r,  les  racines  ne  font 
que  se  permuter,  et  l'on  obtient  la  même  transformation. 

Il  faut  donc  diviser  par  2n  le  nombre  total  des  racines,  ce  qui  donne  en  tout 


2  n  -f-  •?.  rzr  y.  -^  I 


transformations  distinctes.  Et  comme  on  peut  à  chacune,  sans  changer  son  de^ré, 
appliquer  les  six  transformations  du  premier  degré,  le  nombre  de  transformations 
d'ordre  /ji,  p.  étant  premier,  est  G/o.  -f-  6, 
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Influence  de  la  transforniaiion  sur  le  rapport  des  périodes. 

666.  Si  nous  posons 

X  ^=.  •àm am u     (mod,  A), 
y:=?>\wamv     (mod.?.), 

la  formule  générale  de  transformation  équivaut  à 

('  =  £/^   +    C, 

et  la  relation  obtenue  entre  j  et  x  est  telle  (660)  que,  u  augmentant  de  a,  y  reste 
invariable;  sin«m(^ admet  donc  pour  période  sa,  et  il  admet  en  outre,  cela  est  évi- 
dent, le  produit  par  s  de  toute  période  de  û\\amu\  il  est  clair  en  effet  que,  u  aug- 
mentant d'une  période,  x  conserve  la  même  valeur,  et  il  en  est  par  conséquent  de 
même  de  j. 

Toutes  les  périodes  d'un  sinus  d'amplitude  étant  réductibles  à  deux  (597),  nous 
voyons  qu'après  la  transformation  l'une  d'elles  est  multipliée  par  s;  mais  l'autre  m 

est  multipliée  par  ^^^      ^,  puisque  a  est  la  an  4-  i'^"""  partie  d'une  période;  on  peut 

donc  dire  que  le  rapport  de  deux  périodes  a  été  divisé  par  in  -^  \ . 

667.  Le  résultat  précédent  peut  être  généralisé.  Quelle  que  soit  la  relation  algé- 
brique qui  lie  deux  sinus  d'amplitude  correspondant  à  deux  modules  différents, 
le  rapport  des  périodes  relatives  aux  deux  modules  est  commensurable. 

Soient  en  effet  sin«mw(mod.  k)  et  sinam(m«  4- a)  (mod.  k')  les  deux  sinus 
d'amplitude  entre  lesquels  existe  une  relation  algébrique.  Lorsqu'on  donne 
sinamw,  u  peut  avoir  l'une  quelconque  des  valeurs  comprises  dans  les  formules 

2  ',)  —  «  +  4/*!  ''^  +  2  g,  r,/  y/—  I  , 

P>  (!■>  /^i»  «/i  étant  des  nombres  entiers.  La  somme  ma  h-  a  est  donc  de  la  forme 

mu -\- y. -\- ^pinrj> ->!- iqnK,)' \l — i, 

y.  -\-  1  m  0)  —  mu,  H-  4 mp\  ',)  +  2  mq^  ut'  \  —  i . 

Ces  dernières  expressions  doivent  donc  donner  |)Our  leur  sinus  d'amplitude 
(mod./?-'),  etquels  que  soient  les  nombres  entiers/?,  q,  /?,,  ^,,  un  nombre  limité 
de  valeurs  distinctes,  et  il  faut  pour  cela  qu'en  les  représentant  par  des  points  du 
plan,  suivant  la  métbode  adoptée  pour  les  expressions  imaginaires,  les  sommets 
des  parallélogrammes  ainsi  obtenus  se  trouvent  tous  parmi  ceux  des  parallélo- 
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grammes  qui  représentent  les  périodes  relatives  au  module  k' .  Ces  derniers  peu- 
vent d'ailleurs  être  en  plus  grand  nombre,  et  les  parallélogrammes  dont  ils  sont 
les  sonimets,  former  des  parties  aliquotes  des  précéd(3nts,  de  telle  sorte  que 
les.  côtés  qui  représentent  deux  périodes  soient  respectivement  représentés  par 
la  w'^'"^  et  la  n"^'««  partie  de  ceux  de  l'autre,  c'est-à-dire  de  deux  périodes  re- 
latives au  module  k  respectivement  multipliées  par  le  facteur  m;  et  le  rapport  de 
deux  périodes  convenablement  choisies  relatives  au  module  )/  sera  par  consé- 
quent égal  au  rapport  de  deux  périodes  relatives  au  module  \,  multiplié  par  la 

n' 
fraction  commensurable  -• 


1.    Cale.  int.  86 
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CHAPITRE   VII. 

CALCULS   NUMÉRIQUES. 


Calcul  de  la  quantité  q. 

668.  Nous  avons  désigné  (633)  par  la  lettre  q  l'expression  e~^  qui  dépend  seu- 
lement du  rapport  des  périodes,  et  qui  joue  dans  la  théorie  un  rôle  fort  important. 

Nous  donnons  à  la  fin  de  ce  chapitre  la  table  des  valeurs  numériques  de  celte 
quantité  correspondant  à  celles  du  module  k,  représenté  par  sin5. 

Il  est  aisé  d'obtenir,  pour  le  calcul  de  cette  table,  une  formule  extrêmement 
convergente.  L'équation  (636) 

A  /-/-7  0('^  +  w)  " 

(-)  Lr 


OÙ  k'  représente  y/i  —  P,  c'est-à-dire  cos5,  donne  en  y  faisant  x-o,  et  rempla- 
çant la  fonction  0  par  son  développement  (639), 

(  '  j  ■  V  cos  y  — ^ ^ ? — — ^ . 

I  +  2  ^  +  2  ^^  4- 2  ^"  +  2  ^'^  +  .  .  . 

En  effectuant  la  division,  on  trouve 

(2)  \/cos0  =  i  —  4^ -+-8^=— i6^'-»- 32^'— 56^5+96/^«  — '• 

L'ensemble  des  cinq  premiers  termes  peut  être  représenté  par 

/ D        1—2» 

•  1  +  2^ 

On  en  déduit 

,  o  N  I   I  —  v^cos  B 

(3)  ^=      --==-, 

^-  I  +  vcos9 
formule  exacte  aux  termes  près  de  l'ordre  ^^ 
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669.  On  déduit  de  (i)  la  formule  exacte 


y/i -t-lang^^  0  4-^1 - 


.  +  s/^s6  _  V     "^  '""^^  "  -^  V  ""  ""^  ^        I  +  o.g*+  ^r  + 


lang' 


\]cosO  I  ,0  /  ,0         2q-h'2f-h'2q''  +  . 


1/  I  H-  lang' v  '  ~  ^^"8 


d'où  l'on  tire,  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés, 

I  01  017  045  0 

4  //=7lang=-  +  -j.  lang«-  +  ^•^tang'"-  +  -îy^lang"-  +..., 

^^'  '  4  2  10  2  012  "2  2040  2 

et 

,,-,      .  ,  0       .      /       ,*  / 1  .0         i3  0         23  .0 

(5)  loe(/  =  2logiang-  -  log4  +  M  U  tang^  -  +  7^  lang  -  +  381^^"^    2  ■^' 

M  étant  le  module  des  logarithmes  vulgaires.  Si  l'on  pose 

(6)  \og(j  =  2loglang-  4-  9,89794  00  +  «lang^-  -f  /nang'     4-  clang"  -  4-  </tang'*-  4-..  .  , 

on  aura 

logrt  =rz  9,0357243, 

tog  6  =  8,64452, 
log6'  =  8,4i5i8, 
logrf=  8,3,5283 

Lorsque  ô  est  moindre  que  45  degrés,  la  série  (6)  est  très-convergente,  et  pour 
obtenir  sept  décimales  exactes,  il  suffit  d'employer  deux  termes  au  plus. 
Soit  Q  =  10°  23'  46",  on  aura     " 


2  log  lang  -  —  7,9176842  4  loglang  -  =  5,835 

cMog4  =  9,39794  00  log«  =  9,036 

'-      '   '^  4;«:V 


logflf  =  7,3i563  16  6  ,^ 

rt  lang^ -  =  o ,00000  743 

» 

et  les  sept  décimales  sont  exactes. 

T"  Ù         • 

Lorsque  B  approche  de  ~i  tang-  diffère  peu  de  l'unité,  et  la  série  est  peu  con- 
vergente, mais  deux  modules  complémentaires  peuvent  (649)  être  ramenés  l'un  à 
l'autre,  et  si  l'on  nomme  /j  ce  que  devient^,  lorsque  0  se  change  en  son  complè- 
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ment,  on  trouve  aisément 

(7)  -  g  =  e~^,     p=ze"^. 
On  en  conclut 

(8)  log  ^^  j  log  (^'A  =  M'7:'=  1 ,86i52  28349, 
et 

loglogf^j  +  loglogf-W  0,2698683680, 

par  où  l'on  déduira/?  àe  q. 

Soit  par  exemple  5'=  79«36'i4",  on  vient  de  trouver 


donc 

et  on  en  déduit 


log^  =  7,3i563  16, 


log  log  -  =  0,4288421, 


log  log  -  =  9,8410263, 
logy?  =  9,3o653  21. 


Calcul  de  la  période  ca. 

670.  Nous  avons  trouvé  (640) 

(9)  0(0)=  y/^,         . 
et  (641) 

(10)  0>))=®l^^  =  t/^*. 

s/A'        V   îT 

Mais  (6a9) 

(d{x)=zi  —  2^C0S^^ h  27^C0S^  —  —  2</'C0S3  —+...; 

en  déduisant  de  cette  formule  0(o)  et  e(ro),  l'équation  (10)  donne 

w=  -  (i  -+-  2^  +  2y<  +  2^"+.  .  .  )\ 

et,  en  ajoutant  les  équations  (9)  et  (10),  ou  obtient 

(")  •  &)  =  -(  ^^-=  WH- 2^*+  2<^'«4-.  .  .)-. 


2 


I  +  v^/c' 


,#. 
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Pour  ô  =  l\5  degrés,  on  a 

•       logry  =  — I  ,364, 
et  par  conséquent 

10g2.Ç'^=  22,47'j 

et  l'on  peut,  sans  erreur  sensible,  réduire  la  parenthèse  à  deux  termes. 
Soit  0  =  i9«3o',  ona 

log^  =  8,63562  36, 

(0  =3   -  (  I  -t-  2  </  +  2  «*  +  .  .  .  )% 
2  ^ 

1  H-  2(/  =:   I  ,01476624 

log(i  +  2^)  =  o,oo6366o     (Table  II). 

2  l0g(l  4-  2^)=:  0,01273  20 

.log^  =  0,1961 199 


68S 


♦- 


Iog&)=  o, 20885  19 
o  znz  1 , 6 1 5 1 0  I 


La  formule  (11)  conduit  au  même  résultat;  elle  donne 


On  a 


_  7r  /  I  +  v/cos0\   ' 
a  V  2 


logcosô  =  9,97434  66 
Iogv^cos0  =  9,98717  33 
I  4-  \Jcos9  =  1 ,97089  73 


et  par  conséquent 


i±i^  =  0,98544  865 
log&)  =  o,2o885 19. 


Quelques  appLieations . 
671 .  Déterminer  l'aire  du  quadrant  infini  de  la  courbe  représentée  par  l'équation 


# 
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Elle  est  égale  à  l'intégrale 

dx  i 


\Jl-Jt-  X* 

Soient 


?,      ^.-_y9  .  ,      ,       ^-^in^9 


^  =  tang^,      fi^^=  — 


2  51  +  0: 


2  COS''  -  pr>c<  î 

et 


p-_i^=i  r^^^jLr ^  z*^     ^9 

On  a  sin-5  =  ^,  ^  =  45  degrés.  La  formule  (11) 

''>=-(» +  v/côs"<5)~'' (i  +  2g^ +  ...  )2 
donne 

0^  =  1,854075; 

c'est  également  la  longueur  du  quadrant  de  la  circonférence  de  la  lemniscate  dont 
1  équation  est 

,    /C0S2&) 

672.  Soit  l'intégrale 

déjà  calculée  (330)  par  le  moyen  des  fonctions  T. 
Posons 


où  il  faut  prendre  le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur,  suivant  que  co^  est  plus 

grand  ou  plus  petit  que  -• 

2 

On  aura 


'  2'VI  —  2' 
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pour  les  deux  limites  a?  =  o  el  .t  =  r,  on  a  s  =  o,  mais  la  variable  z  varie  de  o  à 
l'unité,  puis  de  l'unité  à  o,  et  elle  est  éaale  à  i ,  pour  x"  =  -• 

Il  faut  donc,  pour  faire  usage  de  la  transformation,  partager  l'intégrale  cherchée 
en  deux  parties,  l'une  correspondant  aux  limites  x  =  o,  x  =  iV  -,  et  l'autre  aux 
limites  x  =  U^,  x  =i  ;  on  aura 


7- 

Jo  "\/{l  —  X'Y  1/2  Jo      y/'l 


dz 


r'    -- J:^—  =  -"^  p     dz 


et 


Soit  maintenant  z^  =  ^-i--^,  dz  =  -  z'ydv.  On  trouve 

dz      _  rfj 


et 


t/o     y/i  —  Z^       Jo      sJy^ 


+  3r'-h  3 


Posons  enfin 


r  =  v^3iang  f, 


2 


ces' 

2 


1  +j2+  iÇ  —  i-f.  2  cosaôtang'-?  +  tang<  ?, 


OÙ  cos25  =  i/?,  5  =  i5«, 

(^i  -H  r'+  -y  j  cos*  ?  =  ces'  ^  +  2  sin  I  CCS'  I  C0S2 0  +  sin^  ?  =  I  _  sin'(?  sin'o. 
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L'intégrale  cherchée  devient 

u  r       de?       __  u  r       de? 

a^sJo     y/i  — sin'i5°sin'cp       ^sj^    vi-sin'i5°si 
et  à  l'aide  de  la  table  des  valeurs  de  w,  on  trouve 

-  log4  =  o ,  20068  67 

0 
e'  y  log3  =9,88071  97 
logco  =  o,2o36i  54 


sin'cp 


lOgM  =  O,28502  18 

u  =  1 ,92762  2 


résultat  déjà  obtenu  (330). 

Cal  en  l  de  l'wtés;ralc  |    -, ^ 


y/i  — A*  sin*ip 
673.  Si  l'on  pose 

r^     d? 

on  a  (636) 


A  am  u=.s/i  —  k^  sin'9  - -  J/f'  -^h — ^  ' 


■nu 


c'est-à-dire,  en  posant  x  =  ^^  =  yr— — ,? 

'  0)  W^  (  03  ) 

A  amu  _  I  4-  2^  0052.2;  -^  25*  cos4^  4-  2g'*cos6^ 


d^)  -_ 

'  Jff'  i  ~  7.q  cos'i.x  —  T.q^cos/^x  —  Q.q^cosbx  +  .  . . 

Posons 

A  am  u  y 

— T,^—  =  col  A, 

nous  aurons 

col>i  —  I  ,,-.        .,  C0S2.a; -t- o'(4cos'2.r  —  3  cosa.^:) -h  .  . 

(i3  .^ =  lang  45°— X   =2Cf  ^\, , -, ^ — 

^     ^         coiX+i  ^  ^        ^  1 -i-^^(4cos'2.r  —  2) 

et  dans  une  première  approximation  très-souvent  suffisante 

lang(45°— >0 

cos2.r=  — "- -' 

2q 
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Après  avoir  ainsi  obtenu  la  valeur  approchée  de  x,  on  calculera  les  termes  mul- 
tipliés par  q^  et  g^  dans  la  formule  (i3j,  et  l'on  obtiendra,  en  la  résolvant  par  rap- 
port à  cos2a7,  une  valeur  aussi  exacte  qu'on  puisse  le  désirer. 

Soit  par  exemple 

k  =  sin  lo",     9  =  25°. 

On  a,  dans  ce  cas, 

•og^  =  7,2818499, 

et,  d'après  la  série  (684)  0(co)  =  1  +  2^+  2^*  +  ...,  on  en  déduit 

log02  (/>))=  o,oo33i  79, 
logA  amu  =.  logy^i  —  sin'io"sin^25°  =  9,99882  74, 

-  log/r'=  -  ]ogcosio"=  9,99667  58, 

,       à.  amu  ^   ^ 

log =.—^  =  0,00210  16 

s/h' 

log  cot^  =  oo2i5 

X  =44"5i'3o" 

45°—  >.  r:.8'  3o" 

logtang(45"—>.)=:  7,39315 

10g2Ç=  7,58288 

logcos2.r  =  9,81027 

2.x  =  49°  45'  20" 

X  =:  24°  52'  40" 

En  portant  cette  valeur  approchée  de  oc  dans  les  termes  négligés  de  l'équa- 
tion (i3),  on  trouve, 

^  =  24"49'57",5i, 
c'est-à-dire 

jc  =  89  397",5i 
donc 

log^'  =  4  j95i32  54 

logi"=  4,68557  49 

logB'iM)  =io,oo33i  79 


log  if  =  g, 64021  82 
u  =  0,4367252 


valeur  dont  les  sept  chiffres  sont  exacts. 

*•    C'tlc,  in  t. 
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674.  Calculons  l'intégrale 


da^ 


Scoscp  +  6cos^9 
Soit  X  —  cos'^,  l'intégrale  deviendra 

r  dx 

En  posant 

_     I  —  y/'3  +  (i  -4-  v3 )  sin 9 


i  +  V^27  4-(i  —  \/ -27)5109 
on  obtiendra 

/- — -  r      ^9        ■ 

"  =  V2  — v'3    (    / ,,   .        ' 

le  module  A;  étant  égal  à  2  —  v/3,  et  les  limites  de  o  étant  ô  et  ->  par  conséquent 

On  a  (641  )  pour  valeur  de  la  première  intégrale 

71 

et  la  seconde  intégrale  se  calculera  comme  dans  l'exemple  précédent.  Voici  le 
détail  du  calcul 

/(  =2  —  ^3  =  0,26794919,   • 
logÂ-  =  logsin  9  =  9,42805  25, 

0  =  i5"32' 32",i66. 

On  en  déduit 

q  =  7,668o5o4, 
0  (oj)  =  1 ,00931  280, 
log0(w)  =  o,oo4o2  58. 
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Pour  obtenir  la  valeur  de  x,  en  adoptant  les  notations  de  (673), 

logA  amu  z=z  (^,99887  77 
-Iogcos0==  9,99191  07 


log  coiX  =  0,0069670 

A  =  44"  3?.'  25",6o6 
45°-^  A=:27'34",394 
45''-X  =  i654",394 
logi654, 394  =  3,2186390 

logi''=4,68557  49(*) 

^  c*  log  cos  (45°  —  X)  =  o , 00000  93 

logtang(45''—  X)=:  7,90422  32 
log2^  =  7 ,96908  04 

log  005  2  07  =  9,93514  28 

2x=  3o"  32'  25", 06 
x=:  i5"  i6'  1 1",53,  valeur  approchée  de  x. 

En  la  portant  dans  l'équation  (i3),  on  obtient  la  valeur  exacte  de  x, 

X  =  55952",  166 
-  =  324000" 

^-^  =  268o47",834 

log268o47,834  =  5,42821  28 
logi"=  4,68557  49 

-  log  sin  0  =:  9 , 7 1 402  62 

logt)^(«)  =  0,00802  58 

\o%u  =  9,83583  97 
u  =  o,  68523  52 


(*)  Lorsqu'on  cherche  le  logarithme  du  sinus  ou  de  la  tangente  d'un  angle  moindre  que  2"  45',  on  peut 
de  préférence  aux  Tables  trigunométriques  employer  les  formules  suivantes  : 

logsin<ï)==      log!p"-+-<'/— ^  c'iogcos?,         «  =  logi"=  4,G8557  49, 
log  tangy  =       log'^"  -\-(t+^^e  log  cos  cp,         />»  =  c'  /■?  =  5 , 3 1 442  5  r . 


logcot^  -^  —  log^"-t-  h  —  -  c'  log  cos^. 
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675.  Cherchons  encore  l'intégrale 


en  supposant  k  =  sin44''- 
On  a  dans  ce  cas 


log^  =  8,6i368  4o 

Q((^)=z  1 ,08217  5o3 
log0=(co)  =  0,06859  56; 
logA  =  log  v^i  —  sin^44"  sin'6o°  =  9,9o?.44  o' 

-  log/r'=  :^  log  005  44°:=  9,92846  70 


log  coi>.  =  9,9739731 

1=     46"42' 56",946 

L'angle  2x  est  donc  dans  ce  cas  plus  grand  que  90";  on  a 

•   X-45''=6i76",946 

log6i76,946r=  3,79077  38 
log  i"  =  4,68557  49 

^c*Iogcos(>. —  ^5")  =  o^oooi^cfC) 

log lang (>.  — 45'')  =  8,47647  86 
Iog2^  =8,91471  4o 

log  cos  2  a:  =  9,5617646 

2^  =:  I  I  1°  22'  49" 

.x=   55°  4 1'  24",5o 

En  substituant  cette  valeur  dans  les  ternies  négligés  de  l'équation  ([3j,  on  ob- 
tient la  valeur  exacte 

.r=55°4i' 24%4i, 
c'est-à-dire 

.  X  =  200484", 4' 

log  200484, 4  '  =  5  j  3o2o8  06 
log i"=  4,68557  49 
log^  =  9,98765  55 

l0g©^(0))=:  0,06859  57 

log  a  =  o, 056^5  12 
u=  1,1382855 
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676.  Pour  donner  un  exemple  de  hi  solution  du  proJDlèmc  inverse,  soient 

w  =  1,368  407,     (5  =  38°. 

Cherchons  la  valeur  de  l'amplitude  définie  par  l'équation 

Jo    Vi  —  sin'38''sin'9 
Nous  avons (673) 

Il  :=  x &'' ( oi)     et     \aniu  =  J/f'~~ — f, 

on  en  déduit 

log^  =  8, 47341  87  log9,(^)  =  9,97983  68 

log0^(w)  =  0,0501955  log0(^)  =  0,0192687 

logw  =  o,i362i  53  •  ,.  ^^„ 
9 ,  9oo56  8 1 

log^=  0,08601  98  log\//r' =9,9483.661 

:r  =  69"5o'  46", 12  logArt/?z«  =  9,90883 42 

Mais 

A^«mM  =  I  —  /r'sin^tp. 

On  en  déduit,  d'après  la  valeur  trouvée  pour  A, 

/,  =  sin'9  =  i- A% 


et  en  posant  A  =  sinX, 
Or 


/r  sincp  =:  cos),. 

log  sinX  =  9,90883  42 

IogcosÀ  =  9,7675483 
log/r  =  9,78934  20 

log  sin9  =  9,9782063 

Cp  =:  72° 


Evaluation  de  l' intci^ialc  1    do  y  1  —  A-^sin^'ç). 

677.  Nous  avons  trouvé  (644),  en  posant  9  =  amu, 

Jdc^\J i  —  k' sin^9  =  m  —  /i^  /     sinV/m  11  du 
0  «/o 
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et 


dx  siXi^anix  :=  -^  x 


(«4)  j^  ........  c.,»^  _^,,..  Q^^^      h^  {d[x 

Par  conséquent 

r?  ,  -, ,^—. —  0"(o)      0'(m) 

Jo       '  ^  '  0(o)         0(«) 

On  a  (639) 

r.u                    o.T.ii           „        Stt?/ 
0(i<)  =  i  —  ar/cos 1-  'î.f/'cos 29'cos h  .  .  .  , 


.     37:?/ 
sin 

0) 


r.'^   /^           r.u       ^      ,         ■2.7111  ^         ^T.u 

0"(m)=7—   8acos 3o^<cos^ h  729^ cos  -— 

0"{o)_2^'       7  —  4^'+  99"—  i6(y"'+.    ■ 

0(O)    ~  "w^    ^      I--2Ç  +  2g^—  9.<jf^+.  . . 

ITll  17ZU  ,       3  TT  M 

4,,  sin_  —8^^  sin hi^ç-'sin h... 


•    ^  ,_2ocos hao^cos 2tf''cos h..- 

Cette  dernière  formule  peut  être  remplacée  par  une  autre   plus  simple.  On 
a  (639) 

0(«)  =  c(i-2^cos^"  +  qA{\-q'QOS  -~  +  q'y  •  •  > 

et  par  conséquent 

.-29  ces  ^+9'       i_2g3cos^!i^  +  9« 


Mais  on  a 


^^}^ —  q  sin  a  4-  o'  sin  2  a  +  ^'  sin  3  a  + . .    , 

—  2^  ces  a  -\-  q"^  . 


et  l'on  en  déduit  aisément 


.      TIU  ,     ^.      0.7:11  /„,„:_  371  ?f 


^^.      ,  /4asin—       4ç'sin--       49'sin 

0  (M  )  _     77  «     _^ 0^     ,     . 


{à[u)        2  0)  \     I  — ry-  i  —  q*  •  — ^ 


LIVRE  TROISIÈME.  -  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 
En  désignant  cette  valeur  par  Z,  nous  aurons 


G95 


e(o) 


('?      — 

I      dcf  \ji  — 

Jo 

Pour  9  =:-?;<  =  w  et  Z  =  o,  l'intégrale  devient  donc 

0"(o) 
r,)  —  W 

c'est-à-dire 


0>[ 


i5j 


I  —  /l'^sin'cp  =  c) 


&7  'eô^i 


et  comme  (641),  (642; 


:'6) 


/^2 ^ 


0)=  -  0-"(o)), 
2 


47r 


Nous  désignerons  cette  intégrale  complète  par  'Ç. 


q—  ^q'-]-  Ç)q'—  167'*+    .  .). 


Quant  à  l'intégrale  /    ch\/]  —  k"^ 


mais 


z  =  u  —  u 


ç  =  0)  —  oj 


sin-9,  nous  avons,  en  la  désignant  par  z, 
e^fo; 


0(0) 

0"(o) 
0(o) 


H-Z, 


et  par  conséquent 

(17) 


Z  — h  z, 


ou 


18 


i,  qs\n —        7^sin o^sm 

ac        27:^  &)  '  co  ^  ç.) 

2  = h \ :,-  H . i „ h 

0)  M   \   i  —  q-  I  —  (j^»  I  —  q^ 


et  ^,  w,  w,  Ç  et  B(o)  se  calculeront  comme  il  a  été  dit. 

1.  On  demande  'Ç  =  j    d<f\ji  —  ^^^sin-'fp  pour  /■  =  sin  19". 

J  o 


678, 
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La  formule  (i6)  donne,  en  remarquant  que  0(o)  =  v^'0(w)  [641 J, 

(■9)  ^  =  "-è-Sw"-''^'"«^*---'- 

On  a  d'ailleurs 


log^  =  7,84523  825i  log -  =  0,19611  988 

log0(&3)  =  0,006089893       log0'(&))=  0,01207978 


logoj  =  0,20819966 
w=  1 ,6i5io  09 


log4^'=4,i3777, 
4^^=0,000001373, 
log(i  —  ^(f)  =  —  M  X  0,00000 1873  =  —  0,00000  0596; 

M  étant  le  module  des  logarithmes  vulgaires.  On  a  donc,  en  désignant  par/?  le 
second  terme  de  (17), 

log47:  =^      1,0992099  co  :=  1 ,6i5ioo9 

logf/=      7,84523  83  />=  0,08679  46 

cMog0'(M)=:     9,9818803  i;  =  i, 52830  63 

-c'logcos6=     o,oi2i65o  logi::;  =  O5O1821  o4 

2 

log(i_  4^3)  =-0,00000 06  exacts  au  dernier  chiffre. 


log/j  =     8,9384929 

p  :=         0,0867946 


679.  Évaluer  l'intégrale  :i  =  i    dfip  y/i  —  i^^  sinip-  pour  ô  =  19°  et  9  =  27". 
La  formule  (17J  donne 


En  posant  comme  (673) 


Z  = H-  Z. 
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r.u  -,        A  am  u 

X  =  —     et     col/  = 


s/h' 
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la  valeur  approchée  de  oc  se  déterminera  au  moyen  de  l'équation 

2(/ cos2,r  =  lang(45"— >i), 
on  trouve 

"îx  =:  52"  4^'  4^'  ; 

en  remplaçant  dans  l'équation  (i3j  a;  par  la  valeur  que  nous  venons  de  trouver, 
on  obtient 

logcos2.x-  =:  9,7822882  log9489i  >96=^  4»977^'^  94 

2:r  =  52"43'    3",  91  logi"=:4>68557  49 


et  X  =:  26^21'  Si",  (.)6  log.z'  =  9,6628043 

=  94891", 96  logÇ  =  0,01842  104     (678, 


cMog-  =9,8o388oi 


2  X  ^ 
log =■  q  ,65089  48 

T. 
=0,4476049 


Il  reste  à  trouver  la  valeur  de 

„ 4      /</sin2^'        q^sxn^x       q^s'iw^x 


0^(  0)  )  \  I  —  q-  I  —  q'>  I  —  q*^ 

Les  logarithmes  des  dénominateurs  des  fractions  entre  parenthèses  sont  négli- 
geables à  l'exception  du  premier  qui  est  log(i  —  q^ )  =  —  0,00002  i3; 

log7=  7,84523  83  logy^=  5,69048 

logsin2.r  =  9,9007282  logsin4^  =  9,984o5 


CM0g(l-7'): 

—  0,00002  1 

:3 

;8 

5,67453 

7,74598' 

0,00004  7264 

0,00557  ' 

1702 

log  7': 

=  3 , 5357 1 

log7'  = 

=  i,38i 

logsin6.r  : 

=  9,57069 

log  sin8;c  : 

=  9,710 

3,  io()4o 

1,091 

0,0*1278 

0,0*124 

.    Cale.  int. 
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La  valeur  de  la  série  entre  parenthèses  est  donc 

o, 00557  '7^*^ 

4  7264 

128 


o,oo56i  9093 


log o , oo56 1 . . .  .  =  7  ,  74966  63 

10g4  =  o  ,60206  CD 

c^  log0^(oo)=  9,9879202 


logZ  =  8,33964  65 

Z  =  0,0218598 

2.3?  i! 

-— ^  =0,4476049 


z  =  0,46946  47  valeur  exacte  au  dernier  chiffre. 

680.  Rectification  de  T ellipse.  —  Etant  donnés  les  demi-axes  de  l'ellipse  a=  4i"', 
b  =  40^",  déterminer  la  longueur  du  quadrant  de  l'ellipse  et  l'arc  correspondant  à 
l'amplitude  (p  =  i5°. 

Nous  avons  trouvé  (394)  que  l'arc  de  l'ellipse  est  égal  -à  a  j    d(p\Ji  —  Psin-©, 

Jo 

et  comme  a  =  4 1 .  ^  =  4o,  on  a 

/f  =:  sinô  =  ^1 
4i 

donc 

log^  =  7,48947  1539 
log0(  w)  1=  1 ,00617  3075 
'  loge.)  =  0,02146526 

«  rz:   I  ,5902495 

Pour  trouver  la  valeur  de  Ç  r=  oj  —  ^^(1+  ^q -+-  4^=^  4^3h- 6^'-i-...),  on  a 

I  +  2^  +  4'/'  +  . .  •=  1 ,00621  i3o 
log(i  -h  9.q  -h.  .  ■)  =0,0026891 
î;  =  1,55 169  94 


donc 
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^'  /     d(^sji  —  k' sin^co  =  63'",6ic 


968 


longueur  du  quadrant  de  l'ellipse. 
Pour  déterminer  l'arc  07,  posons  (673 


v/T^=^ 


V'A-' 


(1  ou 


sin-'cp  ,  , 

=  col/     el     cos?..r  =  —  tang(45"— X), 
2.q 


I  og  CCS  2  X  =  9 ,  93906  04 

2.37  =  29°  38' 52'',  58 
log.r  =9,41284  192 

'og---  =  log?^  =9,4 1818730 


Enfin,  pour  évaluer  :;,  nous  avons  (695 


4-Z, 


on  trouve 


Qu 


o ,  25558 1 6  ; 


le  calcul  de  la  série  qui  représente  Z  donne 

Z  =  0,006065088, 
donc 

d(^  sj'i  —  /r^sin^Q  =  0,2616467, 
et  " 

■  .  «2  =  10'",  727514, 

lofigueur  de  l'arc  répondant  à  l'amplitude  ,5",  compris  entre  l'extrémité  du  petit 
axe  et  le  point  dont  l'ordonnée  est  /|o  cos  1 5". 

681.  llectificalion  de  l'hyperbole.  -  Soit  le  demi-axe  transverse  ^  =  9™,  son 

conjugue  Z.  =  40-,   déterminer  l'arc  de  l'hyperbole  correspondant  à  lamplitude 

o  =  i5". 


Soit  c  =  v/«'+  6%  distance  du  centre  au  foyer,  et  k  =  sinÔ  =  ^  son  excentri- 
cité,  nous  avons  trouvé  pour  valeur  de  l'arc  (368 

.=iY^____^___. 

^'  Jo    ces' 9  \l I  —  /,' sin"''9 

88. 
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On  a  identiquement  en  désignant  Vi  —  ^^sin-®  par  A  et  1    ^^    /    f/^Aparwets, 


J^    cos'^cpA 
donc 


?      d(f      /( '^ M  +  tang  tp  A  —  z 


b'ii  . 

s  = h  c  lango  ai  —  cz; 

c 

et  comme  le  module  et  l'amplitude  sont  les  mêmes  que  dans  l'exemple  précédent, 

on  a 

loglangcp=:  9,42805  25 

log7/  =  9, 4181873  logA  1=9,99929 80  logz  =  9,4i77' ^2 

log— =^  1,5913361  logr?=  1,6127839  loge  =  1,6127839 


•      log—  =  1,0095234  i,o4oi344  logc's=:  i,o3o499i 

— ^  =  io'",22i7o6      ciango  Ao  =  io"%968  177  cz=  io'^,7275i4 

et  par  suite 

s  =  10"',  4^2  369, 

longueur  de  l'arc  de  l'hyperbole. 

682.  Calculer  la  surface  de  l'ellipsoïde  a  trois  axes  :  --  h-  -^  +  -  =  i . 

En  désignant  par  S  la  surface  totale  de  l'ellipsoïde,  nous  avons  déjà  trouvé  (406) 

smOdO 


-xà'b^c^T. 


L     (a' 


4     (a'cos^0  +  ^'sin=9)*(a-cos'^H-c=sin^0)'-' 
C^.  sine  de 

-h     j T î' 

J^     {a'cos'e-t-b'sin'eVia'cos'e  +  c'sin'ey  . 

il  ne  s'agit  plus  que  de  ramener  ces  deux  intégrales  aux  fonctions  elliptiques. 
Soient 

/         ^2 a'  \ 

(a'cos^0  +  6^sin^e)  =  b'{i ^^ —  cos^0J  =  6^(1  —  sin'^JCOs^Gj, 

et 

(a^cos'Ô  +  c''sin^6)  =  cM  I ~ —  cos'(5j  =  f;^(i  —  sin^©  cos^O), 
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on  aura  donc 

cos4/  =  ^. 

et 

cos9=-»     6'>6>><7; 
^        c 

et  soient  ^^^ 

sin9  cosO  =  sinX,     et    sin^];  cos9  = /i  sinX, 

on  a 

i_  sin'9COS=G=cos^X,     i— sin'^^  cos'0  =  i— /i'sin^X  =  (A)',     —  sinoiinôr/^  =coslcll, 

et       - 

sin'^" I  —  cos*4' c-h^  —  à^ 

sin'cp        I  —  cos^9        b^  c-  —  «'^ 


b'  &—d' 

Les  limites  de  X,  correspondant  \\Q  =  o,0  =  --,  sont-  et  ç,  donc 
Sôcsino       ,,  r?cosXc?X        ,  f^cosXrfX 


ou 


r~  ~     Jo    cos'XA       ^  Jo    cosXA' 


S6çsjn9_,.  r?     û?cp        .^=r''^- 
or,  en  désignant  /    ^-~  par  ii,  et  I    ^/^  A  par  z,  on  trouve  aisément 

Jq    a  ces' 9       A  ^ 

et 

J"*^^?  _   ^    /        /i'sin9COS9\ 


donc 


Sbcsmmt"       ,.,,  .  ,,.  n   ,     W  A''sm9COS9\ 

^ —  =  6^  A  tango  -+-  /»•  'u  —  z)  +  c-{z 1 ^ 

-iWTl  \  ■^  / 

c'/r'sin9  C0S9 


=  z{c'—b')-\-  b'Ii"n  +  6'Atang9 


-^• 


702 

Mais 
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et 


i,A.  6'Vr- sin o  cos ca       ,,,,,,  ,  lane© 


donc 


ou 


^^iJ!l^9  s  ^  b^f/^-i^n^oUc  +  //-7,'^'2  +  abk'^ 


la-i: 


tangç), 


et 


Soit 


on  a 


a       I 
ces©  =  -  =  -, 
c       3 


S  a 

r—  =:  ?<  tango  +  Z  col©  +  T5 

s  =  2^27:  +  2flftTr(Mlangcp  +  z  col 9' 
«  =  i,     A  =  2,     c  =  3, 


cos'9  =  -,       tang'9  =  8,       lang9  =  v"8»     9  =  70"  3i'43",6i, 
9 


/r-' 


6'^  6'  —  a" 


b'  c'  —  «' 


02 


3^'      ''"'^  =  3^'      0  =  66"  4^53",  77. 


Nous  donnons  plus  loin  (685)  le  détail  du  calcul,  déduit  de  l'emploi  de  l'échelle 
des  modules. 

Emploi  de  V échelle  des  modules. 

683.  Lorsque  le  module  d'une  intégrale  elliptique  diffère  peu  de  l'unité,  les 
séries  employées  dans  les  calculs  précédents  sont  peu  convergentes,  et  il  est  avan- 
tageux de  recourir  à  la  transformation  des  modules  exposée  au  Chapitre  YI.  . 

Si  l'on  pose 

/^  Jo    VI  — /<^'sin'9  Jo     v^i  — /i^sin=9 

/         2\//r, 

ff  =  —~r  '     lang(  9,  —  9  )  =  h'  lango, 


on  aura  (654) 


I  +  /»•, 

2 


2  \/k 


-,   Uy- 


En  répétant  un  nombre  quelconque  de  fois  la  même  transformation,  on  obtient 
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la  formule 


sin^ 


^    et  comme  A;,  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente,  on  peut  écrire 


if  =  — 


2"  V  h'  ' 


En  désignant  par  ^  la  valeur  limite  de  ^,  on  aura 


Lorsque  cp  est  égal  à  ^,  ^  est  lui-même  égal  à  ^,  et  l'on  a  par  conséquent 


V.     Ih\h\k\... 


2 


68i.  Considérons  l'intégrale  plus  générale 

P=  r%4-Bsin'9)  "^^ 


V^i  —  /»'sin'9 
Si,  après  avoir  posé  k  =  sin^,  nous  taisons  comme  (654) 

/*■,  =  lang^  - , 

2 

iang;i];  —  cp)  =  cosO  iang(p, 
cette  deinière  équation  étant  équivalente  h 

sin  (  2  cp —  (];)  =  /,•,  sintj/, 
on  en  déduira 

^9 I  ~h  lu  d^ 

sji-k's\n'~^  ~      ->■      y/i-Zr^sin^  ' 

et 

2  sin-9  =  I  4-  /,-,  siii-'ij;  —  cosJ;  y/i  — /«'sin'iL . 
Par  conséquent  ^ 

^    A)  V^i  — A-îsin»^;  2       2^' 

ou  A,  =  A  +  -,  et  B,  =  -— '.  L'intégrale  P  est  ainsi  ramenée  à  une  autre  de 


éW 
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même  l'orme.  En  désignant  cette  intégrale  nouvelle  par  P,,  on  a 

P:^  "^I^P, -^Bsin^"), 

et,  en  répétant  la  même  transformation,  on  aura 

P,:=l±.^^^P,_lB.sin^,), 

,  ■    ,    . •        j 

P„  =  "-^  (P,,-.,  -  ^  B„_>  sin  ^„_,) . 
On  en  déduit 

1  +  If,)  (i  -+-  /g)        (i+  /'») 


P=p« 

-ir-Bsina;(i4-/r,)  +  -,B,sin^,(H-/r,)(i  +  /r.)+;J^sini];,(i  +  /r,)(H-/G)(i  +  /r3)+-.. 

+  —  B„_,sin4^„_,(i  +  /i-,)(n-  /rO-  •  -(i  +  /''»)   • 
2"  .  J 

Cherchons  maintenant  la  valeur  limite  de  P„,  lorsque  n  croît  indéfiniment.  Nous 
avons 

B,  =  -B/r„ 

2 

B,  =  -  B,  /f,, 
2 

, 

B„  =  -  B„_,  /r„. 
2 

Or  k„  tend  vers  zéro  (653),  donc  B„  lui-même  devient  nul  à  la  limite.  De  plus 

A,=:AH--B, 
2 

A,=  A, +  -B,  =  A+  '  (B  +  B,;, 
2  2 

A3=:A,+ --B,  =  A+  -^  (B  +  B,  +  B.), 


A„=  A  +  -(B  +  B, +...4-B»-.). 


On  en  conclut 

B  /         k,       h\  Il       k,  ki ki 

A„  =  A  H H h 


1  "  2 
2  \         2  0.' 
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par  conséquent, 

^  r„  =  /        A„  don  =  A„  9„..,. 

Le  premier  terme  de  la  valeur  de  P  devient  donc 

u  désignant  comme  précédemment  la  valeur  de  l'intégrale 

r d<? 

Jo    y/i  — A^^sin'9 
Ou  peut  donc  écrire 

Mais 

,  _   2  v//r,         1  +  //•,        v^'/r, 

I  -h  kl  2  /f 

et  en  remplaçant  B,,  B^,...,  B„  par  leurs  valeurs,  on  aura 

V  =  A„u~-j  U/i\  sin  ^  +  ^  s/fûTt  sin  ij;,  +  -\  ^TfJfTFi  sin  ^^^  4- .  •  •  )  • 

Soient  A  =  I ,  B  =  — ^^  On  aura 

P  =  /     f/^  y/i  —  /r'sin^cp, 

t/o 

et 

»  /'^   /  /'l  /l'i    /l  2  /l'i   /l'2  /l'l  \  '  . 

2    \  "2  2'  2-^  •         / 

^  / 

par  conséquent, 

( 20 )  J     ^9  v'i-  /i'sh^  =  A„  /<  +  ^  /  v^^,  sin  .];  +  ^  ^/K/7, sinij^,  -f-  ^  v^7.TZT7^ sin ^/^  + . . .  V 

Soient  9  —  -,  tj/  =  rr,  i|/,  =  271,  (j;^  =  ^n.  On  aura 


=  I     d'^sli—  /,'  si  n'  <p  =  x\„  w, 

t/o 


I.    C<//r.  /, 


/«/, 


89 
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et  par  conséquent,  représentant  par  Z  le  second  terme  de  (20), 


r^  -  UK  r, 

j     r/(^y^i  — /r'sin'9  ==  "^  +  ^> 


qui  est  semblable  à  la  formule  (17),  (677). 
685.  Soient  ^  =  89°  et  (p  —  85°.  On  aura 


donc 


l08^'"  =9»99993  4  log/i' ^  8,24186 

log/r,  =  9,98484  log/r',  ::^  9,4i444 

log/r,  =  9,76916  logÂ'.^  9,90799 

log/fj  =  9,02340  Iog/f',  =  9,99757 

log/r«  =  7,44716  log//,  =  0 
log/ù  =  4,29227 

1  og/i',  Ii\  k\  =  9 ,  32000 
log/r' =8,24186 


loge'(w)=  1,07814 

lOg0'(&3j=:  0,53907 

log  -  =  0,19612 
logco  =  0,73519 

«  =  5,4349 


:  I     d(^s/i  —  k^ sin^9  =  m —  (  n —  /'i  +  7  kt  /r^  +  •  •  •  ) 

-/,■,  =  0,4^285  logM  =  0,73519 

^  log /ir'=  9^99987 

-/r,/r,  =  0,14189  cMog2=  9,69897 

I.    ,    .  log(i+-/.-,H )=:o, 21278 

- /f, /f 2/1 3  =  0,00749  "=  \        2               / 

/f  I  /i  5  /i"3  /<  4  =  o ,  0000 1  log  — ' =  o ,  6468 1 


ib 


.  '/,'//  ro      /  ^'-!(i+i /,-,+...)  =  4, 43415 

donc        iH —  «1  H-  7  /)•,  /io  H-  .  .  .  =  1 ,63224  2    \        2  / 

0)  :=  5,43490 

log(i-i-^/r,  +  ...)  =  o,2.278  ,^^,,00075 


dont; 


et 
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En  désignant  par  rp,  ©,,  9.,  ÇP3,...  les  amplitudes  successives,  on  a 

9  =  85° 

-|^=48°  4', 22 

^=5.0,8',  ,9 

^=5l°42',22 

-^■=51  "41 ',66 
16 

1^=51041', 66 

X  =  5i°^i, 66 
=  'Sioi', 66 
logSioi, 66  =  3,49159 
logi'  =  6, 46373 

lOg^  =:  9,95532 

l0gt)'(u)=:  0,53907 

t,  ^  — • 

"^  10gM  =  0.49439 

/^  =  3,12170 

Enfin  pour  avoir  la  valeur  de  l'intégrale  z  =  —  4-  Z,  on  a  d'abord 

lOgÇ  =:=  0,00032  5 

]ogu  =  0,49439 
cMogoj  =  9,26481 

log  - —  =  9,75952  5 

^^—  =  0,57481 

Z  =  -  (sin  cp.v'/r,  +  -  sin9jv^7r,  Aj  +  j  sin  cp,  v^/r, /rjr.,  H ] 

sincp.v'^,  =  +  0,97679  Iog/r  =  9,99993 

^  sin  9.  v/ÂT/g  =  -0,1 8408  cMog  2  =  9 ,  69897 

,  log  0,84353  =  9,9261 1 

y  sin  93  ^/f ,  /fj  ki  =  4-  o  ,04927  

^  log  Z  =  9,62501 

y  sin9<v//r, /rjfs/r^  =  +  o,ooi55        donc  2  =  0,42171 


0,84353 


89. 
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et 

2  —  0,57481  +  0,42.171' 

OU 

z  =  0,9965?.  valeur  de  l'intégrale. 

686.  Nous  avons  trouvé  (682),  en  donnant  à  u  et  à  z  la  signification  adoptée 
(673)  et  (679),  pour  l'expression  de  la  surface  de  l'ellipsoïde  dont  les  axes  sont  i , 
2  et  3, 

Pour  trouver  l'échelle  des  modules  décroissants,  on  a  la  formule  (683) 
008  0,  =  //,  =  ;^-^'     sin0.  =  /r,  =  y^^p^. 


mais 


donc 


/r'  =  cos6=:y/|-,  /r  =  sinô  =  y/|^, 


log/f'  =  9,596910013008056  log/r  =  9,963106892919541 

log/f',  =  9,95482  21678  27620  log/r,  =  9,636888ii7i583o3 

log/f',=  9,99941  28071  54889  log/r2  =  8,71571  9689470802 

log/f'3=:  9,9999999007  59903  log/r3  =  6,8299663819  786 

log/r',=  9,999999999999997  log /m  -=  3,05787  2871869 

\o^k\=o  log/f5  =  5,5i368  57524  — 20 

La  formule  qui  donne  les  amplitudes  successives  équivaut  à 


lango 
langcp.=(i+/r)^_/,„^^^g,^-, 


on  a 


donc 


tang9=V«'  6^  ^^"^ 


=v1 


loglang9  =0,451544993495972  log sin 9  =i:  9, 97442  37387  76309 

loglang9,  =  0,2612963664  63i3i  Iogsincp,  =  9,9429953i4o67846 

log  tang9,  =  o, 23885  4248592412  log  sincp^  =  9,93760  39997  91  io5 

logtangcp3  =  0,23856  06769  79880-  log 511193  =  9,93753  o644i 

log  tang94  =  0,238560627359833  log  sin9,  =  9,9375306317 

log  langcps--^  0,2385606273  59831  log sln 95  =9^93753063 17 
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Ces  logarithmes  étant  connus,  on  obtient  d'abord  la  valeur  de  o)  : 


TT     /lf\k\k',. . . 
log- =:  0,1961 1  98770  3oi 53 

lOg  i  /  -^—rj-^  =0,1  7866  243 1  3  67  I  77 

logo)  =  0,37478  23/)83  97330 

c,)  =  2,37018  53442  96106 

L'angle  limite  ,t  est  égal  à  -^]  (684);  mais  le  logarithme  de  tangç^  est  précisé- 
ment la  moitié  du  logarithme  de  3;  donc  * 

tang<?5  — v3,     95  =  1920"     et     — ^  — ^r=6o"=  :^, 


par  conséquent. 


M  r=:  -—'-  =  I  ,  58o  I  2  35628  6407  I , 


L'intégrale  Ç  étant  égale  (684)  à 

Oik^  /  I    7  ï    7      ;  \ 

2   \       2         4  y 

on  a 

c)  =r  2,3701853442  96106 
le  second  terme  est  égal  à  i ,  22223  68607  9965 1 

donc  ^  =  1,147948483496455 

Enfin,  pour  avoir  la  valeur  de  :;  =  ^Ç  4-  Z,  on  trouve 

2 


-  Ç  =  o ,  76529  89889  97637  _^^ 


d'où  2  =:  r  ,0010009187  16196 
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On  a  donc 

V^2  =  1,414213562373095 

11=  1,580123562864071 

8z  =  8,00800  73497  "29563 


et 


y/2  +  M  +  8Z  r=  I  I  ,00234  44749^6729 

log  (^2  +  H  -j-  8z)=i  ,o4i48 52382 53739 3 

log7r  =  0,497 1498726  94 1339 

logy/a  =  0,  i5o5i  49978319906 

logS  =  1 ,6891501087  79863  8 

8=48,88212854757065      exact  à  16  chiffres. 


FIN  DE  LA  PREMIÈRE  SECTION  DU  CALCUL  INTÉGRAL. 


TABLES  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


TABLE    I 

Contenant  les  logarithmes  de  la  fonction  q  pour  les  valeurs  de  l'angle  0,  dont  le  sinus  représente  le 
module,  de  cinq  en  cinq  minutes  de  degré,  depuis  o"  jusqu'à  90°. 


TABLE   II 

Contenant  pour  toutes  les  valeurs  de  l'angle  0  de  demi-degré  en  demi-degré,  depuis  0°  jusqu'à  90°  : 
1°  Les  logarithmes  de  la  fonction  (-)(w)  =:=  i  -h  ay  +  •2</*-f-  i.(f-^. . .  ; 


2°  Les  logarithmes  de  log  (  - 
\'l 

3°  Les  logarithmes  de  l'intégrale  w  =  /     — =  ^ 


Psm' 


4°  Les  logarithmes  de  l'intégrale  K  —  f    df\/i  —  /-^sii 

Jo 


TABLE   III 

Contenant  la  valeur  de  l'intégrale  n  —  /     -  - — — correspondant  à  diverses  valeurs  de  l'ampli 

Jo    VI  —  /-'sin'» 
tude  o  et  de  l'angle  6. 

Pour  0  =  o,  on  obtient  la  fonction  u  ~  arc<5>;  pour  0  =  90°,  on  au  —  logtang  (45''-f-  -  )  • 


TABLE    IV 

Contenant  la  valeur  de  l'intégrale  z=  f    dtf  \/ 1  —  A"  sm' (^  correspondant  à  diverses  valeurs  de  lam- 

plitude  <f  et  de  l'angle  0. 

Pour  0  =  o,  on  a  z  =  arcf  ;  pour  0  =  90",  on  a  s  —  sin(p. 
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DEUXIÈME  PARTIE.  —  CALCUL  INTÉGRAL. 
I.  —   Table  des  logarithmes  de  q. 


0 

log^. 

0' 

5' 

10' 

15' 

20' 

25' 

30' 

35' 

40' 

45' 

50' 

55' 

0 

—  ce 

3,12127 

3,72333 

4,07552 

4,325.89 

4,51922 

4,67758 

4,81148 

4,92-46 

5,02977 

5,12129 

5, 20408 

1 

.5,27966 

5,34918 

5,41 356 

5,47349 

5,52955 

5,58221 

5,63187 

5,67888 

5,72889 

76578 

80619 

84481 

0 

88178 

91725 

95i32 

984 II 

6,01571 

6,04620 

6,07565 

6, io4i4 

6,18178 

6, 15847 

6,18441 

6,20960 

3 

6, 23 '',08 

6,25789 

6,28106 

6,3o363 

32564 

34710 

86804 

38849 

40847 

42801 

447 II 

46581 

4 

484  II 

5o2o3 

5 1960 

5368i 

55369 

57025 

5865 1 

,  6o2',6 

6i8i3 

63352 

6 '1864 

6635i 

5 

67813 

69200 

70664 

72o56 

7.3426 

74775 

76108 

774 II 

78700 

79970 

81222 

82456 

6 

88673 

84874 

86o58 

87226 

88879 

89516 

90689 

91748 

92843 

93925 

94993 

96049 

7 

97091 

98122 

99140 

7,00147 

7,01148 

7,05127 

7,o3ioo 

7,o'(o63 

7,o5oi5 

7,-05957 

7,06888 

7,07811 

8 

7,08723 

7,09626 

7,io52o 

ii4o5 

12281 

I8I48 

1^007 

i4858 

15700 

:6584 

I786I 

i8i8o 

9 

18991 

19795 

20092 

2i38i 

22164 

22989 

28708 

24470 

25226 

25975 

26718 

27454 

10 

28185 

28910 

29628 

3o34i 

3io48 

81750 

32446 

38i86 

33821 

34501 

35176 

35846 

11 

365io 

37170 

37825 

38',75 

89120 

89760 

40896 

41028 

4i655 

42277 

42896 

43510 

12 

41  "9 

44/25 

45326 

45924 

46517 

47107 

47693 

48274 

48852 

49427 

49997 

5o564 

13 

51128 

5i688 

52244 

52797 

53346 

53898 

54486 

54975 

555ii 

56045 

56575 

57101 

14 

57635 

58i46 

58664 

59178 

59690 

60199 

60705 

61208 

61709 

62206 

62701 

63194 

15 

63683 

64170 

64654 

65i36 

656 1 5 

66091 

66566 

67087 

67506 

67973 

68437 

68899 

16 

69359 

69816 

70271 

70724 

71 174 

71622 

72068 

72512 

72954 

73398 

78881 

74266 

17 

74699 

75i3o 

75560 

75987 

76^02 

76885 

77256 

77675 

78098 

78508 

78922 

79333 

18 

79743 

8oi5i 

8o558 

80962 

8i365 

81766 

82165 

82562 

82958 

88352 

83744 

84i35 

19 

84524 

849 II 

85297 

8568i 

86064 

86445 

86824 

87202 

87578 

87953 

88326 

88698 

20 

89068 

89437 

89804 

90170 

90535 

90898 

91259 

91620 

91979 

92336 

92692 

93047 

21 

93400 

93752 

94io3 

94452 

94801 

95i47 

95493 

95887 

96180 

96522 

96868 

97202 

22 

97540 

97877 

98213 

98547 

98880 

99212 

995 'f  3 

99873 

8,00202 

8,00529 

8, 00856 

8,01181 

23 

8,oi5o5 

8,01828 

8,o2i5o 

8,02471 

8,02791 

8,08109 

8,03427 

8,08744 

04059 

04374 

04687 

o5ooo 

24 

o53ii 

o562i 

05981 

06289 

06547 

06853 

07159 

07468 

07767 

08069 

08871 

08672 

25 

0897. 

09270 

09568 

09865 

10161 

io'|56 

10751 

U044 

ii336 

11628 

11919 

12209 

26 

12498 

12786 

18073 

i336o 

i36',5 

13980 

14214 

14497 

14780 

i5o6i 

15342 

l5622 

27 

15901 

16179 

16457 

16734 

17010 

17285 

17559 

17888 

18106 

18878 

i865o 

18920 

28 

19190 

19459 

19728 

19996 

20268 

20529 

20795 

21060 

21824 

2i588 

2i85i 

22Il3 

29 

22374 

22635 

22895 

28i55 

28414 

28672 

28929 

24186 

24442 

24698 

24953 

25207 

30 

25461 

25714 

25966 

26218 

26469 

26719 

26969 

27219 

27467 

27715 

27968 

28210 

31 

28456 

28702 

28947 

2919' 

29435 

29679 

29922 

3oi64 

•  3o4o6 

80647 

80887 

31127 

32 

3i367 

3i6o6 

3 1844 

82082 

82819 

82556 

32792 

88028 

33263 

33498 

33732 

33966 

33 

34199 

34431 

34664 

34895 

35126 

35357 

35587 

858i6 

36o46 

86274 

365o2 

86780 

34 

36957 

37184 

37410 

87686 

87861 

88086 

383x0 

38534 

88757 

88980 

89203 

89420 

35 

39646 

39867 

40088 

40808 

40528 

40747 

40966 

4ii85 

41408 

41620 

41 83  8 

42054 

36 

42271 

42487 

42702 

42917 

48182 

48846 

43560 

43774 

43987 

44199 

444 II 

44628 

37 

44835 

45o46 

45256 

45467 

45677 

45886 

46095 

463o4 

465 12 

46720 

46928 

4;i35 

38 

473i2 

47548 

47754 

47960 

48166 

48871 

48575 

48779 

48988 

49187 

49890 

49593 

39 

4979*5 

49998 

50200 

5o4oi 

5o6o2 

5o8o8 

5ioo3 

5 1204 

5i4o8 

5i6o8 

5 1802 

52001 

40 

52199 

52397 

52595 

52792 

5^990 

53 186 

58888 

53579 

53775 

53971 

54166 

54361 

41 

54555 

54/50 

549 'i4 

55187 

5588 1 

55524 

55717 

55909 

56ioi 

56298 

56485 

56676 

42 

56867 

57058 

57249 

57439 

57629 

57818 

58007 

58197 

58385 

58574 

58762 

58950 

43 

59138 

59325 

59512 

59699 

59885 

60072 

6o258 

60448 

60629 

60814 

60999 

61 184 

44 

61 368 

6i553 

61737 

61920 

62104 

62287 

62470 

62653 

62835 

68017 

63 199 

6338i 

LIVRE  TROISIÈME.  -  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 
I.  —   Table  des  logarithmes  de  q  (suite]. 
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0 

log 

9- 

0' 

5' 

10' 

15' 

20' 

25' 

30' 

35' 

40' 

45' 

50' 

55' 

45 

S,6356i 

8,63744 

8,63925 

8,64.05 

8,64286 

8,6',466 

8,64646 

8,64826 

8,65oo6 

8.65.85 

8,65364 

8,65543 

46 

65  7 '2  3 

65900 

66078 

66256 

66434 

666 II 

66789 

66966 

67 '43 

67320 

67496 

67672 

47 

67848 

68024 

68200 

68375 

6855o 

68725 

68900 

69074 

69249 

69423 

69397 

6977' 

^8 

('9944 

70118 

70291 

70454 

70636 

70809 

7098. 

71154 

71326 

7 '497 

7.669 

7.840 

49 

72012 

72183 

72353 

72524 

72695 

72865 

73o35 

73205 

73375 

73544 

737.', 

73883 

50 

74o52 

7422 1 

74390 

7.4558 

74726 

74895 

75o63 

7523. 

75398 

75566 

75733 

75900 

51 

76067 

76234 

^40  r 

76567 

76733 

76900 

77066 

77232 

77398 

77563 

77729 

77894 

52 

78059 

.  78224 

78389 

78554 

787.8 

78883 

79047 

792 II 

79375 

79539 

79703 

79866 

53 

8oo3o 

80193 

8o356 

8o5i9 

80682 

80845 

81007 

8.170 

8.332 

8i49i 

8.656 

81818 

54 

81980 

82142 

823o3 

82464 

82626 

82787 

82948 

83.09 

83270 

83430 

83591 

8375. 

55 

83911 

84072 

84232 

81392 

84552 

847" 

84871 

85o3o 

85.90 

85349 

855o8 

85667 

56 

85826 

85985 

86,4', 

86302 

86461 

86619 

86778 

86936 

87094 

87252 

87410 

87568 

57 

87726 

87883 

8804 1 

88198 

88356 

885 1 3 

88670 

88827 

88984 

89141 

89298 

89451 

58 

8961 1 

89768 

899'^4 

90080 

90237 

90393 

905 '19 

90705 

9086. 

9.017 

91173 

9 '329 

59 

9.484 

91640 

91795 

91951 

92.06 

92261 

924.7 

92572 

92727 

92882 

93037 

93.92 

60 

933 ',7 

93501 

93656 

9381. 

93965 

94120 

94^74 

9i439 

94583 

9I737 

94891 

95046 

61 

95200 

95354 

95508 

95662 

958.6 

95970 

96123 

96277 

9643. 

96584 

96738 

96892 

62 

97045 

97  "99 

97352 

97506 

97659 

978.2 

97966 

981 19 

98272 

98425 

98579 

98732 

63 

-S,  98885 

99038 

99 '91 

99344 

99 '497 

99650 

99803 

99956 

9,00109 

0026. 

00414 

00567 

64 

^,00720 

00873 

01026 

0.178 

0.33. 

0.484 

01637 

01789 

0I9',2 

02095 

02247 

02I00 

65 

02553 

02704 

02858 

o3oi. 

o3i63 

o33.6 

03469 

o362i 

03774 

03927 

o'|079 

04232 

66 

o4385 

04537 

04690 

04843 

0I996 

05.48 

o53oi 

05454 

05607 

05760 

05912 

o6o65 

67 

06218 

06371 

o652^ 

06677 

o683o 

06983 

07.36 

07289 

07 '(4  2 

07595 

07748 

07902 

68 

o8o55 

08208 

o836i 

o85i5 

08668 

08822 

08975 

09.29 

09282 

09 136 

09''90 

09743 

69 

09897 

ioo5i 

I0205 

10359 

io5i3 

10667 

1082. 

10975 

I  ..3o 

1.284 

1.439 

1 1593 

70 

11748 

11902 

12057 

122.2 

12367 

.2522 

12677 

.2832 

12987 

.3.42 

.3298 

.3153 

71 

i36o9 

13765 

13920 

.4076 

.4232 

.4388 

'4544 

'4701 

14857 

i5oi4 

.5.70 

.5327 

72 

15484 

1064 1 

15798 

.5955 

.6ii3 

.6270 

16428 

.6585 

16743 

16901 

.7059 

.72.8 

73 

17376 

17535 

17693 

17852 

180. 1 

.8.70 

i833o 

.8',&, 

.8649 

18809 

.8969 

'9 '29 

74 

19'^  89 

i9i5o 

I96IO 

'977' 

.9932 

20094 

20255 

204.7 

20578 

20740 

20903 

2 .  o65 

75 

21228 

21391 

21554 

21717 

21880 

22044 

22208 

22372 

22537 

2270. 

22866 

23o3. 

76 

23 197 

23362 

23528 

23694 

2386. 

24027 

24.94 

24361 

24529 

24697 

24865 

25o33 

77 

25202 

2537 1 

25540 

25709 

25879 

26o5o 

26220 

2639. 

26562 

26734 

26906 

27078 

78 

27250 

27423 

27597 

27770 

579  i4 

281.9 

28294 

28469 

28645 

2882. 

28997 

29 '74 

79 

29351 

29529 

29707 

29886 

3oo65 

30244 

30424 

3o6o5 

30786 

30968 

3.  i5o 

3.332 

80 

3i5i5 

31699 

3i883 

32067 

32253 

32 ',38 

32625 

32812 

3 -'999 

33.87 

33376 

33566 

81 

33706 

339',6 

341 38 

34330 

34523 

347 '6 

34910 

35.  o5 

353o. 

35497 

3569', 

35892 

82 

36091 

3629 1 

36491 

36692 

36894 

37097 

37301 

37506 

377.2 

379'9 

38.27 

38335 

83 

38545 

38756 

38968 

39.8. 

39395 

396.0 

39827 

4004 ', 

40263 

4  04  83 

40705 

40928 

84 

4ll52 

41377 

4160', 

4.833 

42063 

42294 

42527 

42762 

42998 

43237 

43476 

<37.8 

85 

43962 

44207 

44455 

44704 

44956 

452.0 

•45466 

45724 

.•,5985 

46248 

465.4 

46783 

86 

47054 

47328 

47605 

47886 

48169 

48456 

48746 

49040 

49338 

49639 

499 'P 

5o255 

87 

50569 

50889 

5 1 2 1 3 

5.542 

5.877 

522.8 

52565 

52918 

53278 

536^6 

5}  021 

541o5 

88 

54798 

55200 

556 1 3 

56o36 

56473 

5692. 

57384 

57863 

58359 

58875 

594 1 2 

59974 

89 

) , 6o564 

9,6ii85 

9,6.844 

9,62547 

9,633oa 

9,64.22 

9,65o25 

9,66o35 

9,67.96 

9,68579 

1 

9,70342 

9,72938 

I.    Cale.  int. 
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DEUXIÈME  PARTIE.  -  CALCUL  INTÉGRAL. 


II.  —    Tahlc  des  logarithmes  des  Jonctions  elliptiques. 


B. 

lOg0(w). 

1.1.(1). 

logw. 

iogÇ. 

6. 

log0(«). 

'•'•G)- 

logw. 

logÇ. 

O       1 

0.  0 

0, 

00 

0,196  1199 

0,196  1199 

22. 30 

0,00801  II04 

O,3o202  04 

o,2i3  1421 

0.179  4377 

o.3o 

0,00000  41 34 

0,72610  91 

1281 

iii6,:23.  0 

890  0376 

29774  93 

2i3  9206 

178  6913 

I.  0 

I  6537 

67397  36 

i53o 

0868  23. 3o 

929  8833 

29352  36 

214  7x70 

177  9288 

i.3o 

3  7210 

64029  59 

1943 

0455  24.  0 

970  65i9 

28934  12 

2x5  5329 

177  i5o3 

2.  0 

6  6i55 

61470  92 

2522 

195  9876 

24.30 

X012  3478 

28520  02 

2x6  3668 

176  3557 

2.3o 

10  3375 

59376  74 

3266 

9x32 

J25.  0 

X054  9760 

28109  86 

217  2194 

175  5451 

3.  0 

14  8873 

57087  16 

4176 

8222 

25. 3o 

X098  54 IX 

27703  47 

218  0907 

174  7186 

3.3o 

20  2653 

56oi4  09 

5252 

7148 

,26.  0 

1x43  o483 

27300  66 

218  9808 

173  8761 

4.  0 

26  4722 

54603  56 

6493 

5908 

,26. 3o 

II 88  5026 

26901  28 

2x9  8899 

173  0178 

4.3o 

33  5o84 

53319  91 

7900 

4502 

27.  0 

1234  9094 

265o5  17 

220  8181 

172  1435 

5.  0 

41  3746 

52i38  3i 

9474 

2932 

27.30 

1282  274 X 

26112  19 

221  7654 

171  2535 

5.3o 

5o  0717 

5io4o  72 

197  I2l3 

1196 

28.  0 

i33o  6024 

25722  19 

222  7319 

170  3476 

6.  0 

ôg  6oo3 

5ooi3  59 

3II9 

19 i  9295 

28.30 

1379  9000 

25335  û3 

223  7x79 

169  4260 

6.3o 

69  9115 

49046  49 

5191 

7229 

I29.  0 

i43o  1729 

24900  ,59 

224  7233 

168  4886 

7-  0 

8t  i563 

48i3i  16 

7430 

4998 

|29-3o 

i48i  4272 

24568  74 

225  7184 

167  5356 

7.3o 

93  i85i 

47261  01 

9836 

2602 

3o.  0 

i533  6691 

24189  35 

226  7933 

166  5669 

8.  0 

106  0.58 1 

46430.62 

198  2409 

0041 

i3o.3o 

i58G  9053 

238x2  33 

227  8080 

i65  5827 

8.3o 

119  7530 

45635  53 

5i49 

193  73x4 

3i.  0 

i64x  1423 

23437  54 

228  9427 

164  Ô829 

9-  0 

i34  2935 

44871  98 

8057 

4423 

3i  .3o 

1696  3870 

23o64  90 

23o  0476 

16.3  0676 

9.3o 

149  6739 

44i36  83 

199  ii34 

1367 

32.  0 

1752  6465 

22694  28 

23x  1728 

162  5369 

10.  0 

i65  8955 

43427  34 

4378 

192  8x47 

32. 3o 

1809  9280 

22325  60 

232  3 184 

161  4907 

10. 3o 

182  9,599 

42741  20 

7791 

4762 

33.  0 

1868  2390 

2x958  76 

233  48',7 

160  4293 

II.  0 

200  8689 

42076  36 

200  1373 

12x2 

33. 3o 

1927  0872 

2x593  66 

234  67x6 

159  3525 

II.  3o 

219  6242 

4i43i  06 

5124 

191  7497 

34.  0 

1987  9804 

2I23o  21 

235  8795 

i58  2606 

12.  0 

239  2276 

4o8o3  74 

9044 

36x8 

134. 3o 

2049  4269 

20868  33 

237  X084 

157  io35 

12. 3o 

269  68 II 

40193  01 

201  3i35 

190  9575 

î35 .  0 

21 XI  9350 

2o5o7  93 

238  3586 

i56  o3i3 

i3.  0 

280  9868 

39597  65 

7396 

5367 

35. 3o 

2175  5x32 

20148  92 

239  63oi 

i54  8940 

i3.3o 

3o3  1467 

39016  56 

202  1828 

0996 

36.  0 

2240  1705 

X9791  22 

240  9233 

i53  74x8 

14.  0 

" 326  i63o 

38448  74 

643 1 

189  6460 

36. 3o 

23o5  9160 

19434  75 

242  2382 

1,52  .0747 

14.30 

35o  o38i 

37893  32 

2o3  1206 

1760 

37.  0 

2372  7.091 

19079  45 

243  5751 

i5i  3928 

i5.  0 

3/4  7744 

37349  48 

6154 

188  6896 

37.30 

2440  7094 

18725  22 

244  934 X 

i5o  1962 

i5.3o 

400  3744 

368i6  5o 

204  1274 

1869 

33.  0 

2.Î09  7769 

1837 I  99 

246  3x54 

i48  9849 

16.  0 

426  8407 

36293  70 

6567 

187  6678 

38. 3o 

2579  9719 

180x9  70 

247  7193 

147  7590 

16. 3o 

454  1760 

35780  48 

2o5  2034 

i323 

39.  0 

265 I  3o47 

X7668  27 

249  1460 

146  5i86 

17.  0 

482  383i 

35276  28 

7675 

186  58o6 

.39.30 

2723  7865 

173x7  63 

25o  59Ô6 

145  2639 

17.30 

5ii  4649 

34780  58 

206  3492 

0125 

4o.  0 

2797  4282 

16967  71 

252  0684 

143  9948 

18.  0 

541  4244 

3',292  91 

948'. 

i85  4281 

40. 3o 

2872  241Ô 

16618  44 

253  5647 

142  71x6 

18. 3o 

572  2648 

338i2  82 

207  5652 

i84  8274 

4x.  0 

29 ',8  2384 

16269  7*^ 

255  0846 

i4i  4142 

19.  0 

6o3  9893 

33339  93 

208  1997 

2 104 

4i.3o 

3o25  4307 

10921  59 

256  6285 

i4o  1028 

19.30 

636  6012 

32873  83 

85x9 

i83  5772 

42.  0 

3io3  83i4 

10573  88 

258  1960 

i38  7776 

20.  0 

670  io4o 

32414  19 

209  5220 

182  9277 

42.30 

3x83  4534 

15226  55 

259  7889 

i37  4385 

20. 3o 

704  5oi3 

31960  68 

210  2099 

262 X  43.  0 

3264  3x01 

14879  54 

261  4o6x 

i36  o858 

21.  0 

739  7967 

3i5i2  99 

9i58 

181  58o2j43.3o 

3.346  4x53 

14,532  78 

263  0482 

i34  2196 

2 1 .  3o 

77J  994° 

31070  83 

211  6398 

180  8822' 44.  0 

3429  7834 

14 186  22 

264  7155 

i33  3399 

22.  0 

8i3  0972 

3o633  93 

212  38x8 

x68o  44.30 

35x4  4289 

x3839  79 

266  4o85 

i3i  9470 

22. 3o 

85 i  II 04 

3o202  04 

2i3  142X 

179  4377 

45.  0 

36oo  3673 

13493  42 

268  1272 

i3o  5409 
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II.  —    Table  des  logarithmes  des  fonctions  elliptiques  (suite). 


e. 

log0(«). 

'•■■(i)- 

logco. 

logÇ. 

e. 

1080(00). 

\9> 

log 

w. 

logÇ. 

O       1 

45.  0 

o,o36oo  3673 

0,13493  43 

0,268  1272 

0,1 3o  5409 

67.30 

9,09205  4229 

0.96784  79 

o,38o 

2283 

0,057  2o32 

45. 3o 

3687  6i4o 

i3i47  o5 

269  8722 

129  1217 

68.  0 

9383  3536 

96352  91 

383 

7869 

o55  4717 

46.  0 

3776  1854 

12800  6i 

271  6436 

127  6897 

68. 3o 

9564  6991 

95916  01 

387 

4i39 

o53  7438 

46. 3o 

3866  0981 

12454  o5 

273  4418 

126  2450 

69.  0 

9749  5820 

95473  85 

391 

iii5 

052  0201 

47-  0 

3957  3695 

12107  3o 

275  2673 

124  7878 

69.30 

9938  i33i 

95026  i5 

394 

8825 

o5o  3oi'} 

47. 3o 

4o5o  0175 

11760  29 

277  1202 

123  3i8i 

70.  0 

ioi3o  4921 

94572  64 

398 

7597 

o48  5885 

48.  0 

4i4'i  0604 

11412  96 

279  001 I 

121  8362 

70.30 

10326  8086 

94ii3  00 

402 

656o 

046  8822 

48. 3o 

4239  5175 

iio65  24 

280  9102 

120  3423 

71.  0 

io527  2430 

93646  91 

406 

6647 

045  1834 

49.  0 

4336  4o85 

10717  08 

282  8')  80 

118  8364 

71.30 

10731  9676 

93174  01 

4io 

7592 

043  4930 

49.30 

4434  7^39 

io368  39 

284  8i5o 

117  3189 

72.  0 

10941  1679 

92693  93 

44 

9432 

o4i  8u8 

5o.  0 

4534  5717 

10019  i3 

286  81 14 

0,1 i5  7899 

72.30 

iii55  0440 

92206  26 

419 

2208 

o4o  1409 

5o.3o 

4635  8931 

9669  20 

288  8377 

1x4  2496 

73.  0 

11373  8121 

,91710  56 

423 

5961 

o38  4812 

Si.  0 

4738  7317 

9318  56 

290  8945 

112  6982 

73.30 

11597  7064 

91206  36 

428 

0740 

o36  8337 

5i.3o 

48',3  1140 

8967  i3 

292  9822 

III  i359 

74.  0 

11826  9813 

90693  14 

432 

6595 

o35  1996 

52.  0 

'  49 't9  0646 

8614  84 

295  I0I2 

109  5629 

74-30 

i2o6i  9137 

90170  34 

437 

358i 

o33  5799 

52. 3o 

5o66  6087 

8261  62 

297  2520 

107  9796 

75.  0 

i23o2  8o58 

89637  36 

442 

1760 

o3i  9758 

53.  0 

5i65  7726 

7907  39 

299  4353 

106  386o 

75.30 

12549  9885 

89093  52 

447 

1196 

o3o  3884 

53. 3o 

5276  5837 

7552  08 

3oi  65 I 5 

io4  7826 

76.  0 

12803  825i 

88538  09 

452 

1964 

028  8190 

54.  0 

5389  0702 

7195  62 

3o3  9013 

io3  1694 

76.30 

i3o64  7159 

87970  28 

457  4142 

027  2690 

54.30 

o5o3  2617 

6837  92 

3o6  i85i 

loi  5469 

77.  0 

i3333  io34 

87389  19 

462 

7819 

020  7397 

55.  0 

5619  1888 

6478  91 

3o8  5o37 

99  9'52 

77.30 

i36o9  4787 

86793  82 

468  3095 

024  2324 

55. 3o 

5736  8834 

6118  5i 

3io  3575 

98  2747 

78.  0 

i3894  3890 

86i83  10 

4/4 

0077 

022  7487 

56.  0 

5856  3786 

5706  62 

3i3  2474 

96  6256 

78.30 

i4i88  4468 

85555  77 

479 

8888 

021  2901 

56. 3o 

3977  709' 

5393  17 

3i5  6741 

94  9683 

79-  0 

14492  3408 

84910  47 

485 

9667 

019  858i 

57.  0 

6100  9107 

5028  07 

3i8  i38i 

93  3o3o 

79.30 

i48o6  8',9', 

84245  6^ 

495 

2569 

018  4545 

57.30 

6226  0211 

4661  23 

320  64o3 

91  63oi 

80.  0 

i5i32  8578 

83559  49 

498 

7770 

017  0811 

58.  0 

6353  0793 

4292  55 

323  i8i5 

89  9500 

80. 3o 

15471  3782 

82850  01 

5o5 

5474 

oi5  7396 

58. 3o 

6482  1264 

3921  94 

325  7624 

88  263o 

81.  0 

i5823  5767 

82114  85 

5l2 

594 

oi4  4321 

59.  0 

66 I 3  2049 

3549  29 

328  384o 

86  5694 

81. 3o 

16190  8064 

8i35i  3i 

519 

9360 

oi3  i6o5 

59.30 

6746  3595 

3i74  5i 

33 I  0471 

84  8697 

82.  0 

16574  65o8 

8o556  22 

527 

6129 

on  9270 

60.  0 

6881  6368 

2797  48 

333  7526 

83  1642 

82.30 

16976  9806 

79725  83 

535 

6595 

010  7340 

60. 3o 

7019  o858 

2418  10 

336  5oi6 

81  4534 

83.  0 

17400  0295 

78855  67 

544 

I205 

009  5837 

61 .  0 

7158  7577 

2o36  25 

339  2950 

79  7376 

83. 3o 

17846  4963 

779^0  35 

553 

0498 

008  4788 

61. 3o 

73oo  7060 

i65i  81 

342  i34o 

78  0173 

84.  0 

i83i9  6882 

76973  24 

562 

5i36 

007  4221 

62.  0 

7444  9872 

1264  65 

345  0196 

76  2929 

84.30 

18823  7218 

759^(6  12 

572 

5943 

006  4i65 

62.30 

7J91  66o3 

874  65 

347  9531 

74  5649 

85.  0 

19363  8 191 

74848  53 

583 

3963 

oo5  4652 

63.  0 

7740  7874 

481  66 

35o  9356 

72  8339 

85. 3o 

19946  7520 

73666  93 

595 

0549 

004  5716 

63. 3o 

7S92  43io 

85  56 

353  9686 

71  1002 

86.  0 

2o58i  5406 

72383  28 

607 

7507 

oo3  7396 

64.  0 

8046  6689 

9,99686  18 

357  o533 

69  3644 

86. 3o 

21280  6024 

70972  7', 

6.1 

7319 

002  9734 

64.30 

8203  5646 

99283  37 

36o  19 12 

67  6271 

87.  0 

22061  7569 

69399  68 

637 

355o 

002  2778 

65.  0 

8363  1977 

98876  97 

363  3838 

65  8888 

87.30 

22952  ooo5 

67610  09 

655 

'^99 

001  658 I 

65. 3o 

8525  6489 

98466  82 

366  6329 

64  i5oi 

88.  0 

23995  3679 

655i5  91 

676 

0272 

001  1208 

66.  0 

8691  0039 

98052  71 

369  9'joo 

62  4ii5 

88. 3o 

25271  8o5i 

62957  25 

701 

556o 

000  6736 

66. 3o 

8859  3529 

98634  48 

373  3069 

60  6737 

89.  0 

26953  6233 

59589  48 

735 

1923 

000  3263 

67.  0 

9o3o  7920 

972 II  91 

.376  7357 

58  9374 

89.30 

29559  1602 

54375  92 

787 

3o3i 

000  0931 

67.30 

9205  4229 

967  «'1  79 

38o  2283 

57  2032 

90.  0 

00 

—  00 

» 

000  0000 

9 

0. 
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DEUXIÈME  PARTIE.  -  CALCUL  INTÉGRAL. 
Table  donnant  la  valeur  numérique  des  fonctions  elliptiques 


T- 

t/tp 

(A-  = 

sinÔ). 

1 

T  J 

\ 

cp 

0° 

10° 

150 

30° 

0 

45° 

1 

60° 

75° 

80^ 

89° 

90° 

1 

0,0174-5 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,0.745 

o,oi7'<5 

2 

o349i 

03491 

03491 

03491 

03491 

03491 

03491 

03491 

03491 

03491 

3 

00236 

00236 

o5236 

05237 

05237 

o5238 

o5238 

05238 

o5238 

o5238 

4 

06981 

0698. 

06982 

06983 

06984 

06986 

06987 

06987 

06987 

06987 

5 

08727 

08727 

08727 

08729 

08732 

08735 

08737 

08737 

08738 

08738 

10 

17453 

17456 

17459 

17475 

«7498 

17520 

17537 

17540 

17543 

17543 

15 

36180 

26189 

26199 

26254 

26330 

26406 

26463 

26475 

26484 

26484 

20 

34907 

34927 

34953 

35082 

35262 

35447 

35586 

356 1 5 

35638 

35638 

25 

43633 

43674 

43723 

43973 

44328 

44699 

44982 

45o4o 

45087 

45088 

27 

47124 

47174 

47236 

4755. 

48000 

48472 

48835 

489.0 

48971 

48972 

30 

5236o 

52429 

525 1 3 

52943 

53562 

54223 

54736 

'.W3 

54930 

54931 

32 

5585 1 

55933 

56o35 

56555 

573.0 

58 123 

58760 

58893 

59002 

59003 

35 

'61087 

61193 

6.325 

62003 

62998 

64o85 

64950 

65.33 

65282 

65384 

37 

64577 

64702 

64857 

65655 

66836 

68141 

69 191 

694  r4 

69597 

69599 

40 

69813 

699^*9 

70.62 

7.165 

72667 

74358 

75745 

76043 

76288 

76291 

42 

733o3 

73483 

73704 

74860 

76608 

78600 

80358 

80617 

80914 

80917 

45 

78540 

78756 

79025 

80437 

82602 

85.22 

87270 

87741 

88i33 

88137 

47 

82o3o 

82275 

82578 

84.78 

86656 

89585 

92124 

93687 

931 58 

93i63 

50 

87266 

87556 

879.5 

89825 

92829 

96465 

997  lï 

1  ,00444 

1,01062 

1^01068 

53 

92602 

92841 

93262 

955.4 

99'i5 

I ,03587 

1,07711 

08665 

09475 

09483 

55 

9^993 

96366 

96832 

9933. 

.,0337. 

08479 

i33o7 

14442 

154.3 

15423 

57 

99484 

99894 

1 ,00406 

1,03.67 

07680 

i3494 

19.36 

30488 

2.655 

31667 

60 

1,04720 

i,o5i88 

05774 

08955 

14243 

21254 

28371 

3oi35 

31679 

3.696 

f)3 

09956 

10486 

iii5i 

i478i 

20926 

29332 

38281 

40594 

42657 

42679 

65 

i3446 

14020 

14740 

i86ji 

254/47 

34893 

45316 

48098 

5o6i8 

50645 

6G 

15192 

15787 

i6536 

2o65. 

27727 

37728 

4897G 

52o3i 

54824 

54855 

67 

16937 

17555 

i8333 

226.5 

30020 

40600 

52738 

56096 

59199 

59232 

68 

18682 

19324 

20l3o 

24583 

33325 

43510 

56606 

6o3o3 

63756 

63794 

69 

20428 

21092 

21928 

26555 

34642 

46457 

6o586 

64661 

685 14 

68557 

70 

22.73 

22861 

23727 

2853o 

36972 

49441 

64684 

69 181 

73494 

73542 

71 

23918 

2463o 

25527 

3o5o9 

393.3 

52463 

68905 

73877 

78717 

78771 

72 

20664 

26400 

27328 

32491 

4.666 

55522 

73256 

78759 

842 II 

84273 

73 

27409 

28.69 

29129 

34477 

4'jo3o 

586.8 

77743 

83844 

90008 

90079 

74 

29154 

29939 

30930 

36466 

46404 

6.750 

82371 

89146 

96.44 

96226 

75 

30900 

3.7.0 

32733 

38457 

48788 

64918 

87.45 

94682 

2,02665 

2,02759 

76 

32645 

33480 

34535 

40452 

5i.83 

68120 

92073 

2,00470 

09622 

09732 

77 

34390 

3525. 

36339 

42449 

53586 

7i356 

97157 

06529 

.7082 

17212 

78 

36i36 

37022 

38.43 

44449 

55999 

74625 

2,024o3 

12878 

25.26 

26280 

79 

37881 

38793 

39947 

4645. 

584.9 

77924 

07813 

19538 

33853 

34040 

80 

39626 

4o564 

4.752 

48455 

60848 

81253 

13390 

26537 

43395 

43625 

81 

41372 

42336 

43557 

50^62 

63283 

84609 

19.31 

33866 

53922 

54209 

82 

43 117 

44.08 

46362 

52470 

65725 

87991 

35o35 

41569 

65664 

66o3i 

83 

44862 

45879 

47168 

54479 

68.73 

9.395 

3.097 

49648 

78938 

79422 

84 

46608 

47651 

48974 

56490 

70635 

94821 

37309 

58.05 

94206 

9 '(870 

85 

48353 

49423 

50781 

585o3 

73082 

98264 

43658 

66935 

3, 12170 

3,i3i3o 

86 

50098 

5.195 

52587 

6o5i6 

75542 

2,01723 

50129 

76116 

33964 

35467 

87 

5.844 

52968 

54394 

62530 

78006 

o5i94 

56703 

856.2 

6i6i3 

64253 

88 

53589 

54740 

56200 

64545 

80472 

08674 

63357 

95366 

991 10 

4,o48i3 

89 

55334 

565.2 

58007 

6656o 

82939 

12161 

70068 

3,o53o4 

4,55347 

74i35 

90 

1,57080 

.,58284 

.,598.4 

.,68575 

.,85407 

2,1 5652 

2,76806 

3, .5338 

5,4349. 

00 
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Table  donnant  la  valeur  numérique  des  fonetions  elliptiques. 


J  0 

(/r  = 

sin9). 

pVi  — A 

? 

Oo 

10" 

150 

30» 

45" 

60" 

75" 

80° 

89" 

90" 

1 

o,oi7l5 

0,01745 

0,01745 

01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,0.745 

0,01745 

0 

03491 

03491 

03491 

03490 

03490 

0349a 

03490 

03490 

03490 

03490 

3 

O.V236 

o5236 

o5236 

o5235 

o523j 

05234 

05234 

o5234 

o5234 

05234 

4 

06981 

06981 

06981 

06980 

06978 

06977 

06976 

06976 

06976 

06976 

5 

08727 

08726 

08726 

08724 

08721 

08718 

08716 

08716 

08716 

07816 

10 

17453 

17451 

'7447 

17431 

'7409 

17387 

17371 

17367 

17360 

17365 

15 

26(80 

2617 1 

26160 

26ro6 

26032 

25957 

25902 

25891 

25882 

25882 

20 

34907 

34886 

34860 

34733 

34558 

34381 

34250 

34224 

3 ',202 

34202 

2.) 

43633 

43593 

43544 

43298 

42958 

42612 

42356 

42304 

42262 

42262 

27 

47124 

47073 

47012 

46703 

46276 

45842 

45518 

45453 

45400 

45399 

30 

5236o 

522Q2 

52208 

51788 

5 1 2o5 

50609 

5oi65 

50074 

5oooi 

5oooo 

32 

558,)! 

55768 

55667 

55i6i 

54456 

53733 

53193 

53082 

52993 

52992 

35 

61087 

60980 

6o85o 

60194 

59276 

58332 

57622 

37477 

57359 

57358 

37 

64577 

64 ',52 

64300 

6353o 

62451 

61337 

60495 

6o323 

60. 83 

60182 

40 

69813 

69658 

69467 

685o6 

67153 

65746 

64679 

64459 

64281 

64279 

42 

73304 

73126 

72907 

71804 

70245 

68619 

67379 

67124 

669.5 

66913 

45 

78540 

78324 

78009 

76720 

748'9 

72822 

71289 

70972 

70713 

707.. 

47 

82o3o 

81787 

81489 

79977 

7782', 

75553 

73800 

73436 

73i38 

73.35 

50 

87266 

86979 

86636 

84832 

8-.265 

79538 

774.4 

76971 

76608 

76604 

53 

92002 

92166 

91753 

89650 

86627 

83388 

80842 

8o3o7 

79868 

79864 

55 

9399'^ 

95622 

95166 

92843 

89490 

85879 

83o->o 

824.7 

81920 

81915 

57 

9948'i 

99077 

98576 

9601g 

92318 

883o8 

80110 

84432 

83873 

83867 

60 

1,04720 

1,04255 

I ,03683 

1,00756 

96^95 

91839 

88080 

87276 

86609 

866o3 

63 

09956 

09430 

08781 

05459 

1 ,00598 

95236 

90848 

89898 

89109 

89101 

65 

13446 

12878 

12176 

08577 

03293 

97427 

92580 

91023 

90640 

9063 1 

66 

15192 
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